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1. Inleiding 

Het is algemeen bekend dater een nauw verband bestaat 
tussen de symbolische logioa en de studie van de boole-alge­
bra' s. Maar wellicht is het tooh nuttig om evm op di t ver­
band nader in te gaan, voordat we ons gaan bezig houden met 
ons eigenlijke onderwerp, de oylinderalgebra's. 

Beschouw een propositielogica P (eventueel met meer dan 
aftelbaar veel variabelen). We noemen twee formules M,N van 

P aeguivalent als rM---tN en 1-N-+M; Zij [M] de verzameling van 
alle forrnules in P die met Ma.equivalent Zijn. In de verzame­
ling A van alle aequivalentieklassen definieren we operaties 
-,v,A als volgt: 

- [M] = [ -r M] 

[M] v [ N] = [M v N] 

[~]A [N] = [M ~ N] 

; 

; 

. 
I 

en we definieren twee speciale elementen Oen 1 van A door 

0 == [M" -, M] 

1 = [Mv -,M] 

; 

Men kan gemakkelijk nagaan dat deze definities zinvol zijn., 

d.w.z. onafhankelijk van de keuze van de representerende for­

mules ui t [M] en [N] ; ook O en 1 hangen niet van de keuze 
van M af. Het is eveneens eenvoudig aan te tonen dat A t.o.v. 
de operaties v,A,- een boole-algebra is, met O als nulele­
ment en 1 als eenheidselement. De algebra /JI. ==<A,v,A,-,0.,1> 

wordt wel de Lindenbaum-algebra van P genoemd. 
Zij vervolgens r een verzameling formules in P. De 

aequivalentieklassen van rormules uit r vormen een deelver­
zameling B van A. Zij I•I(r) het duale ideaal dat inlt wol'dt 
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voortgebraoht door B. Dan is het ook niet moeil1Jk in te 
zien dat 

[M]E I(r) dan en sleohts dan als r ~M. 

Bijgevolg geldt bijvoorbeeld: r is dan en sleoht• dan con­
sistent als r(r),'A. 

Een laatste begr1p uit de propos1t1elog1oa dat we Wil­
len vertalen in de terminologie van de boole-algebra'a 11 
het begrip interpretatie. Een interpretatie van Pis een 
toekenning van waarden W ("waar") or O ("onjuist•), eerst 
aan de propositie-variabelen van P, en vervolgene aan alle 
tormules van P d.m.v. de recursieve voorschritten: 

de waarde van-, M is o (resp. W) ale de waarde van M 
W (resp. 0) is; 

de waarde van M v N is O als M en N beide waarde O heb­
ben, en is Win alle andere gevallen. 

Dan hebben aequivalente tormules steeds gelijke waarden. 
Bijgevolg kunnen we aan iedere aequivalentieklasse M zelf 
een waarde V(M) toekennen: 

V [M] -o (resp. W) als M de waarde O (resp. W) heeft. 

De betekenis van bovengenoemde recursieve voorsohriften is dan, 
in algebraische terminologie: Vis een homomorphie yan de 
boole-algebra It op {O,WJ I waarbij fO,WJ meet worden opgevat 
als een boole-algebra met O als nulelement en W als eenheids­
element. 

Wat voor zin heeft nu deze vertaling van de propositie­
logica naar de algebra? In hoofdzaak deze, dat nu algebra!sohe 
methoden toegepast kunnen worden op problemen uit de logioa. 
Als voorbeeld gev~n we een algebraisoh bewijs (zie Henkin (14), 
[16] en vooral ~os [20] ) van de zog.stelling van GMel-Maloev 
voor de propositielogica. 

Deze stalling luidt: "Als r een oonsistente verzameling 
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formules uit een propositielogioa P 1s, dan is er een inter­
pretatie van P waarin alle formules van f waar zijn. • 

Bewijs: Beschouw het duale idea.al I{r) in de Lindenbaum­
algebra Iii, van P. Daar r consistent is., 1s I(r),'A. Volgens 

een algebraisohe stelling is I(r) dan bevat in een maxima.al 
duaal ideaal J van k , en de factor algebra bf/ J 1s 1eomorph 

met fO.,W} • Daarult volgt: ala we de waarde W toekennen aan 
die formules M in P waarvoor [M] E J., en de waarde O aan alle 
andere formules in P., dan is dit een interpretatie van P, en 
in deze interpretatie zijn alle formules van r waar. 

Voor de predicatenlogica kennen we een analoge stelling, 
de beroemde volledigheidsstelling van G~del, die (in een van 
zijn !'ormulerin.gen) bijna gelijk luidend is: "Als r een con­
sistente verzamling formules is in een predicatenlogica P., 
dan is er een interpretatie van P waarin alle formulas uit 
r waar zijn ti. 

Maar dan moet wel opgemerkt worden dat het begrip inter­
pretatie hier verschilt van het gelijkluidende begrip bij de 
propositielogica. De definitie ligt wel voor de hand., maar is 
gecompliceerder. We zullen daar echter niet uitvoeriger op 
ingaan. 

Als men van deze volledigheidsstelling van G6del een 
algebraisch bewijs wil geven., dan blijkt dat men er met boole­
algebra's niet komt. De belangrijkste moeilijkheid is., dat de 
quantoren geen algebraisch analogon hebben in een boole-algebra 
zonder meer. We stuiten hier dus op de noodzaak, nieuwe alge­
braische systemen in te voeren. 

2. Cylinder-algebra's en polyadische algebra's 

In de afgelopen tien jaar zijn er twee soorten algebraische 
systemen gedefinieerd., die beide de structuur weerspiegelen van 
de predicatenlogica: de cylinderalgebra's., gedefinieerd in 1952 
door Tarski en Thomson [22], en de polyadisohe algebra's., in 

1954 door Halmes ingevoerd (Halmos ( 5 J , [6] ) • 
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Deze begrippen zijn in hun algemeenheid niet aequiva­
lent. In essentie is het verschil dit: de polyadische 
algebra's weerspiegelen de zuivere predicatenlogica, ter­
wijl de cylinderalgebra's het formalisme van de predica­
tenlogica met gelijkheid weergeven. Maar in het geval dat 
vanuit het gezichtspunt van de klassieke logica eigenlijk 
alleen van belang is (het geval van de oneindig-dimensio­
nale locaal eindig-dimensionale algebra's) is hun aequiva­
lentie wel aangetoond (Galler [4] ). (Ook in het eenvoudig­
ste· geval, dat der 0- en 1-dimensionale algebra's, zijn 
beide.begrippen aequivalent. De nuldimensionale algebra's 
zijn niet anders dan boole-algebra's. De eendimensionale 
algebra's zijn ender de naam monadische algebra's door 
Halmos ([6],[12] ) uitvoerig bestudeerd). We zullen ons 
daarom tot een van beide begrippen beperken; en daar de 
definitie van een cylinder-algebra het eenvoudigst is, zul­
len we deze algebraische systemen kiezen. 

Voor de polydische algebra's zij verder verwezen naar 
het recente boek van Halmos, Algebraic Logic [13]; een zeer 
helder overzicht over deze theorie wordt ook gegeven in [9]. 

Laten we nu de definitie geven van het begrip cylinder­
algebra. Zij N een (wellicht transfiniet) ordinaalgetal. 

Definitie. Een N-dimensionale cylinderalgebra is een 
algebraisch systeem <A,v,A.,-,ci,dij'0.,1>, met 0~ i,j4N. 
Daarbij is het partiele systeem <A.,v,A,-,0,1> een boole­
algebra, de Ci zijn enkelvoudige operaties in A, en de dij 
zijn elementen uit A. Voorts is voldaan aan de volgende 
axioma's, voor willekeurige x,ye A en i,j,k~ N: 

A 1. XA CiX=X . , 
A 2. Ci (x " Ci Y)=Ci x " c1 Y . , 
A 3. c1cjx = cjc1x j 

A 4. dii = 1 . , 
A 5. dij=Ck(dik" djk) als i, j,'k; is er geen k,'i,j, 

dan: dij=dji; 

A 6. Ci (dij" X)A Ci (d1f -X)=O als i~j; is er geen 
j,'1., dan: c10=0. 



-5-

Voorbeeld 1. Zij Peen predicatenlogiaa met gel1jkhe1d, met 

indi viduele var1abelen x 1 ,x2 "° u ,x1 II".. ( 1 < N). Evenals bij 

een proposit1elogica vormen we de verzameling A van alle 

aequi valentieklassen van forrnules u.1 t P, rnaar behal ve 

-,v,11,0,1 definieren we ook neg de enkelvoudige operat1&8 
c1 (i < N) door 

en de elementen diJ ( 1 11 j..::: N) door 

dij a [x1,..xj]. 

/l 

Dan is <A,v,A.,-,C1 .,ct1 j.,0,1> 

algebra. 
een N-dimensionale cylinder-

Voorbeeld 2. Zij X een niet-lege verzameling., en besohouw de 
verzameling XN van alle 11 rijen" C'C 1 ) 1 < N van elementen u1t X. 

Als Sc. XN en i, N, dan zij 

c1S= f x£ XN: er is een ye.Smet Yf"xj 

voor j,'i} . 

Als i,j <N, dan zij D1 j de deelverzameling van XN, gedefinieerd 
door 

Dan is (G(XN),u,n.,',c1 ,D1j,¢,XN) een cylinderalgebra (met 

G;(Y) geven we aan de verzameling van alle deelverzamelingen 
van Y; met 'geven we aan de overgang op de complementsverzame­
ling). 

Iedere deelalgebra van een aldus geconstrueerde cylinder­
algebra heet uitgesproken ooncreet. Voor N=2 illustreert onder­
staande figuur de begrippen: 
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Naar aanleiding van deze concrete algebra's noemt men in 
een willekeurige cylinderalgebra de elementen dij de diago­
naalelementen, en de operaties c1 de cylindrifioat1es. 
Vandaar ook de naam cylinderalgebra. 

Voorbeeld 3. We kunnen gemakkelijk de uitgesproken oonorete 
algebra's generaliseren. Daartoe gaan we uit, niet van een 
verzameling X, maar van vele niet-lege verzamelingen JSc, 
k £ K, en vormen U X~. Voor deelverzamelingen S van 

N ke. K 
U ~ definieren we weer 

k E: K 

er is een y t: S met y j=Xj voor 

alle j,fi} , 

terwijl ook weer 

Dij ={ xe k~ K ~ : Xi=xjJ 

Dan is ook (<;( U X~),u,n.,' ,c1,D1j,¢, U XkN> een cylin-
ke K k€ K 

deralgebra. Iedere deelalgebra van een dergelijke algebra 
zullen we concreet noemen. Voor N=2, en K bestaande uit 3 ele­
menten., volgt weer een schetsje. 
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,,' 

Als we de de.rinities van concrete en uitgesproken con­
crete cylinderalgebra's nader beschouwen, dan moet ons op­
vallen dat de concrete cylinderalgebra van alle deelverzame­
lingen van U X~ eigenlijk niets anders is dan (exacter 

kcK 
gezegd: isomorph is met) het directe product van de uitgespro-

ken concrete cylinderalgebra's van alle deelverzamelingen van 
""T Xk (kt K). Hierui t volgt: 

Stelling 1. Iedere concrete cylinderalgebra is isomorph met 
een subdirect product van uitgesproken concrete 
cylinderalgebra's. 

Voorbeeld h. Schijnbaar geheel andersoortig zijn de cylinder­
algebra's die weals volgt construeren. Zij X een niet-lege 

verzameling, N een ordinaal getal, en fl. =<B,v,A.,-.,0,1) een 
N boole-algebra. We beschouwen de functies p,q, ... van X naar 

B. Als we zoals gebruikelijk definieren 

(-p) (x) = -(p(x)) . , 
(pvq) (x) = p(x) v q(x); 

(pAq) (x) = p(x) " qi,:,;c); 

O(x) 0 alle N 
= voor xe x ; 

e(x) 1 alle N 
= voor X € X ., 

dan vormen deze functies weer een boole-algebra (het directe 
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N 
product G (X ) ) met O en e als nul- en eenheidselement e 

We definieren nu speoiale funct:1.ea dij., voor 1., j < N., 
als volgt: 

als Xl,'Xj ; 

als X1•X~ 
,J 

Tenslotte nemen we een verzameling A van funetiea met de 
volgende eigenschappen: 

(1) de speciale functies O.,e.,d1 j (1,.j"' N) behoren tot A; 

(2) als p.,qe A., dan ook -p., p v q., PA q; 

(3) als p ~ A., dan heef't voor 1edere xi XN en iedere 1.c. N 

de verzameling 

{p(y):ytXN en yj=:xj voo:r alle j,'1} 

een supremum in Cs ; 

( 4) als p e X., dan behoort voor iedere 1 < N de funotie 

c1 p., gedefinieerd door (c1p)(x)=supfp(y):y£ XN en 
Yj=xj voor j,;1J weer tot A. 

Dan kan men controleren dat ook <A,v.,l\_,-.,c1.,ct1 j.,0,1) weer 
een N-dimensionale cylinderalgebra is. Een dergelijke algebra 
heet een cylindrische functie-algebra. 

In wezen leveren de runctie-algebra's niets nieuws. Men 
kan n.l. bewijzen: 

Stelling 2. Iedere cylindrische functie-algebra is isomorph met 
een concrete cylinderalgebra; omgekeerd is iedere 
concrete algebra isomorph met een functie-algebra. 

Stelling 3. Iedere cylindrische functie-algebra, geconstrueerd 
m.b.v. de uit twee elementen bestaande boole-algebra 
{o,wJ, is isomorph met een uitgesproken concrete 
cylinderalgebra, en omgekeerd. 
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Tenslotte moet nog een (tamelijk trivia.al) voorbee van 

cylinderalgebra's vermeld worden, eigenlijk een bijzonder 
geval van voorbeeld 4: 1edere boole-algebra kan.,. voor 1e­
dere N, beschouwd warden als een N-dimensionale cylinder­
algebra, wanneer we definieren: 

c1x = 1 , voor alle 1 < N en alle 

dij = 1 , voor alle i,j • 

. 
!I 

3. Cylinderalgebra's en de volledigheidsstelling van Q?:Jgel 

Zij Peen predicatenlogica met gelijkheid, en zij ~ 
de cylinderalgebra van alle aequivalentieklassen van formu­
las uit P. 

In iedere formule M van P komen sleohts eindig veel 

variabelen vrij voor; zeg xi ,xi , ••• ,xi • Zij Ft de f'ormule 
1 2 n 

( 3 xi ) (=1 x1 ) .•• (s x1 )M. Dan heeft M*· de eigenschap: voor 
1 2 n 

iedere i is (3 x1 )M* aequivalent met M~. 

Algebraisch betekent dit: Ci [M•] =[Mj voor alle i, 

waar [M"'] =Ci .,Ci ., ••• ,Ci [M] • We zullen een element p van 
1 2 n 

een cylinderalgebra gesloten noemen, als c1 pep voor alle i < N., 

en we zullen een cylinderalgebra locaal eindig-dimensionaal 

noemen als er voor iedere p eindig veel indices i 1,12 , ••• ,in 

bestaan zodanig dat C. c1 ••. c1 p gesloten is. Uit het 
1 1 2 n 

bovenstaande volgt: de Lindenbaum-algebra It van een predioa-

tenlogica Pis locaal eindig-dimensionaal. 
De dimensie van h komt overeen met het aantal individuele 

variabelen van P. Is dit aantal oneindig (zoals gebruikelijk), 

dan zal ~ een oneindig-dimensionale locaal eindig-dimensionale 

cylinderalgebra zijn. 
Voor dergelijke algebra's geldt de volgende belangrijke 

stelling (Tarski [21] ): 

Stelling 4. Iedere oneindig-dimensionale locaal eindig-dimensi­
onale cylinder-algebra is isomorph met een concrete 
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cylinderalgebrao 

Waarom nu is deze stelling zo belangrijk? Niet in de 

laatste plaats omdat hij in feite de algebraische vertaling 
geeft van de volledigheidsstelling van G5del. Ik wil deze 

voordracht ermee besluiten dit feit enigszins aannemelijk te 
maken~ althans in een richtingo 

Daartoe gaan we uit van een andere formulering van de 
volledigheidsstelling, die luidt~ 

"Iedere formule van een predicatenlogica P, die waar is 
in iedere interpretatie, is bewijsbaar". Als we deze stelling 

zouden willen algebraiseren, dan zouden we eerst het begrip 
interpretatie nader moeten beschrijven. Deze beschrijving 

zullen we echter kortheidshalve achterwege laten; ik deel 
U maar onmiddellijk mee wat het algebraisch analogon van zo'n 

interpretatie blijkt te zijn: een homomorphte van de bij P 

behorende cylinderalgebra op een functie-algebra& , die gecon­

strueerd is m.b.v. de boole-algebra fo,wJ • En de algebraische 
vertaling van de uitspraak: Mis waar in de interpretatie V, 

is dan: in de door V geinduceerde homomorphie van« op {O,Wj 
wordt [M] afgebeeld op de functie uit & die de constante 

waarde W heeft, i.e. op het eenheidselement van t. 
Op grond van stelling 3 kunnen we echter ook als alge­

braisch analogon van een interpretatie V nemen een homomorphe 
* afbeelding van~ op een uitgesproken concrete algebra C ; 

"Mis waar ender de interpretatie v" betekent dan weer: "het 
beeld van [M] onder de bijbehorende homomorphie is het een-

~ 

heidselement van~ " 
Als we eenmaal over deze "vertalingen 11 beschikken, is het 

niet moeilijk meer om, m.b.v. stelling 4 (en stelling 1) de 

volledigheidsstelling te bewijzen. 
Zij nl. Peen predicatenlogica, en zij ~ weer de Lindenbaum­
algebra van P. Volgens stelling 4 is n isomorph met een con­

crete cylinderalgebra, en dus, volgens stelling 1, met een sub­
direct product et.* van uitgesproken concrete algebra I s J;. k'k e K. 

* * r Zij 'f de isomorphie Ql~ IJt. , en lik de projectie fJt. --+o1Tk· 
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Stel nu de formule M van Pis waar in iedere interpreta­
tie van P. Onder iedere homomorphie van ,x, op een uitgespro­
ken concrete algebra wordt [M] dan op het eenheidselement af­
gebeeld. I.h.b. is it.k$P [M] =1., voor alle k€ K. Maar dan is 

ook tp[M] = 1 in bf-*., dus [M]=1 inM., d.w.z. Mis bewijsbaar. 
Daarmee is de volledigheidsstelling bewezen. 
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