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Enige beschouwingen over de “random walk”

zZij (%) = (x1(t),...,xn(t)) een van de tijd t afhanielijke n-di-
mensionale stochastische vari-abele., Deze correspondeert ret een aan het
toeval onderwornen bewezing van cen deeltje (“wandelaar') 7 in de Fu-
clidische ruinte En. e zullen aanneunen, dat deze “random walk® (ook
wel stochastisch proces genoend) stochastisch definiet is, d.w.z. tot
door de positie X op het tijdstip t voor elk tijdstip t' 2 t de verde-
lingsfunctie van X(t') wordt bepaald, Onder de voorwaarde R(t)=% zullen
we de voorwaardelijke waarschijnlijkheid, dat simultaan geldt

(1) x (') = %—*k (k =1, 2,..., n),

,gj? Te zullen steeds aannemen, dat de functie
F(t,%; t',€) continu is in t en t'. Tanneer we het stelsel ongelijk-
heden (1) kortweg schrijven als % g 2, dan geldt in het bijzonder
P(t,%; t,‘g)=1 als x & §
=0 als x gz .
Verder volgt uit het stochastisch cdefiniet zijn van de random walk voor
elk drietal waarden t< G ¢ %!

(2) P, %5t ,§>=IF(W,y;t',I§)d’; P(t,%50,F).

aanduiden net F(t,X; t°

Dit is de z.g. verg%lijking van Chaoman-Smoluchowski-Kolmogoroff.

Het stochastische proces heet homogeen in de tijd (resp. in de
ruimte), wanneer F(t,i;t',g) niet van t en t' (resp. X en § ) afzonder-
1lijk afhangt, doch alleen van het verschil t'-% (resp.§ -%). Het pro-
ces heet homogeen, wanneer het zowel in de tijd als in de rvimte homo-
geen is,

Voor een in de ruimte homogeen stochastisch proces stellen we

F(t,%58%8) = P(t,t'; é;—x).
Uit (2) volgt dan voor t « G < ¢!
(3) F(t,t',x) =L G, ,%-F) & F(%,0,%).

n
Stellen we nu

T
@(t,t',z,‘,...,zn) =£ exp(i %ﬁixi)ax Y Pt,t',X)
¢ =

1 n

- - n
1) Alle in dit rapport voorkomende functies en verzamelingen zullen

Bprel—meetbaar wordeh ondersteld,
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of kortweg .
Plt,t',%) =/ er % G® p(t,t1%),

Zn

dan volgt uit (3) voor t <« Cx t°
(4) CP(t,t',‘z') = q:»(t,cr,z) qfv(G‘,t',E .
Indien het proces bovendien homogeen is in de tijd (en dus homogeen is),
dan stellen we
P(t,t',%) = F(t'-t,X)
en .

(5) CF(G',“T*-t,E) = ?(t,ﬁ) =/ c1ZX o F(t,%).

By

Uit {4) volgt dan voor t < § < !
C((t'-t,‘é) =<§>(G~t,‘%)<§>(t'—¢,z)

met als algeuene oplossing
(6) Plt,2) = o8N,

daar immer P(%,X) en dus th,E} een continue functie van t is, Formule
(6) is zeer analoog aan de foirmule

qpn('i) = ?(‘i)n
voor de karaiktteristieke functie van de som van n onafhankelijke stochas~
tische variabelen, elk met eenzelfde karakteristieke functie q#%). Het
egsentiéle verschil 1ligt in het feit, dat t een continue en n een dis-
crete variabele is,

Fen belangrijke vraag is nu met welke functies,ﬁﬁﬁ) een homogene
(stochastisch definiete) random walk overeenkomt. Voor de één-dimensionale
random walk is deze vraag beantwoord door Kolmogoroff [2}.

Stelling van Kolm.ogorof:t‘1 . Beschouw een homogene één-dimensionale

"random walk® F(t%,x), waarvoor
S0

(1) =[x 4 75,
in een zeker interval op de t-as begrensd is en waarvoor

&, (1) .-.j x% 4 F(t,%) |

- oo

eindig is voor elke t > O. Onder deze voorwaarden kan de in (6) voorko-
mende functie . \(z) meschreven worden als

Oy
izu .
(1 A=) =im- 3G / & m T o 22 4 Q(u);
Joa u .
hierin zijn m en G;;O redle constanten en is (u) een begrensde mono-
toon niet afnemende functie, die begrensd is voor x=0. Omgekeerd bepa-

1) Zie ook Cramér [1] blz.91.
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len de formules (5), (6) en (7) een homogene random walk, indien m,
0o en QU{u) genoemde eigenschapoen hebben.

Voorlopig beperken wij ons tot de één-dimensionale homogene
random walk, waarvoor de condities van Kolmogoroff's stelling zijn ver-
vuld, Indien f1(u) een constante is, dan volgt wit (5), (6) en (7)

X .2
(8)  P®(t,x) = @(x-mt) als @(X) = V%W f eV av .

-0

De termen —-im~% ng in (7) geven dus een normale verdeling als (addi-
tieve) bijdrage tot de random walk. Zonder de algesmeenheid te schaden
stellen wij voortaan m:Ci’:O.

de zullen nu veronderstelle*m”, dat de integraal

3 {(x)
-
g\ X

convergeert voor zekere ?) O: (dit is b.v. het geval, wanneer Q(x)
constant is in een zekere omgeving van de oorsprong).
Dan convergeert de integraal

xX
d
J i}‘f)

voor elke waarde X en voor elke waarde k met O § k g 2.

Stel nu oo
a Lh(x)
- J 2040

en

2
=) = —'—/ —-«--2-——-—d fl(x) |

De functie T((X) is dus een verdelingsfunctie., Het bijbehorende gemid-—
delde wordt Q'egeven door

s = deﬂ(x)~ *“‘j d..().(x)

~bo

Uit (7) volgt dan ©

A(z) = A f(ej'ZX - 1 - izx) dT((x)

E ~op
(wegens m:(;:,::()) , ofwel

/\(z) = A [~1-—isz + { 12 dﬁ(x)}
en uit (5) en (6) vinden we nu i

= o G ey ma.

1) De beschouwingen van blz.3 en 4 zijn ontleend aan Segerdahl [1]. Men
kan aantonen, dat de gemaakte beperking globaal gesproken aeguiva-
lent is met de aanname, dat zeer kleine sprongen van het deeltje W
met een zeer kleine waarschijnlijkheid optreden.
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(9) felz’x d F(t,x-Ast) = e")tZ_ (At)n[f 12X dﬂ(x)]n- .

~
e =0 N

len (x) (n > 1) de verdelingsfunctie van de som van n onafhankelijke

stochastlsche variabelen, elk met de verdelingsfunctie n(x) Verder
stellen wij hl

Dan volgt uit (9)

(10) £(t,x-Ast) = e")t i Q%%—r-l- nn(x). -

nse

(x)

i

1 als x 30
=0 als x 0O

0

Voor kleine waarden % geldt dus asymptotisch
£(s,xAet) = (1-0) T (x) + A+ 1 (x) + o(?) -

In een klein tijdinterval At kan de random walk dus als volgt worden be-
schreven,

1. Het een waarschijnlijkheid 14X43t blijft X(t)—?st constant.

2, Met een waarschijnlijkheid AAt maakt x(t)-Ast één sprong.

Deze sprong is stochastisch verdeeld volgens de verdelings—
functie ]((x).

3. De overige gebeurtenissen (meer dan één sprong) hebben een
totale waarschijnlijkheid < C(Adﬂe, waarin C een constante
voorstelt,

tonder de algemeenheid te schaden stellen wij voortaan s=0., Het homoge-
1e proces is reeds bepaald door het boven beschreven gedrag in een klein
sijdsinterval., Immers, wanneer de kxans op één sprong gedurende een
tlein tijdsinterval At gegeven wordt door

A At + 0(( p1)?),
lan is het aantal sproﬁgen in een eindig tijdsinterval (G}G'+t) volgens
2oisson verdeeld, Een wel wordt de kans op precies n sprongen in dit
.nterval gegeven door

At AP

ni
mder de voorwaarde, dat in ( ¥,G +t) precies n sprongen plaats vinden,
teeft x(T+t)-x(G) ae waarschijnlijkheidsverdeling‘HL(X). De onvoor-
raardelijke verdeling F(t,x) van x(C +t)-x(G ) wordt dus gegeven door:

B S I .50 i QD% (x),

M=o

e

&

etgeen juist formule (9) is (s=0). L)<
Ve hebben aldus bewezen, dat de algemene één-dimensionale homogenef/

andom welk (welke de voorwaarden vervult van de stelling van Kolmogoroff')

prongsgewijze geschiedt op een normale component van de vorm (8) en

en “stroming® x(t)= st na.

en random walk, waarbij geen continue bewegingen, maar alleen rusttoe-



- 5 -

stand of sprongen optreden, ncemen wij discontinu en wij zullen ons
voortaan tot dit discontinue geval beperken.,

: 1)
We beschouwen nu de volgende algemene discontinue random walk in

En’ welke stochastisch definiet is, Indien het deeltje ¥ op het tijd-

stip t in het punt X is, dan wordt de waarschijnlijkheid, dat een sprong

plaats vindt in het kleine interval (t,t+ At) asymptotisch gegeven door
p(t,3) At + ol At).

Hierin is p(t,X) een bekende niet-negatieve functie, welke continu is

in t. Indien in genoemd tijdsinterval een sprong optreedt, dan is de

verdelingsfunctie van het eindpunt %van deze sprong asyaptotisch ge-

lijk aan een gegeven, in t continue, verdelingsfunctie P(t,i,‘é )

; 7e zullen nu de op blz. 1 genoemde functie F(t,?c;t',"') voor dit

proces bepalen. Onder de voorwaarde X{(t)=X zij n(t,?c',t‘, ) (n=0,1,2,0u4)

de voorwaardelijke waarschijnlijkheid, dat in het tijdsinterval (t,5')

precies n sprongen plaats vinden en dat verder X(t') < g geldt. Dan

hebben wij

(11) F(t,‘fgt',g) = Z%(t,i;t',g ).

-

De waarschijnlijkheid, dat ecn op het tijdstip +t een in K zich bevinderd
deeltje gedurende het interval (t,t') geen sprong maskt {en dus in X
blijft) wordt gegeven door '

-tl
(12) exDp (~f p(G,%) 4G ) = q(+,t',%) -
) .

Dus volgt
(13) o (eE,8) = 8%, 8) als,s,8),
wanneer 8(‘3’:, 'g) wordt gegeven door
3(%,3) = 1 als T % §
= 0 als X % g . _

#e willen nu de functie Y, ., (t,’i;t',g) (n=0,1,2,...) uitdruk-
ken in de functie \l/ﬁ(t,i;t’,g ). Indien het decltie ¥ op hot tijastip
t in X is, en gedurende het interval (+t,t') door precies n+1 sprongen
een punt van de verzameling E(t‘)gg bereikt (de totale kans op een
dergelijke gebeurtenis is \’/n_l_,](t,'i;t",g), dan is de eerste sprong
gemaakt in een zeker klein intervan ( (7,0 +d0 ) met t <G < t', De
waarschijnlijkheid, dat in het interval (+,97) geen sprong wordt ge-—
maakt, is gelijk aan qf(t,t',0 ) en de kans, dat wel een sprong plaats

il

1) Ben generalisatie van een random walk in E1 gegeven door Feller [‘l:}.
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vindt in het interval ( 0, T +d5 ) is gelijk aan p{(G ,%)aq.
Na deze ecrste snrong heeft 7 con positic ¥ met verdelingsfunctie
P{%,X,¥). Tenslotte is de waarschijnlijkhcid, dat ™ op het tijdstip
G +47 een nositic ¥ heeft en gedurende (T +d6,t') in precies n spron-
gen cen punt bereikt van de verzameling x(t')g {is gelij'c aan
\rn( G,y t! ,g) + 0{(dS ). Bovenstaande redenering gecft de formulc
otl
(14) V. (t,i;t‘,"g) =/ q(t,G ,x) p(T ,%)aT %(G”,'&;t"%)d§P(G‘,?c,?}}

t En

(n=0,1,2,...). De functies '.)vn(”c,'if,t',g) (n=0,1,2,...) worden dus door
(13) en (14) recursief gegeven en wegens (11) is nu ook F(t,?c;t',"f) be~
kend,

b In het geval, dat de beschouwde {discontinue) random walk honogeen
is in de tijd, zijn de functics p(%,X) en P(t,‘ﬁ,'g) van t onafhankelijk.
e zullen nu het bijzonders geval beschouwen, dat bovendien p(t,X) om-
afhankelijk is van X, 7¢ stellen dan

p(t,%) = A en P(t,%, g) = P('f,g ).
Formulc (12) geeft nu

- At
a{t,t',x) = ¢ A=)

en dus gaan (13) en (14) over in
Yolt:%551,3) = 5%, T) e AlE-1)
en

¥ Ynﬂ(t’%.;t"g) =/

T

£t
- AG - F X3
o A(G ‘t)p dU/Yn(q’y;t'*-% )dI;,P(K:Y).
E

n
Hieruit volgt (voart <t')

falomstr, §) = 2Bt = Mty g 3,

waarin de functies Pn(?c,f ) (n=0,1,2,...) voldoen aan

P(5,3) = 35T 5 BT = PE )
Pnﬂ(ii,%) =j P (7, %) a? P(X,7)-

By

(15)

a8

‘;Pormule (11) wordt nu
, feeon
%(16) F(t,i;t',“ﬁg) = e'")\(t."‘t) ;:_ Z\._Q.Yr?“i)_. Pn(x,-g ).

Achteraf bezien, is formule (16) evident. Immers
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- Alt=t) ARt -t)?
e
.
is gelijk aan de kans op precies n sprongen in het interval (t,t') en
verder heeft wecgens (15)een in het punt % startend decltje '7T na precies
n sprongen ecen positie % mct verdelingsfunctie Pn(i,§'L
We zullen ons voortaan wcor beperken tot het geval, dat de random

walk homogecen is in tijd con ruimte. Dan stellen wij

R(6,%,%) = 2(E-%) en B(%,8) =1 (T

en gaat formule (16) over in .
2 \n,n -

(1) 5, §) = MY AT (%)
Nso

(met t 2 0), welke formule een n-dimensionale generalisatie van (10) is.
* ‘
De fundamentele identiteit van ald,

We beschouwen voortaan de homogene n-dimensionale random walk,
welke bepaald wordt door formule (17). Zij verder (| een open, enkel=-
voudig samenhangende declverzameling van de Buclidische ruinmte En’
welke de oorsprong bevat., Ve zullen aannemen, dat de positieve constante

M zodanig te vinden is, dat voor elk tweetal in 0| gelegen punten X en ¥
‘geldt §x1—y1[<fM. Betreffende de verdelingsfunctieTLJ g) zullen wij
~veronderstellen, dat de »ositieve constante 3 kan worden gevonden mect

n
(18) & = J T >0

x, »8

We intemsseren cns voor de waarschijnlijkheid Q , dat een op het tijd~
}stip t=0 in de ocorsprong O startend deeltje U gedurende de random walk
Qeen punt bereikt van het complement AzEn*GS van C%. e zullen aantonen
‘dat geldt f=1.

De waarschijnlijkheid, dat W gedurende het interval (0,t) minder
‘dan n stapoen doet , is gelijk aan

2loamm

| At ;; %?t“
‘en nadert dus tot nul als t-+ . Dus is er voor elk natuurlijk getal
n een zekerheid, dat W ocoit een n~de stap maakt. We interesseren ons
voorlopig niet voor het tijdstip, waarop deze n-de stap wordi gedaan en
- laten dearom de tijd buiten beschouwing.
f Zij onder de voorwaarde, dat 7 precies n stappen heeft gemaakt,
%G; de voorwaardelijke waarschijnlijkheid dat het deeltje W de “rand®
%A nog niet heeft ontmoet. Cpdat (=1 is voldoende, dat de positieve
fgconstanten C en © %1 kunnen worden gevonden met

(19) G, <c B® (M=0,1.2,.02)-

ij nu ¥ een natuurlijk getal 3 %. Uit (18) volgt, dat een tussen
! " ‘] ~. {‘ L AT oW 4 0 T 0 o Vi T ) RO o Y o WY . 2 " )
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schijnlijkheid O ) na de (n+N)-de stap met een waarschijnlijkheid g{,
in A is gearrlveerd
Dus geldt:

Ghay 2 Sy (1-£M) (n=0,1,2,3,...)

en hieruit volgt ommiddellijk (19) (kies B = (1-g )“") en dus f’ =1,

Zij nu H ('g) de waarschijnlijkheid, dat het (in O startend)
deeltje W na précies n stappen zich in het ruimtedeel X < 2 bevindt en
tevoren de rand A niet heeft ontmoet. Dan geldt

(20) H(§) = 5(0,%)
en

(21) H () = J T((g—-y) a"H (F)

(n=0,1,2,...,). Uit de deflnltle van H (fs’— volgt

(22) (:f'm - Sogc} er(%)
(23) En :JA d"H. (€Y,

vanneer ? de kans is, dat ¥ na precies n stappen de rand A bereikt.
Jerder .1sT (%) gelijk aan de waarschijnlijkheid, dat het deecltje ¥
zich na precies n stappen in het ruimtedeel X % €> bevindt (zonder
rerdere restricties) en hieruit volgt voor elke declverzameling D ven

i d"H,_ (%) = Scfmﬂ,, ().
D

n
Zij (Zqye0. ,zn) = Z een rij van n reéle of complexe getallen,
iodanig dat het positieve getal K kan worden gevonden met

25) Re(itzixi) = Re(ti)g K voor elk puntv'ff € 0} .

‘e nemen verder aan, dat de volgende n-voudige integraal absoluut con-
‘ergeert.

26) Y/(E) =] . ezi dnT((x).
E

n
an volgt

27) CHE = f =X anT( (x) (n=0,1,2,.4.) 5
| E

n
aarblg ook de integraal in het rechterlld van (27 ) absoluut econver-
eert. We vormen nu de functies



(28) rn(E) ::f ezg dan(‘g)
A

en
(29) s (z) = J 2§ dan("g ),

welke integralen wegens (24) eveneens absoluut convergeren.
e merken op, dat wegens (25) en (22) geldt

J sn(?'z) ] __gj exXp [Re(?'g)j dan(g )
03,
z & j dan(?% ) = &6

en uit (19) volgt dus
(30) s (B)lg C QP (0<B=<1).
Verder vinden wij uit (28), (29) en (21) voor n =0

-qd

n+.,(z) + sn+‘1(2') -j 28 qtl g H 4 (%) =

Bn

Z e n /3 =\ Dy (=
:f e % J dg\j‘l(% -y)d Hn('.V) -
W9 |
.Deze 2n~voudige integraal is absoluut convergent en de integraties naar
z en y mogen dus worden verwisseld.

v (5) + s, (3) = J e'i?dnﬁn%’r)f 289 1;7((§'~37>

en uit (26) en {(29) volgt nu voor n=0,1,2,...
(31) rn+1('i) + SnH(E) =¥1(z) . s,(2) .

Uit (29) vinden wij

ro(%) = '., s (3) =
(het deeltje W start n.l. in het tot 03 behorend punt 0) en wit (31)
concluderen w13 dan voor N=0,1,2,...

(32) Zr B P = 1 - @ BT

Mo
mits Y/(B) # 0. Tenslotte volgt uit (30) en (32) onder de sanname

(33) mm 2 1,

dat



(34) ;Ezjr (%) \r{E)'n =

waarin het linkerlid absoluut convergent is,zoals met (37) en (30) kan
worden bewezen. Dit is de n-dimensionale generalisatie van de bekende
fundamentele identiteit van Wald (zie Wald jﬁ} blz. 286). ¥e gaan nu
niet nader in op de betekenis en het nut van deze identiteit, maar
zullen trachten voor de algemene homogene random walk een analogon van
(34) te vingen.

‘ We interesseren ons hicr nict voor het aantal afgelegde stappen;
in plaats van Hﬁﬁ'é) is hier veeleer de volgende functie A(t, E ) van
belang. Zij A(%, % ) dt de waarschijnlijkheid, dat 7 gedurende het tijds-
interval (0,%t) voortdurend 1n(%,1s, en in het 1nterval(t¢%fﬁﬂ een sprong
maakt, welke ¥ brengt in de verzamcling ':Z'g*g . Dat de functie A(‘ﬁ,?)
van bijzonder belang is blijkt uit het feit, dat

(35) ff(’c)dt = dtj dnA(t,‘g)

gelijk is aan de Waarséhijnlijkheid, dat het deeltje 7 in het tijdsinter-
val (t,t+dt) voor het eerst de rand A bercikt.

Beschouw dc gebeurtenls, waarbij

1. Het deeltae 7 in het tijdsinterval (0,%t) pre01es n sprongen

, maaky., e
2. ¥ gedurende het gehele 1nterval (0, t) binnen Cé bllaft.
3. ¥ in het interval (t,t+dt). een sprong maakt welke hem brengt
in een punt van de verzamullng KVLE'y

ZlJ Ay (t % ) 4t de WaarSChljnlljkhuld van deze 5ebeurtenls. Dan volgt
vooreerst uit de deflnltle van A(%, % )

GO ) - ZAn(t 3)-

Verder is de waarschlgnllgkheld dat in (O, t) pre01es n s)rongen plaats

,v1nden gelijk asn e An
“n!

Uit de flefinitie van H (% } volgt nu gemaklkelijk
: ‘ -At; nﬁn Ny (=
a,(6,3) =2 AT AL | TR H)as ()
Y/
hetgeen wegens (21) aequivalert is met

‘ _ ) n _
(37) 8,(,8) =Re At 3;—,1— B ,,(£).

Zij ma z = (ZT"“Zn) weer een redle of complexe Vector, waarvoor
(25) geldtenwaarvoor verder de integraal (26) absoluut convergeert, Ten~
slotte nemen wij aan, dat geldt

(38)  Re[y®]z1



(de laatste voorwaarde sluit (33) in). Dan geldt, zoals we bewezen heb-
ben, de fundamentele identiteit

L]

2 r (BHWMET -

o w!

welke wegens Re { ‘}’(?’3’)} Z2 1> C geschreven kau worden als

d ” v, n-1 =
(39) > rn('i)f lc,’g-;»i-y, V(g o g,

De laatste som-integraal is absoluut convergent. Immers wegens (30) en
(31) geldt de ongelijkheid

(40) r (@) ¢ ¢ &1 (04 {y)]),

terwijl wegens (38)

/ %—ZE—%—:— exp [-—At Re( \f(?z}&t: [Re 1—'(%)] -n <1

o

We mogen dus in (39) het som- en integratieteken verwisselen., Dan volat

(41) f e"‘kt Y(E)e}\t [ }‘—A .A‘b\'t (Z)} it = |

o n+1 -
o

{uit (40) blijkt, dat de som onder het integratieteken absoluut con-
vergent is). Nu geldt wegens (28) en (37)

nn .
(42) Z e At *'“'r”} r,,1(Z) 2% § a"A (4,F).
Men >\ n! n+1 M_o _ n( ! § )

De som~integraal in het rechterlid is absoluut convergent.
Immers, zij :;: Re(z), dan volgt

A A
n
£ } “)tl‘!‘" n+1(55)

Nu is, zoals wij hebben verondersteld, de integraal (26) absoluut con-
vergent d.w.z. zij blijft conver'fen‘c, 1nd1en E3 doorS wordt vervang
Dus bij vervanging van Z door § hebben de formules (28) en (29) zin ea
gelden de formules (30) en (31) en dus (40). Dan volgt

— —

]‘ 55 P (5,8 )20 A P AL ¢ KRB ry(y))

A A

en inderdaad is de som-integraal in het rechterlid van (42) absoluut
convergent. Aldaar mogen wij dus het som- en integratietelien verwisse-
~len en vinden dan wegens (36)



3 n.n [ == ~
,,Z;_; Ao At At r (@ =j/A e” % a"a(t, §),

Uit (41) volgt nu
o

f Wﬁ ’}f Py —~—
(43) J exppt(‘i- ¥(z) | at | e?SatA(t,8) =1

’ “A ’
Dit is de gezochte fundamentele identiteit voor de homogene random walk.

De nauwl-eurige betekenis van de in (43) voorkomende functie A(t,S)

blijkt direct wit de volgende eigenschap, welke direct ult de vroeger
gegeven definitie van a(t,% ) voortvloeit. Zij D een deelverzaueling
van A, dan 1is

dt j a®a(t,T )

D
gelijk aan de waarschijnlijkheid, dat het in O startend deeltje W de
rand A het cerst ontmcet in het tijdsinterval (t,t+dt) en wel juist
in een punt van D,

7e zullen nu een toepassing van (43) geven op een random walk in

Ei. 2ij @het interval -a <« x< b {a> 0, b> 0). Te nemen aan, dat de
integraal (00
Y(z) = J ezxdﬂ'(x)

voor alle reéle wearden z convergeert. Verder veronderstellen wi}

OB

(44) *}"(0) = I xa){(x) < 0

en
(45) 1 -W(5\) S0

voor zekere O > 0. Dan geldt wegens (45) voor reéle waarden z

yu(z) = jmxzdﬂ(x) > 0

e
en

lim lY(z) =+ 00,
Z-+ 00
Mede wegens Y(0) = 1 en (44) volgt nu, dat er precies één refel getal
h > O bestaat met Y(h) = 1. De (toegelaten) toepassing van (43) voor
z = h geeft nu

(46) jdt j 3 aa(t,8 ) = 1.
° A

In de verondersﬁglling, dat de variantie

(47) j - x%all(x)

sy
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klein is, zal bij de eerste ontwoeting van ' met A (bestaande uit de
intervallen x £ ~a en x 2 b) de afstand tot een der grenspunten -s of
+b met grote waarschijnlijkheid vrij klein zijns In dit geval nogen
wij dus (46) in goede benadering vervangen door

, e
{

hd ~ha | .
() [e o(0+e 0,(0)] av = 1.

Hi

Hierin is

o3 {—&
?1(1:) =4 dA(t,«% ) en {?g(t) .—.} dA(t,% ),

en wel is Q,(t) dt (resp. 0,(t)dt) gelijk aan de kans, dat ¥ de rand
A voor het’ eerst ontmoet gedurende het tijdsinterval (t,t+dt) en wel
aan de bovenrand x 2 b (resp, aan de benedenrand x = -a)., Uit (40)
volgt

(49) ha

hb - -
e §1+e ?2 = 1,

waarbij ? 1 de kans is, dat 7 de rand A voor het eerst ontuacet in cen
punt van de bovenrand en waarbij §>2 de kans is dat 7 de rand A vocor

het eerst ontmecet in een punt van de benedenrand. Tegens ?1+ ?2~¢>=1

o
volgt uit (49)

O S im0 fetmgm

welke formules in zeer goede benadering gelden, als de variantie (47)
klein is t.0.v. de breedte a+b van het intervalﬁ .
\In de limiet a > oo volgt uit {(50) FZ = 0 en

_ .~hb
welke formule zeer belangrijk is in de rulneringstheorie.
Literatuur.
H,Cramér Iﬁ], Randon variables and probability distributions, Cambridge

1937.

‘A.Kolmagorofff{}, Ueber die analytischen Methoden in der “ahrscheinlich-
keitsrechnung, Math.Ann. 104 (1931), 415-458.

A.Kolmogoroffié}, Sulla forma generale di un processo stocastico omo-
geneo, Rend,R, Ac.. Lincei (6) 15 (1932), 805-800 en 866-
69.

W.Feller, [ﬂ , Zur Theorie der stcchastischen Prozesse, Math.Ann.
113 (1936), 113-160.

C.0.8egerdahl Eﬂ, On homogeneous random processes and collective risk
theory, Thesis, Uppsala 1339.

A,Wald Eﬂ ' On cwammulative swis of random variables, Ann.Math., Stat.
15 (1944), 283-296,



