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Zij x(t) = (x 1(t), •.• ,xn(t)) een van de tij<i t o.fhan1~elijke n-di­
:inensionale stochc.stische vari,0.b0le. Deze correspondeert met; eon aan het 

toeval onderwor:9en beweging van een deeltje ( "wandelaar") ~-: in de Eu.­

clidische rui1u:te En .. We zullen aannen:ien, dat dez,c 11 random walk': (ook 

wel stocha.stisch proces genoemd) s~~~stisch def~I2_:let. is, d.w.z. tot 
door de positie i op het tijdstip t voor elk tijdstip t' ~ t de verde­
lingsfunctie van x( t') wordt bepaald. 011der de voorwaarde "f( t )=x zullen 

we de voo1~vaardelijke waarschijnlijkheid, dat simultaan geldt 

(i) xk(t 1 ) ~ $k (k ~ 1. 2,. • .., n), 

aanduiden ,J.et F( t ,x; t •, ~)1~ ·7e zullen steeds aannemen, dat de functie 

F( t, i; t t, ~) continu is in t en t 1 • '"Tanneer we het stelsel ongelijk­
heden (1) kortweg schrijven als x ~ ~' dan geldt in het bijzonder 

F(t,"x; t,~)=1 als x ~ \ 

=0 als x ~ ~. 
Verder volgt ui t het stochastisch cefiniet zijn van de random \1alk voor 

elk drietal waarden t < <r- < t • 

( 2) F ( t , x; t • , ~) = j Ii' ( u, y; t ' , ~ ) d; F ( t , x; (r, y) . 

Dit is de z,.g. ve;t'elijkin5 van Cha}Jman-Sro.oluchowski-Kolmogoroff. 
Het stochastische :proces heet homogeen in de tijd (resp. in de 

ruimte), wanneer F(t,x;t 1 1 ~) niet van tent' (res::c1. x en\) afzonder-­

lijk afhan6t, doch a11·e:en van het verschil t. 1 -t (resp. j-x). Het pro­

ces heet howogeen, wanneer het zowel in de tij d a.ls in de ru.ii!lte homo'"\11' 

geen is. 
Voor een in de ruimte homogeen stochastisch :proces stellen we 

F(t,x,t\t) = F(t,t'; ~-x:}. 

Uit (2) volgt dan 

(3) F(t,t•,x) 

Stellen we nu 

voor t <. tr < t 1 

= L F(G"'.t' ,X-Yl dn F(t,G',J). 

n 

f.P( t , t • 1 z 1 , ••• , zn) = . ( exp ( i -£.. z i xi) dx ••• dx F ( t, t ' , x) 
' )E \>,i: I 1 n 

~--~----~------ n 
1) Alle in di t rapport voorko111ende fu.ncties en verzamelingen zttllen 

Borel-m.eetbaar Hordeb ondersteld. 
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of kortweg 

<p(t,t' ,Z) = 1 eiiii an F(t,t',X), 
E n 

dan volgt ui t (3) voor t < G"' < t 1 

( 4 ) <p ( t , t' , z) = f< t 1 er , z > <y( G"' , t • , z) . 
Indien het proces bovendien ho:niogeen is in de tij d ( en dus ho1,1ogeen is), 
da.n stellen we 

en 

(5) 

F(t,t',x) = F(t'-t,i) 

'r(G",V+t,Z) = <y(t,Z) = { eiU dn F(t,X). 
)E 

n 
Ui t { 4) vol gt dan voor t < tr < t 1 

<f<t'-t,z) = <p(tt-t,z) <p(t'-G"",z) 
raet als algmlene oplossing 

(6) <f( t' z) = et/\( z) ' 

da.ar immer F(t,x) en dus cp<t,z) een con·tinue functie van t is. Formule 
(6} is zeer analoog aan de :foraule 

<fn(z) = fz)n 

voor de karakteristieke functic van de som van n onafhankelij!re stocha.s­

tische variabelen, elk !Jl.et eanzelf de kara.kteristieke functie ~z). Het 

essentiele verschil ligt in het feit, dat teen continue en n een dis­
crete variabele is~ 

Een belangrijke vra.ag is nu n1et welke functies f\.(z) een homogene 

(stochastisch de:ftniete) random walk overeenkomt .. Voor de een-diiaensiona.le 

random walk is deze vraag beantwoord door Kolmogoroff [2] • 
.§t.el_lipg van Kolmogoroff 1 ). • :Beschouw een homo gene een-di111ensionale 

"random wall{i1 F( t ,x), waarvoor 

<x1 ( t} = 1: d F ( t , x) 
-a) 

in een zeker interval op de t-as begrensd is en waarvoor 

o<.2 (t) = J00
x2 d F{t,x) 

eindig is voor elke t) O. Onder deze voorwaarden kan de in {6) voorko­
mende f\mctie . ./\( z) geschreven worden a.ls 

(7) /,,_(z) = im - ½ Ci.,2z 2 + f"" 01~ - ; - ~ d.Q(u); 
-'°<> u 

hierin zijn m en "c.f O reele const~en is £')_( u) een begrensde mono­
toon niet afnemende functie, die ee~d is voor x=O. Omgekeere. bepa-

1} Zi e ook Cramer [1 J blz. 91.. 
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len de formules (5}, (6) en (7) een homogene random walk, indien m1 

Uc en.U.(u) genoemde eigenschappen hebben. 
Voorlopig beperken wij ons tot de een-dimensionale homogene 

random walk, waarvoor de condities van Kolmogoroff's stelling zijn 
vuld. Indien il.(u) een constante is, dan volgt uit (5), (6) en (7) 

( 8) 
~ 1,)(... , 2 

F( t ,x) = 't' (~~i) als ~(x) = ~ · e-2 v dv • 

ver-

De termen -im-½ G;z in (7) geven dus een normale verdeling als (addi­
tieve) bijdrage tot de random walk. Zonder de algiameenheid te schaden 
stellen wij voortaan m=~=O. 

~e zullen nu veronderstellen1), dat de integraal r d..U.~x) .. 

Js X 

convergeert voor zekere t,) O; (dit is b.v. het geval, wanneer .fl.(x) 
constant is in een zekere omgeving van de oorsprong). 
Dan convergeert de integraal J:cdll(x) 

xlc 
-Oi> 

voor elite waarde x en voor elke waarde k met O 'j. k j 2. 
Stel nu 00 

A lt.j ancx> 
x2 

-00 

en ~ 

T7 - ~ / d Jl(x) J\(x) ~ 2 • 
X -.x, 

De functie T{(x) is dus een verdelingsfunctie. Het bijbehorende gemid-
delde wordt gegevejn o.ox:door 

s = d n(x) = 
-o. 

Uit (7) volgt dan 

J\.(z) = 

a> 

A J (eizx - 1 - izx) d /((x) 
-OP 

( wegens m=G°'".,=d), ofwel 

/\.(z) = A [-1-isz 
+ fQO 

eiz:x: d Tf (x) 1 
-cc 

en uit {5) en (6) vinden we nu __ ...,_ ................ _____ .....,.._ 

1) De beschouwingen van blz. 3 en 4 zijn ontleend aan Segerdahl l1 J. Men 
kan aantonen, dat de gemaakte beperking globaal gesproken aequiva-

. lent ism.et de aanname, dat zeer kleine sprongen van het deeltje W 
met een zeer kleine waarschijnlijkheid optreden. 
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(9) f eizx dx F(t,x-Ast) = e-)t :t <~r>n[ j"'eizx 
--0 "YI¥\) -~ 

Zij TTn (x) (n : 1) de verdelingsfunctie van de som van n onafhankelijke 

stochastische variabelen, elk met de verdelingsfunctie TI(x). Verder 
stellen wij 

Jl0 (x) = 1 

= 0 

als x ~ 0 
als x <. 0 ., 

Dan volgt uit (9) 

( 10) f(t,x-Ast) 

Voor kleine waarden t geld:t dus asymptotisch 

f(t,x-J.\st) = (1-At) T70 (x) + At TI1(x) + O(t2 ) • 

In een klein tijdinterval 6t kan de random walk dus als volgt worden be­
schreven. 

1. Met een waarschijnlijkheid 1-A ~t blijft x(t) .... )st constant .. 
2. Met een waarschijnlijkheid >,,D,t maakt x(t)-Ast een s:prong. 

Deze sprang is stochastisch verdeeld volgens de verdelings­
functie T[(x). 

3. De overige gebeurtenissen (meer dan een sprong) hebben een 
totale waarschijnlijkh0id < C( A t) 2 , waarin C een constante 

voorstelt. 
~onder de algemeenheid te schaden stellen wij voortaan s=O. Het homoge-
1e proces is reeds bepaald door het boven beschreven gedrag in een klein 
cijdsinterval. Imnters, wanneer de kans op een sprong gedurende een 

1:lein tijdsinterval :1, t gegeven wordt door 

A At+ 0(( ~t) 2 ), 

ian is het aantal s~rongen in een eindig tijdsinterval ((j'",\f+t) volgens 
'oisson verdeeld. Een 11vel wordt de kans op :precies n sprongen in di t 
.nterval gegeven door 

e -lit 

)nder de voorwaarde, dat in ( 'i', u +t) .:e_recies n sprongen :plaats vindent 

Leeft x( (j +t )-x ( ") de waarschijnlijkheidsverdeling 17n (x:), De onvoor­

raardelijke vcrdeling F( t ,x:) van x( <," +t )-x( (i"' ) wordt a.us gegeven door· 

' ..!::!.... ' n 10) F(ttx) == e-"t 2._ (0r) nn(x),. 
,Y,-:;r.o n . 

. etgeen juist f ormule ( 9) is ( s==O). .e-).~ 

We hebben aldus bewezen, dat de algemene een-dimensionale homogene / . 
andom walk (welke de voorwaarden vervult van de stelling van Kolmogorofi) 
l)rongsgewijze geschiedt op een normale component van de vorm. (8} en 

en l>strom.ing0 .x(t)= st na. 
en r~ndom walk> waarbij geen continue bewegingen, maar alleen rusttoe-
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stand of sprongen optreden, noemen wij discontinu en wij zullen ons 

voortaan tot dit discontinue geval beperken. 

We beschouwen nu de volgende algemene discontinue random walk1) in 

En, welke stochastisch definiet is. Indien h0t deeltje g op het tijd­
stip tin het punt i is, dan wordt de waarschijnlijkheid, dat een sprong 

plaats vindt in het kleine interval (t,t+6t) asNJ1).ptotisch gegeven door 

p(t,x) At+ o( £1t). 
Hierin is p(t,x) een bekende niet-negatieve functie, welke continu is 
int. Indien in genoemd tijdsinterval een sprang optreedt, dan is de -verdelings:functie van het eind:punt ~ van deze sprong asy-£ilptot:,_8ch ge-
lijk aan een gegeven, int continue, verdelingsfunctie P(t,x~s). 

'Tie zullen nu de o:p blz. 1 genoera.de functi0 F(t,x;t' 1 ~) voor dit 

' proces bepalen. Onder de voorwaarde x( t)=x zij fn ( t ,i; t', ~) (n=O, 1 t 2," •• ) 
de voorwaardelijke waarschijnlijkheid, dat in het tijdsinterval (t,t') 
precies n sprongen plaats vinden en dat verder x(t•);. ~ geldt. Dan 

hebben w:i.j 
00 

(11) F(t,Y;t', S) = L "'n<t,x;t', ~ ,. 
"l'\#0 JI 

,. 
De waarschijnlijkheid, dat een op het tijdstip teen inxzioh bevindcr.d 
deeltje gedurende het interval (t,t•) geen sprong maakt {en dus in x 
blijft) wordt gegeven door 

{12} exp (- :p( q- ,x:) ftt 
dG" ) = q ( t 1 t' , x} • 

t 
Dus volgt 

c 13) r0 <t,x;t' ,, ) = Sex,~) q(t,t' ,x), 

wanneer ~(x, ~} wordt gegeven door 

\ (x, ~ ) = 1 als i • ~ 
= O als x "'~. 

We wille~ nu de functie 'Yn+ 1 ( t ,x.; t 1 , {) (n=O, 1, 2,. •. ) ui tdruk-

ken in de functi e 'f'~ ( t, i; t' , ~ ) •. Indien het deel tJe W op hot ti j ds·tip 

tin xis, en gedu.rende het interval (t,t') door precies n+1 sprongen 

een punt van de verzameling x( t' )~ ~ bereikt { de totale kans o:p een 

dergelijke gebeurtenis is rn+ 1 ( t,x;t', f), dan is de eerste sprong 
gemaakt in een zeker klein intervan ( G'", (j +dv } met t ~ u < t'. De 
waarschijnlijkheid, dat in het interval ( t ,U'") geen sprong wordt ge­

maakt, is gelijk aan qft, t', (i ) en de kans, dat wel een sprong plaats 

-~,...-------------.... .-.---
1) Een generalisatie van een random walk in E1 gegeven door Feller (1). 
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vindt in h.;t int0rval ( Ci, q- +d7 ) ic Jelijk aan p( G"' ,x) dG". 

Na dlJZC r::Jorst0 s;)rong hccft 7 .;;,:n ;;os11tit: y rn.0t verd0lingsfunctie 

.P( (,'j'" ,x,y). 'i:enslotte is de vaa.rschijnlijl::hcid, dat '::l' o:p hct tijdstip 

G" +dl! eon :;osi tic: y hceft en g~dl...rendc ( fi +d r;-, t') in prcci1:1s n. sr,,ron­

gcm con :punt bereikt van de v":rza:.'i.()ling x( t 1 ) j.. f is gel if: aan 

fn ( er, y; t' , ~ ) + 0( d"J ) • l?.o,;-)nstaande rcdencring god.'t de for:,1ulc 

(14) 'f"'n+ 1 (t,"i;t•,~) =[ 0

q(t,V ,X) p(,:;;,X)d<fi'tr,(r,,"y;t',~)d;P(r;,X,Y) 

t EG 

(n=O, 1, 2 P •• ) • Ile functies o/'n ( t ,x ,t', ~ ) (n=O, 1, 2,. .... ) warden dus door 

(13) en (14) recursiof gegeve:n en wcg.:ms (11) is nu ook F(t,i;t', ~) be­

kcnd. 

► In hot goval, lbt do besc~10i..l.\<:d0 ( discor.tinu.e) random ,mlk ho:.aogeen 
is in de ttJd, zijn de functies p{t,x) e1: v(t,x, ~) van t o:1t:.fhankelijk .. 

·:ere zullcn nu h,~'t bijl3ondcr:, geval besc·-;ouvrnn, dat bov<2ndicn p(t,i) on-

afhankelijk is van - -X., }G stell.e:n dan 

p(t,x) =A en P( t ,x, ~) = P(x, ~ ) .. 

Formulc (12) geeft nu 

( - ) -A< ti -t) q t,t',x = e 

en dus gaan (13) en (14) over in 

fo < t :X; t, , 1 ) = Soc, T ) e - A{t'-t) 

en t• ' 
( - , ii ) / - i\( Ci -t) j ( -- , e ) ,np(- ... ) r n+ 1 t' X; t 1 s = L e p d Ci t' n \j ' y; t t ') Oy X t y • 

t E 
n 

Hicrui t volgt ( voor t < t 1 ) 

~ (t x·t' e) = !:{_t'-~)n e- ')(t•-t)p (x "'- ) 
1 n 1 ' ' ' n! n t '> ' 

waarin de fu.ncties Pn (x, ~ ) (n=0,1,2, ••. ) voldoen aan 

. ( 15) { 
PO (x, ~ ) = ~ <x, l, ) ; P 1 (x,, ) == P (x, ~ ) 

Pn+ 1(X, % } = 1 Pn(Y,') d~ P(i:,y), 

E n 
\.Formule ( 11) wordt nu 
} 

;( 16) F(t 1x;t 1 ,') 

Achteraf bezien, is formule (16) evident. I:m:mers 
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is gelijk ae.n de kans op prccies n sprongen in hot interval (t,t') en 
verder heeft wcgens (15)een in het punt 'i startend deeltje W na preoies 
n sprongon e8n positie ~ met verdelingsfunctie Pn(i, 'f). 

We zullcn ons voorta.an wc~r beperken tot het geval, de.t de random 
walk homogoen is in tij d c•n ruimte. Dan st ell en wij 

F ( t, x; t ' , \ ) = F ( ' -x) en P n (i, ~ ) = Tin ( l -'i) . 
en gs.at formule (16) over in 

(17) F(t, ~) = e-At f_ dn~7 17n(~) 
'1h11 

· (met t t O), welkc formula een n-dimensionale generalisatie van (10) is. 

De fundamentele ~.denti tei t van ':'~• 
We beschouwen voortaan de homogene n-dimonsionale random walk, 

weike bepaald wordt door formule ( 17). Zij verder ~ een open, enkel ... 
voudig samenhangende deelverzameling van de Euclidische ruimte En' 

'welke de oorsprong bevat. We zullcn aannemen, dat de positieve constant~ 
'. M zodani~ te vindcm is, dat voor elk tweetal in~ gelegen pun ten t en y 
goldt I x 1-y, I< M. Betreffende de verdelingsfunctie Tin ( ~) zullen wij 

veronderstellen, dat de ,ositieve constanto l kan worden gevonden met 

(18) c. .. J ct"'n <:i:> > o. 
x,>~ 

\We inteJt:JSseren ens voor de waarschijnlij1{heid )' , dat een op hat tijd­
stip t=O in de oorsprong O startend dceltje \7 gedurende de random walk 

r een punt bereikt van het complement A=En-~ van ~- ~7e zullen aantonen 
fdat geldt f=1. 
f De waarschijnlijkheid, dat YI gedurende het interval (O,t) minder 
fdan n stappen doet, is gelijk aan 

"'\ "'·' Am. I m e- "t Z t 
'114:-o m. 

fen nadert dus tot nul als t ➔ + oo. Du.s is er voor elk natuurlijk getal 
1,, 

jn een zekerheid, dat W ooit een n-de stap maakt. We interesseren ons, 
;voo:rlopig nict voor het tijdstip, waaro:p deze n-de stap wordt gedaan en 

l la.tan daa.rom de tijd bui ten beschouwing. 
Zij onder de voorwaarde, dat 7 precies n stappen heeft gemaakt, 

de voorwaardelijke wa.arachijnlijkheid dat het deeltje W de ,iranda 

: nog niet hecft ontmoet. Cpdat f :::;:1 is voldoende, dat de positieve 
. constantcn C en €> • 1 ktmnen worden gevonden met 

{19) (r'n < C en ( f(}::t.)., \ .. 2, ••• ) • 

nu N M 
t· een tussen 
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schijnlijkheid ~) na de (n+N)-de stap met een waarschijnlijkheid ic!' 
in A is gearriveerd. 
Dus geldt: 

(n==0,1,2,3, ••• ) 
' en hierui t vol gt onmiddellijk ( 19) ( kies ti = ( 1-t )fJ) en dus . f =1. 

Zij nu H (~) de waarschijnlijkheidt dat hot (in O startend) n S _ 
deeltje W na :precies n stappen zich in het ruimtedeel x ~ ~ bevindt en 
tevoren de rand A niet heeft ontmoet. Dan geldt 

( 20) HO ( ~ ) = ~ ( 0, ~ ) ... 

en 

(21) Hn+1 (~ ) = j TI<~ -Y) dnl\, (Y) 

( ~ -n=O 1 1, 2, ••• ). Ui t de defini tie van Hn ( ~ ) volgt 

( 22) ~ : J d'O H(I < e > 
"" .(~ C, 

en 

vanneer fn de kans is, dat ~1 na .:E_recies n stap-pen de ;rand A bereilrt. 
/erder is TI (-a) gelijk aan de waarschijnlijkheid, dat het deeltje W 

n ~ -
~ich na precies n stappen in het ruimtedeel x~ ~ bevindt (zonder 
rerdere restricties) en hieruit volgt voor elke declverzam.eling D van 
i' 
"n 

24) b d'" H.. ( ~ ) ~ t d''' T{., ( t ) • 
Zij (z1 , ••• ,zn) = z ee:ri rij van n reele of complexe getallen, 

;odanig dat het positieve getal K kan worden gevonden met 
\ 

25) Re( ±:z1:t.) = Re(ti) ~ K voor elk punt. x E: O"\. • 
• 1 - -, 

'e nemen verder aan, dat de volgende n-voudige integraal absoluut con­
·ergeert .. 

26) 

an volgt 

27) , 'tmn "' 1 
En 

( n=O , 1 , 2 , •. ~ • ) -, 

aafbij ook de integraal in het rechterlid van (27) absoiuut ~onver­
ee:t;<t~ We vorm.en nu de fu.ncties 
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en 

rn(z) = j 
A 

- 9 -

(29) sn(z) = J ez~ d~n <1 ) I 
OJ 

welke integralen wegens (24) eveneens absoluut convergeren. 
rr,re merlcen op, dat wegens (25) en (22) geldt 

j sn (~) l & J exp [Re(l" ~ l] dnHn ( ~ ) 

t-j 

'l;; eK J . dnHn(~ ) = "K~ 

OJ en uit (19) volgt dus 

(30) (0 < g < 1). 

Verder vinden wij ui t (28), (29) en ( 21) voor n ~ 0 

rn+1 (Z) + sn+1 (Z) = J eZf .,n+1 lI,i +1 (~ ) = 

En 

= f ez ~ J dfll<~ -1,)d"l\i CY) • 

En °> 
tDeze 2n-voudige integraal is absoluut convc~gent en de integraties naar 
l en y mogen· dus worden verwisseld. 

· ( ... ) (-) J zydnH (-)j z{ e -y) rn+ 1 z + sn+ 1 z = e n y e ) 

Oj En 

en uit (26) en (29) volgt nu voor n=0,1,2, ••• 

(31) rn+1(z) + sn+1(z) ='r(z) . sn(z) • 

Uit (29) vinden wij 

ro(z) = 0 

(het deeltje W start n.l. in het tot OJ behorend punt 0) en uit (31) 
concluderen wij dan voor N=0,1,2, ••• 

(32) t rn (!) 'f'("f)-n = 1 - sN(Z) 'f{Z)-N 

mits f(z) -to. TensJ.otte volgt uit (30) en (32) onder de aanname 
(J3) l t'(z) \ ~ 1, 

. dat 
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waarin het linkerlid absoluut convergent is,zoals met (31) en (30) kan 

worden bewezen. Dit is de n-dimensionale generalisatie van de bekende 
fundamentele identi tci t van 'ifald ( zie Wald f1 J blz.. 286). Vle gaan nu 

niet nader in op de betekenis en het nut van deze identiteit, maar 
zullen trachten voor de algemcne homogene random walk een analogon var2 

(34) te vinden. 
We interesseren ons hier nict voor het aantal afgelegde stappen; 

in plaats van Hn ( ~) is hier veeleer de volgende functie A(t, 1 ) van 
bclang. Zij A(t, ~) dt de waarschijnlijkheid, dat ',7 gedurende het tijds~~ 

interval (0,t) voortdurend in(_~ is, en in ho~ interval (t;t+dt) een s~ong 

maakt, welke W brengt in de verzamcling x ~ ~ . Dat de functio A( t, ~ ) 
van bijzonder belang is blijli:t uit het feit, dat 

(35) 'f(t)dt == dt j dnA(t 1 {) 

gelijk is aan de waars!hijnlijkh0id 1 dai; het deeltje ,,, in het tijdsint 0 r­

val (t,t+dt) voor het eerst de rand A bercikt .. 

:Beschou.w de gebeurtenis, waarbij 
1. Het deeltje 7i'in het tijdsinterval (O,t) precies n Sl1rongen 

ma,akt. 
2 .. Y/ gedurende het gehele interval (O,t) .binnen -~ blijft. 

3. YT in het interval (t, t+dt}_ een sprong maakt, welke hem brengt 

in een punt van de verza:moling x;.. ~ • 
Zij An ( t, {) dt de w_aarschijnlijk..hcid van deze gebeurtenis. Dan volgt 

vooreerst u.i t de defini tie van A( t, ~ ) 
00 

(36) A(t, ~) ::: ?~ An(t,~ ) • 

Verder i~ de waarschijnlijkheid, 
vinden gelijk aan e-At /\ntn ,, 

--nr 
Uit de ~efinitie van Hn(~) 

A ,... ;\ t Anip 
An(t,~) = e n! 

dat in (o,t) precies n s;1rcingen plaats 

volgt nu gem.akkelijk 

hetgeen wegens (21) aequiva1en.t is met 

(37) 

Zij nu z = ( z 1 , ...... zn) weer een reele of complexe vector, waarvoor 

(25) geldtenwaarvoor verder de integraal (26) absoluut converg0ert. Ten­

slotte ner.o.en wij aant dat geldt 

( 38) Re [ t(z)} > 1 
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(de laatste voorwaarde sluit (33) in). Dan geldt, zoals we bewezen he'b­
ben, de fundai11entele identi tei t -2: rn(z) \J.A:n-n = 1, 

'l'UI I ' 

welke Re [ ti z)] i; 1 > O geGcl·i.reven kar, worde;1 als 

(39) 

De laatste som-fntegraal is absoluut convergent. Immers we3ens (30) en 
(31) geldt de ongelijkheid 

' 
(40) Jrn(z)I? 'c eK9n-1 (0+ i r<1:)f)t 
terwijl wegens ( 3·8) .... 

J .rlntn-1 ~ - n 
'fn-1) ! exp [-At Re( t(z_,d.t::: LRe t<z) J - ~ 1 · ., 

We mogen dus in (39) het som- en integratieteken verwisselen. Dan vol$·~ 

(41) J-e_ 11 t f(z)e it I t A e--:Xt ~ r (z)) dt == I 
'll;o n. n+1 _ 

{uit (40) blijkt, dat de son1 ender het integratieteken absoluut con ... 
vergent is). Nu geldt wegens (28) en (37) 

~ - ). t )ntn - ~ f 
(42) ;;;:· A e . ~ r 11+/z) =~ . 

A 

De som-integraal in het rechterlid is absoluut convergent. 
J Imm.ere, 2.1ij '5= Re(z) 1 dan ~olgt 

I j 8 h 11(t,1) / ~ j eSf d11A,,(t,{ ) 

A A 

--
Nu ist zoals wij hebben verondersteld, de integraal {26) absoluut con­
vergent d.w.z. zij·blijft convergent, indien z door 5 wordt vervangen, 
Dus bij vervanging van z doors° hebben de f~rmules (28) en (29) zin en 
gelden de ·formulas (30) en (31) ·en dus (40). Dan volgt 

1 a~;- d11A,, ( t, ~ )_;§ ~ e_,. t d:r C el{ 911( e +f( 5 ) ) 
A . 

en inderdaad is de som-integraal in het rechterlid van (42) absoluut 
convergent. Aldaar mogen wij dus het som.- en integratiete1,;:en verwisse­
ien en vinden dan wegens (36) 



Uit (41) VOlGt nu 

(43) 

,co 
l 
I 
J 
!/l 

r -, 
exp l~t( 1- \f'(z) ) dt 

t ' ! I,. -' 

12 -

,, 
i 
j 

i 

Di t is de gezochte funda;iientele identi tei t voor de homogene random walk. 
De nauw::eurige betekenis van de in (43) voorkomenc1.e functie A(t,~' 

blijkt direct uit de volgende eigenscha:p, welke direct uit de vrroeger 
gegeven definitie van A(t,~) voortvloeit. Zij Deen deelverza1.ielin6 
van A, dan is I 

dt I 
J~ 

JJ 

gelijk aan d~ waarschijnlijkheid, dat het in O startend deeltje W de 
rand A het eerst ontmoet in het tijdsinterval (t,t+dt) en wel juiet 
in een punt van D. 

~1e zullen nu een toe:passing van (43) ge,ren op een random walk in 
E1 .. Zij O}het interval -a<. x< b (a> 0 1 b> 0) .. '?e nenien aan, dat de 

integraai ,~ 
i r ( z) = ) e zx d !( ( x) 

-""' 

voor alle reele waarden z convergeert. Verder veronderstellen wij 

(44) 
-' I )1 f (0) = _1 xd ((x) ~ 0 

en 

(45) 

voor zekere S' > O .. Dan geldt wegens (45) voor reele waarden z 

en 

rO<> ,, 

f "(z) = J x 2dJ\ (x) > 0 

lim 
z--++ oo 

... ell 

t( z) = + oo • 

Mede wegens 1(0) = 1 en (44) volgt nu, dater preciea een reeel getal 
h > O bestaat met f(h) = 1., De (toegela.ten) toe:passing van (43) voor 
z = h geeft nu -
( 46) J dt J eh~ dA( t, ~ ) = 1 . 

o A 

In de veronderstelling, dat de variantie 

(47) j- x2dTI(x) 
•0-> 
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klein is, zal bij de eerste ont1.i1oeting van ' Jlet A ( bestaande ui t de 
intervallen x ~ -a en x ;:. b) de afstand tot een der grens:pun.ten -s. of 

+b met grote wao.rschijnlijkheid vrij klein zijn ... In dii geval 110gen 

wij dus (46) in goede benadering vervangcn door 
,. 1/q 

(48) J 
t) 

Hierin is 

en we1 
A voor 
a.an de 

volgt 

(49) 

··(+ (0 \ 0.1\ ,, t l: ) 
) 

() l \ en ,~ . ., 1. t ; :::Ji 
) ... 

-0.:, 

is f1 (t) dt (resp. ~ 2 (t)clt) gel1jk aan de kans, dat '1 

het eerst ontnoct gedur::nde het tijdsinterval (t,t+dt) 
bovenrand x ~ b ( resp. aan de benedenrand x:::: -a). Ui t 

ehb Cl ... e-ha ,, = 1. 
\1' \·2 · l , 

de rand 
en wel 

waarbij f 1 de kans is, dat '7 de rand A voor het eerst ont .. 1oct in e(:'r; 

punt van de bovenrand en waarbij ? 2 de kans is dat '7 de ro.nd A voe::: 

het eerst ontmoet in een punt van de benedenrand., ''7egens ?1+ f 2= f =1 
volgt uit (49) 

(50) 
1 -ha 

f"I -e 
\ ::::: ~-T 
1 1 9 no_e-na 

o _ e:_~-1 
) 2 - ~-eha 

, 

welke formules in zeer goede benadering gelden, als de variantie {47) 
klein is t.o .. v .. de breedte a+b van het interva1D}. 

"" In de limiet a ➔ oo volgt ui t ( 50) f 2 = (\ en 

( ) -hb 
51 ~ 1 = e -: 

welke formule zecr belangrijk is in de ruineri.ngstheorie .. 
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