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Sco 7 Gq,;.est disjuac i ghbiﬂdb% in c»mw]nxe vliek f(A) a alytisch
in olk dezer T Le t'ﬁ,(qu G_VS> dc coll-ctie zijn ven
alle matrices cuno Vo elgenwacrdon in GJ hebben (3 = 1, ,6)
Definicer ¢e funcioc F(Z) tn % docr (1) (ot. 5; voor clke
loont Wj nu o G] mode in GLogelogen eigenwaarden van 7)
Den is F(Z) oo lvtisch in N

Is 6e X, en A = ([uwy‘ ‘ ;k,j + N
¢n verwlss. haar mot Exﬂy.‘ x) dan
n--1

F(r) = Z [f(\]>(dvl).&~-\y f(;])(o(nﬂ N/ i

J=0

waarin N nilpotoav

]

St. 8. Is F(2) anolyiisch in een gebiloo, ¢en is dear

=\ Ied n - /‘
Y7 v L.+ . 1(&)2 ,

wearin de ¢ g nicu-constante peolairen 2ign.

Het tvpe v.on F(Z) is % het tyve van Z.

O
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C.11 0 Block in MR . Tooov o gegeven zilgn o dasjuncte gebled on quu G
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St. 9 I het block B pepeven, dan 1g 95 (M) cenduldig bepaald B
ellce rangschilcliing Gq)v LVGH von e gemenhangende componoent: o
ven S(®) is cen ¢ te vinden, zd dnt B = JB(Gq,L .jGnBC) B
clke Aed is con do X vascgalepd o cen diagonele linksf{octor o2
(st. 1) deze an, daar C som onherpgend moet zign, echber ni

overal willokourig geknozen worden

Soe 100 Dlk block ds o0 gebled dn M’RW

She I AQMRna O smgeving ven A, A nicet-criciek. Dan is or.cen block W
met Ag fic O,
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SU. 13, Laat B een block zijn in MRn’ ¢n laat F analytisch zijn in .
Dan is er c.n 1u S() eenduldig bepaalde analytische functic f
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=4 14 Taat F het block & it MR ¢énéencuidig afbeelden op d verzes
meling B von MR . Dan 5 ¢ ccn block (uit 2% dewl van st 1
volgt dat 43( goen eriticke punt<n hevat); de inverse afbeel.
ding Fq is anolovisch in JJG De volgens st. 13 bilj F behorende
functie £ be 10t 3( R conform af on S( R'). De bij F, behorence

functie f1 ig o 1nverse van f.

Del. 17, Ten anslytic wmotrix menifold (MM) »s een samenhangende Heusdorff

ruimte M met :on klasse van gelijhwoardige systemen van uniform:

scrende parsmceiors. Den uniformiscronde parameber 1s een topo-

logische afboeclding van ecn gebicd van M op een gebled van MRne

Fen systecem van uniformisercnde paremeters is een dusdanlge col

Lecetice, dat 1" .1k punt van M in .t definitiegebied van min-

stens ¢én uniformisncrende paramctor 1igt, en 2¢ zijn de uniformice-

rende paramctors o cn w belde in P ogedefinieerd, dan is er eon in

cen omgeving van o P) gedefinicerde analytische functie F 20

dat F(¢(Q) ) = ¥(7) voor alle Q in ven omgeving van P. Twee sys

temen heten goli jkwaardig als ze samen weer een systeem vormon,
Ben in coen gobled G van M gedofinieerde afbeelding F van

G in MRn hecet anelytisch als ce¢r bi) ¢lke PG een uniformisercrads

parameter g is, gedelfinicerd in ecn omgeving van P en gekozon

uit ¢én der gogoven systemen, zd dat in cen omgeving van @ F(Q)
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cen analytische functic van‘f(Q)

SR T CI S T/ iy Z;ccn verzamoling., Big elke S & 2 zi] gegev n cen gebled
Go uit MR_.In de collectle vag nlle paren (Gg, A) (d€ >, AeGg) ©1
cen coulvalient. rolatie gegeven, die voldoet aan de volgend.
clgenschappens
1. reflexicel, oymmetrisch, transiticf .,

2 Is (Gg, A),,v(th
daaron eon anclytische functic F, 26 dat voor alle BeO geldt
(ng B)A;(Gtg F(B) ), terwijl F(A) = A
3. Uit (G, A)~s(Gg. B) volgt & = B.
ha. Is (Ggy, A) nict coulvalent wet (G, Aq)jdan zijn er omgevin
gen 0 en 0, (Ae0CCy ;s Aqﬁongt) zo dat voor alle BeO, B,e0,
geldt dat (G, B) en (G, Bq) nict cguivalent zijn.
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St.16.

Def.13.

Def .14,

ST.1T.

Def 15,

St.18,

Def .16,

Def .17,

St.19.

|
N
|

Lasat M de collectie zijn van alle klassen van eguivalente
paren, Een deel Mq van M heet open 2ls er hij elk punt van Mq
een paar (G, ,A) ult de door dat punt 2angewezen klasse is te
vinden, z4 dat er een omgeving 0 (A =0 CGg) bestaat met de ei-
genschap dat alle klassen (G, ,B) (BeO ) eveneens tot M beho-
ren, Kies als een systeem van uniformiserende parameters de af-
beeldingen g (< e Z ), sedefinieerd door

Yo {(GG,, AL = A (he G, ).

4

Bewering: M is, met het hier aangegeven systeem, een analytic
matrix manifold.

Is @ een gebied in MHnj dan is het slechts uit de identieke af-
beelding bestaande systeem een systeem van uniformiserende pa-
rameters, en G is daarblij een MM,

Zijn M en M, belde MM's, en is er cen éénéénduidige afbeelding
zé dat elke uniformiserende parameter op M analytisch is op IVI,1
en elke uniformiserende parameter op Mq analytisch 1s op M,
dan heten M en Mq isomorph.

Een afbeelding van M in I\/I,l heet homeomorph, als elke uniformi-

serende paramefter van M,1 een analytische functie op M 1s.

Opmerking, Het is niet noodzakelijk, dat hierblj open verzame-

lingen in open verzamelingen overgaan., Voorbeeld: M=M1=MRH,
F(A)zAg—A. De mntrices (8 g) treden voor geen enkele a als
beeld op.

Is M een MM, en P €M, ¢ en v uniformiserende parameters in P,
dan hebben ¢(P) en ¥ (P) hetzelfde type (St.8). Is ¢ (P) din-
gonaal resp. triangulair,symmetrisch, dan (P) ook,

Type van een punt I van M = type van g (F)

P heet kritiek resp. diagonaal, triangulair, symmetrisch, als
¢ (P) dat is.

De verzameling der niet-critieke punten van een MM is open en
overal dicht.

Een samenhangend deel 9 van een MM heet een fiver, als er hij
elke Pe & een omgeving O van P is met daarop een uniformise-
rende parameter ¢ , z6 dat Qqe(ff\O), Qo ¢ (Fn0) = < ()
en ®(Q,) geconjugeerd in  (9).

De definitie is onafhankelijk van de keuze van y(zie St.3),
Een verzameling REM heet een block als er een analytische
functie op $His, die & éénéénduidig op een block van MR af-
beeldt,

Block op M bevat geen critieke punten. Elk niet-critiek punt
is bevat in een block, Hebben de blocks d5q,cBg een punt P ge=



St.20.

Def.18.

St.21.
Def.19.

3t.23.

Def .21

-6 -

meen, dan 1s er een block B 3P dat in de doorsnede ligt. Is
een block BEM ¢énéénduidic analytisch afgebeeld op een block
@' van MRn’ dan 1s elk deelblok van B' het beeld van een deel-
block van &3,

Zijn P en Q niet critiekec punten in een gebied G van M, dan is
er een continue kromme van P naar @, dile in G verloopt en geen
critieke punten bevat.

M 1is datgene wnt uit M ontstast door de critieke punten weg
te nemen, en de uniformisercende parameters tot de niet-critie-
ke punten te beperken.

M 1s een samenhangend open deel van M, en dus weer een MM,
Spectral manifold van M,

Pra

Zij 2. een verzameling; kies bij elke & e Z een block d_uit M,
zb dat M~ door deze bhlocks geheel wordt overdekt. Verder kie-
zen we bij elke B, een éénéénduidige afbeelding g, van 8. op
een block ® van MR . S(®'.), het spectrum van @&, korten we
af tot Vg.

Beschouw de collectie van alle paren (V. ,z)(ceZ,ze V).
Definieer eguivalentie

(VCV:Z> N (Vt sW) s

zodra er een punt P e M is met Pe d3y ,P€ ., z en w eigenwaar-
den van @ (P) resp. §r(P)’ terwijl w=f(z). Hierbij is f de
functie die volgens 3t.5 (of St.13) met F correspondeert, een
F 1s de in een omgeving van ?G(P) analytische functie die
voldoet aan F( yz(Q))= 9.(Q) (Q in omgeving van P).

Noem nu een klasse van cgquivalente paren een punt van SM,
definieer omgzevingen e¢n uniformiserende parameters als in St.15

(pas St.15 toe met n=1), Zo ontstaat een analytic manifold,

i.h.a. niet samenhangend (aan de 5e eis van St.715 is niet
steeds voldaan).

SM is onafhankelijk ven de keuze der @ 's en der . 's.

Bij elke P« M Dbehoort een verzameling van n punten van SM
(n.1. de klassen gerepresenteerd door (Vg ,zj), waarin
Zqs...,2, de elgenwaarden van ?d(P) zijn). Deze n punten vor-
men het z,gz. spectrum van P.

Er zijn getallen 2,,..., vg (xH+...+0S=n) met de volgende
eigenschap: SM bestaat uit s samenhangende delen Sq,...,SS.
Voor elke P eM Desteat het spectrum uit v, punten van 3,
02 punten van 82,,.. .

. ZiJn u,,...,u, onbepaalden, 1is T(1),..., T(n) een permutatie

2 X
van 1,...,n, en is X ¢ MR, dan heet [uﬂ(q),...,uﬂ(ng een
normaalvormsymbool,
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Twee met dezelfde u's gevormde symbolen heten equivalent:

X - Y
Luﬂ(q)’“-ﬂuﬁ(n)j ~ gy By ]

als XY’1= DR, waarin D diagonaal is en R de permutatiematrix
-1

gedefinieerd door r, &(3)° waar o = T ¢. M.a.w., als in

137

het geval dat de u's vcpschlllende complexe getallen zijn, de

hierboven aangeduide matrices identiek zijn.

Def,22.Is Pe M ,c¢ 2 (zie Def.19), Z4s.-.s%, €en rangschikking van het

St.2k,

St.25.

Def .23,

Def 24,

spectrum van @ (P), en zijn P .,P_ de respectievelijk door
(j/G' n

/]_9:0
(VC,,zq) (V,,zn) gerepresenteerde punten van M, en is
Z z'%X dan heet [P P % een normaalvorm van
L?‘OJ 1_,13-:-'-; DJ 3 < ]A/]’aolj n-} C o
Pt

Alle normaalvormen van P ziJjn onderling equivalent,

Is F analytisch op de gehele M, dan is er een analytisohe func -
tie £ op de SM van M, z4 dat voor elk punt P van M~ geldt

[Pﬂ”'°’Pn]X normnalvorm van Po=% F(P)= Lf ,...,f(Pn)JX.

VA Vg
1 ...SS

(01,..,,vs) heet het type van M. Het symbool S heet de
spectral manifold van M (volgorde irrelevant),

Laat S een (niet noodzakelijk samenhangende) complex manifold
zljn. We defini&ren nu het (nict noodzakelijk samenhangend)

MM dat door S wordt voorgebracht, en dat door M(S) wordt aangc-
geven,

Beschouw een collectie {KGJ§ (7% 2) van open verzamelingen
op 3, zodanlg dat elke K ,. conform in het z-vlak kan worden af-
zebeeld, en zdé drt elk n—tul punten van S in minstens een K.
1s bevat. (Dec existentic van deze K. 's blijkt als volgt:
Zijn\AJ,,,,,Qh disJuncte gebieden van S, die alle op begrensde
gzebieden van het z-vlnk conform kunnen worden afgebeeld, dan
kan hun vereniging conform op een stel disjuncte gebieden wor-
den afgebeeld). Bij elke K
zen; $y¢(Kg)=Lg . De inverse afbeelding heet e - 213 ¥Hyde ver-
zameling van alle matrices waarvan het spectrum tot Ly behoort,

i 18 een conforme afbeelding Yy geko-

¥y valt uiteen in samenhangende componenten ‘éko»(,‘) 'Xo‘(z) .o
Beschouw nu alle paren (”ﬁﬁl),A) (e, he ﬁév)). We noe-
men (%ﬁ( ) A) en (”H(J) B) equivalent als

1% (5(8)) & (KgnK.), m (S(B)) & (K.nK.)
2° B= F(A), als F de matrixfunctie 1s die (vgl.St.5) met de
scalarfunctie (z) =g, (v.(z)) correspondeert ( £(z) is gedefi-
nieerd in ¢ (K. ~K_) ).
Deze equivalentierelatie voldoet aan de elsen van St.15
(behalve 50), Het resultaat is een niet-samenhangend MM, dat we



St.eb.
St.27.

Def.25.

3t.28.
St.29.

3t.30.

St.31.

5t.33.

Def .26,
Def,27,

St.34,

St -35.

M(S) noemen.

M(S) 1s onafhankelljk van de keuze der w's,

M(S) valt uiteen in samenhangende componenten, elk correspon-
derende met een mogelijkheid om de componenten van S te waar-
deren met gehele pgetallen v > 0 met som n,

v
M(Sqq,.,sss) is de component die met de aangegeven waardering

correspondeert, 9

v ¥s - y s
De spectral manifoldvvan iM(Sqq...SS )3 is 8. '...9
Is M een MM, Siq...SSS het spectral manifold van M , en M, het
MM uit Def.24, dan is er een analytische afbeelding van M 1in
Mﬂ, zd dat origineel en beeld steeds equivalente normaalvormen
hebben.,
Is F analytisch in M, dan 1s F ook analytisch in het cor-
responderende gebied van M1; punten van M die op eenzelfde punt

van Mq worden afgebeeld, hebben gelijke waarden van F,
AtMRn. Dan 1s er een omgeving Oqu zé dat voor elke samenhan-
gende omgeving 0O (AGO(Oq) het spectrale oppervlak van O~ het-

zelfde type heeft als A,

De afbeelding van st.,.29 kan tot een afbeelding van M 1n M
worden voortgezet.

1

Zzijn M1 en M2 beide MM's en is F ecen analytische afbeelding
van Mq in Mg, dan corrcspondeert daarmee een analytische af-
beelding £ van 8, in 8, (S;=8M van M;). F en f bepalen elkaar
éénduidig,

Is F analytisch op M, en f de corresponderende functie op S

(S het SM van f), en zijn P "’Pn de punten van S die met het

5.
punt P van M corrosponderenj dan zijn f(Pq),...,f(Pn) de eigen-
waarden van F(P).

Matrix bol = M(8"), nls S de complexe bol voorstelt.

Z1ij M een MM. Analytische afbeeldingen van M in de M(Sn) heten
meromorphe functies op M,

Met elke meromorphe functie op M correspondeert éénéénduidig
een meromorphe functie op zijn SM.

Is M een MM, en convergeert een rij functies fk uniform in elk
compact deel vaw de SM, dan convergeren de corresponderende

functies FLc uniform in elk compact deel van M.



