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Het binaire getallenstelsel en de algebra van Boole 

1. Inle idin~ 

De algebra van Boole (18'15-1864) is een logisch systeem met 

behulp waarvan men in bepaalde situaties op overzichtelijke wijze 

dwingende conclusies kan trekken. Een Gebied van toepassingen, 

waardoor voor deze algebra een hernieuwde belangstellin3 valt 

waar te nemen, doet zich voor bij electronische digitale reken­

machines, die in het binaire talstelsel werken. Het ontwerp en 

de bestudering van de lo 5ica, die aan deze machines ten grondslac 

li~t, wordt zeer verGemakkelijkt door toepassing van de algebra 

van Boole. 

2. De:finities 
We be13innen met een verz2meling of klasse van elementen te 

definieren tezamen met twee rekenregels; nl. de bewerkin13en 
+ (plus) en .(maal). Wat onder deze bewerkingen wo1~t verstaan 

zal in het vervole; duidelijk warden, maar het ziJn niet de 

c;ebruikelijke optellin0 en vermeni:;vuldi'3ing. Alle elementen, 
die kunnen worden onderworpen aan de rekenrege ls be horen tot de 

klasse, die beschouwd wordt. 
We voeren nu in navolc;inc::.i; van Huntington een aantal grond­

eip;enschappen of axioma 1 s in, die aan de vole;ende eisen moeten 

voldoen: 
1. Zij moeten consistent zijn, d.w.z. niet onderling strijdi3. 

2. Zij moeten eenvoudi0 zijn, d.w.z. niet te splitsen in twee of 

meer delen. 
3. Zij moeten onafhapkelij~ zijn, d.w.z. niet ult elkaar volgen. 
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We voeren de vol 0ende axioma's in: 

T1a. Als A en B beide behoren tot de klasse K., dan is A+B ook 
een element van K. 

T1b. Als A en B beide behoren tot de klasse K, dan is A.Book 
een element van K. 

T2a. Er bestaat een element O zodani~, dat A+O = A voor ieder 
e le men t !J.. u it K. 

T2b. Er bes taat een element 1 zodani,::., dat A .1 = A voor ieder 
element f.'. uit K. 

TJa. Als A en B beide behoren tot de klasse K, dan 3eldt 
A+B = B+f\. 

TJb. Als A en B beide behoren tot de klasse K, dan seldt 
fl. B = B. !1. 

T4a. Als A,B en C ieder behoren tot de klasse K, dan geldt 

A+ (B.C) = (A+B).(A+C). 
T4b. Als A,B en C ieder behoren tot de klasse K, dan geldt 

[\. ( B+C) = (1\. B) + (A. C) . 

T5. Aan ieder element A uit K kan een element A warden toege-

voegd zodanic, dat te3elijkert1jd ~eldt A.A= 0 en A+A = 1. 
T6. De klasse bestaat uit minstens 2 verschillende elementen. 

Opmerkingen: De ax ioma 's T1 e. t/m T4b vertonen een zekere dual 1 te1. t. 

Indien men + en . verviisselt en te:.:;elijkertijd de elementen O en 1 

gaan de axioma's a en bin elkaar over. 

Het element A, 3eintroduceerd in T5, ~ordt de ontkenning of het 

complement van J\ c;enoemcl. 

Aan het axioma T6 is reeds voldaan indien Oen 1 verschillende 

elementen zijn. 

3 . Interpretat ie 
Om aan te tonen dat de bovenc:;enoemde axioma 1 s niet met elkaar 

in strijd zijnJ is het voldoende een systeem aan te Geven, waarin 

aan alle axioma's voldaan is. Er zijn verschillende van deze 

systemen mogelijk en op derGelijke systemen is dan de algebra 

van Boole toepasbaar. Er is echter een verschil tussen de algebra 

van Boole en de gewone alGebra, want indien + en . resp. als 
gewone optelling en vermenigvuldiging worden opGevat, dan gelden 

T4a en T5 niet. 



Voor de vol~ende meetkundi3e interpretatie Jeldt de algebra 

van Boole. Onder de elementen van de klasse K verstaan we alle 

mogelijke cebieden binnen een vierkant. Het element A+B wordt 

dan gedefinieerd als het kleinste 3ebied dat zowel A als B bevat 

(fie. 1a), terw1jl A.B wordt 3edefinieerd als het kleinste gebied 

dat zowel tot als tot B behoort (f1s. 1b). Dus A+B is niets 

anders dan de verenic1ng van 

f\ en B (oak wel flvBL terv1ijl 

A.B de doorsnijding van A en B 
is (ook /\B of A0B). 

Aan alle voornoemde ax1oma 1 s 

is nu voldaan, indien we onder 

l1et element O bet nul::;ebied 

(dus een cebied dat ceen enkel 

punt bevat) verstaan en onder 

het element 1 het volledi~e 

vierkant. Het complement van 

~ is het cebied van het vier­

kant, dat buiten A li~t. De 

dia~rammen van fi~.1 zijn zeer 

illustrat1ef en 1JOrden Venn­

dia~rammen 3enoemd. 

Gearceerd 

A+ B 

fiO' 1a b• 

Gearceerd 

A.B 
fig. 1b 

Een ander systeem, waarin de al~ebra van Boole celdt, en dat 

ls dan het systeem dat voor rekenm2chines van belan3 is, is de 

klasse waarbij de elementen bestaan uit draden, waarvan de elec­

trische spannin:3 hetzij O, hetzij 1 is, De bewerlcinc;en + en . 

bestaan dan uit de vol3ende schakelin~en (fis.2). 
De zwarte driehoekjes dulden 3elijkrichters (diodes) aan, die 

de stroom alleen leiden in de richtin~ van het dwarsstreepje. 

In de linker figuur is C via een weerstand met de spanning Oen 

in de rechter figuur met de spannin~ 1 verbonden. In de tabelle­

t,jes is aanc;egeven welke spann1.nc c zal ziannemen bij de verschil­

lende mo3elijkheden voor A en D. Bij dit systeem bestaan er evenals 

in het binaire talstelsel slechts 2 verschillende elementen, nl. 

0 en '1. Als A = O is J is A = 1. Dat de axioma' s T4a en T4b klopper1 

kan ~emakkelijk warden ~everifieerd door een tabel op te stellen, 

waarin alle mo[:,elijkheden voor /1,B en C voorkomen. 
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A A B C l\ B C 
C 

B 0 0 0 0 0 0 

0 1 1 0 1 0 

o1 
1 0 1 h--jt1- 1 0 0 

C 
1 1 1 B--- 1 1 1 

C = A+B C = A.B 

C = 1 als ~f A 6f B 1 is c = 1 als en A ~n B 1 is 

A=0-1 C 
B-

/\.--~ C 

B--v 
fie;. 2a De 11 of 11 -schokelinc; fig. 2b 

We hebben nu 2 systemen B.ange2;even, 1rnarvoor de axioma' s 

consistent zijn. Om aan te tonen, dat de axioma's ook onafhankelijk 

· zijn, is het voldoende te laten zien dat er systemen zijn waarvoo:i.·· 

alle axioma's op een na :-_:;elden (waarbij ender a en b c;enoemde 

ax1oma 1 s als afzonderlijke axioma's moeten warden op3evat). We 

kunnen bijv. een systeem aanc:even, wa2.rvoor nlle axioma's c;elden 

behalve T1a. Neem hiertoe een systeem; dat slechts 2 elementen bevi.~ 

en Naarvoor alle axtoma's behelve 1a ~elden. Dan is bijv. 0+0 = 0, 

0+1 = 1, 1+0 = 1, maar 1+1 = x, Daarbij x niet tot de klasse be­
hoort. He moeten nu de restrictie mo.ken dat 'l14a en 'r4b alleen voor 

die :·;evallen :,2;elden, waarbij A+B, r.+c en B+C ook cot de klasse 

behoren, daar de beuerkin,,en + en . al leen z ijn ::.;edef in ieerd voo1° 

elementen uit de klasse. Met deze restrictie 1Jlijkc dat alle 

ei~enschappen behalve T1a ~elden. Dua is T1a een onafhankelijk 

axioma, dat niet uit de andere volgt. 

4-. Ste 11 inc;en 

Uit de cegeven axioma's kunnen verdere ei~enschappen of 

stellin3en_worden af~~eleid. Ook de stellin:_i;en zullen als duale 

paren voorkomen, die in elkaar overcaan door verwisselin3 van 

+ en . en celijktijdif, van Oen 1. 

S1a. Het element O in T2a is eenduidi~. 

~~~~j_~: Ste 1 dat er 2 e ler.1enten O bes taan, b ijv. o1 en o2 , Dan 

0e ldt v·oor ieder element 1\ dat 

A+ o1 = A en A+ 02 =A. (T2a) 
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Subs ti tueer in de eers te ver"_;c 1 i J lcln:; !\ = 0 0 en n1 de twee de 
C. 

0 + 0 - u- e·(1 o1 + O, __ i = o1 2 1 ·- 2 · :_ 

Daar 0 + 01 = 01 + Or.) 0 
'-·· ,_ ( 'l1.3 a) 

VO l::_;t hieruit Or) 
c_ 

= 01 

S1b. Het element 1 in T2b is eenduidi~. 

Het ~~\_:!;j~ vnn rille b-stcllin•:en vol' uit dot van de over­

eenlcomsti.:;e 2-s~ellin~.: door te venJisi:,clin:; vecn + en . en van 

0 en 1. 

S2a. (, 
d + /\ = /: . 

:§~i__!~J~ : /.\ + A = ( !,+[\) . 1 (T2b) 

- ( r+ 11) • ( i\+ j',) (T5) 

- (. 
JI + /\ <, i\ (T4a) 

= 1\ + 0 ( r115) 
J.' 

== ii (T2a) 

S2b. (, -1 •• 

SJa. J\ + 1 -- 1 SJ:J. r..o ···- 0 

S4a. l, + I, .B - [\ SL~b. J,.(i,+D) - I• 
I, 

ss. T, is eenduidi::_: be ~J a a 1 c1 • 

:g~c_!!j~: Stel c1D.t t 2 complementen heeitJ nl. A1 en A2 . Dan 1s 
r + -f, 1 J'· L. 1·\ 1 f\ 7. - () E"1 /\_ -f, == 0 , 

j :. •;1 :::: J ·\ ·r ·•2 -- J • • 1 •1 - ·,' l • • '2 

J'.2 = 1 7i . 1·12 

== ( /,+T.1 ) . 1\,) 
{._ 

ii. A,-i + r: f\ - !111'2 
C. 

·-- 0 + H,,I 

- i\ /I 
J ·1 . + i (•. 

·'1··2 
·- 7i - ·1 ( /'+An 

C. 
) 

-· 1\1 

SG. Het compleuent V~.m /\ ts i i .. 

S7a. (!\+B) = T.B, 
Om deze stellin3 te bewijzen rnoeten we aantonen dat 

I\+B+faJ3=1 en (A+B). (AB) = O . 

Hiertoe leiden 1Jc eerst tuee hulpstelliw;en af.; nL 

H1a. A+ (A+c) = 1 en H1b. n.(Rc) = o. 

( 1l12b) 

( rr5) 

( Tl+b) 

( '15) 

( rr5) 

('r4o) 
( '112b) 
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Bewijs van H'lc:i: I\. + ( J\+C) = 1.[A+(A+c)] 
= (f'.+ A) • [ A+ ( A+C ~ 
= A + Ji. p,+C) 
= A + A 

= 1 

Vervolcens geldt 

Evenzo 

A+ B +Till= [(11+B)+A].[(A+B)+BJ 
= 1o1 

= 1 
( A+B) . ( ii.B) = !~. ( fJ3) + B. ( JiB) 

-- 0 + 0 

= 0 

S7b. (AB)= T~+ B. 

(T2b) 

(T5) 

(T4a) 
(S4b) 
(T5) 

(T4a) 
(H'la) 
(T2b) 

(T4b) 
( H'lb) 
(T2a) 

Ui t de s te 11 in3en 7a en 7b vo lc;t dat 1ve het complement van 
een Boole 1 se uitdrukkin~ krij3en door alle + door . en alle . 
door + tekens te vervnn::::;en en bovend ien ieder element door zijn 

complement te vervancen. 

Voorbeeld: A[B+(CD+EF)] = A + B. {(c+D). (E+F)}. 

S8a. ( /\+B) + C = A + (B+C) S3b. ( /\B) . C ,;a IL (BC) . 
Deze stellin~; die de associatieve ei~enschap uitdrukt, 

heeft een vrij ~ecompliceerd be~ijs. Het bewiJs_van_S8a kan 
als volit warden ::::;e~even. Stel (A+B) + C = X en A+ (B+C) = Y. 
Ind ien nu kan iJOrden aanc;e toonc1 dat Y + X = 1 en YX = 0, dan 
vol3t hieruit dnt Yen X elkaars complement zijn. Dus is Y het 
complement van X, maar nan3ezien ook X het complement is van X 
en het complement bovendien eenduidie; is (S5) moet X = Y zijn. 

Uit X :::; (A+B) + C vol::;t X = (AB) .C (S7a) 

Dus Y + X = Y + {(AB) .c] 
= [(Y+A)(Y+B)] .(Y+C) 

Verder c;e ldt 
Voorts 

y +A= A+ {A+(B+c)} = 1 
Y + B = (B+B)(B+Y) 

= B + BY 

= :s + Bf A+(B+C )j 
= B + { AB+B(B+C )J 
= B + [AB+B] 

= :s + B 

= 1 

(T4a) 
(H1a) 

( T2b, T5) 

(T4a) 

(T4b) 

(S4b) 

(S4a) 

( rr5) 

I ,·1,•' \ 

\ ,,..; .J ) 
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Op dezelfde manier celdt Y + C = 1. Dan is ook Y + X = 1. 
Het be1,1i j s dat YX = 0 gaat in pr inc ipe op ana lo Ge w1 j ze. 

Sga. !~ + Af3 = !\ + B Sg_b. A(A+B) = 1\.B 

S 10, ( l\+ .B) ( A+C) = i1C + JLB 
S11a.(AC+BC) =AC+ BC 

5. Mintermen en maxtermen 

Onder een Boole'se uitdrukkin~ of Boole 1 se functie verstaan 

l'le een functie van een aantal Boole I se elementen of variabelen. 

Bijv. functie van 1 v2riabele is f = ~) van 2 variabelen is 

f = f.\ + B + f•B. Zoals uit de voorafgaande stellingen blijkt kan 

dezelfde functie op vele manieren worden uitgedrukt in de varia-

belen. Zo bliJkt ool{ dat f cj-, f = l( + B + f\13 dezelfde functie 

is, d.w.z. voor alle verschillende mogelijkheden voor A en B 
nemen beide functies steeds dezelfde waarde aan. 

Onder een minterm van n variabelen verstaat men een Boole 

product van dcze n variabelen, 1rnarbij iedere variabele hetzij 

zelf J hetzij als zijn complement voorlcomt. Er zijn 4 minterrnen 

van 2 variabelen.:i nl. AB, AB, AB en AB. In het alc:_;emeen zijn er 

211 mintermen van n variabelen. 

Een maxterm van n variabelen is een Boole som van deze n 

variabelen, waarbiJ wederom iedere variabele hetzij zelf hetz1j 

in de vorm van zijn complement voorlrn111t. Voor 2 variabelen ZiJn 
- - - - n de maxtermen A+B, A+B, A+B, A+B. Ook 2 maxtermen van n variabelen. 

We zullen een notatie voor rnintermen en maxtermen invoeren. 

Mintermen warden aanceceven door m, maxtermen door M1 beide 

aan3evuld met een inde:c. De index wordt verkrecen door de 

variabelen van de betreffende term 1n een standaard vol3orde 

te schrijven-1 bijv. l\,B,C, enz. Dan 1wrdt 1eder complement van 

een variabele vervancen door Oen iedere variabele zelf door 1. 

Het binaire t~l dat dan ontstaat seeft, geschreven als een 

decimaal 3etal, de index. 

Bijv. ~ + ~ + E = M0 , 

Men zou ail.s bovenindex de waarde van n nog kunnen toevoegen, 

maar dit wordt vrtjwel nooit gedaan, omdat men slechts met 1 

waarde van n te3elijkertijd heeft te maken. 
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Met een Venn-diagram (fi~.3) kan men een c;rafische 1nter­

pretat ie van mintermen en max termen ::;even. Een der;:_,;e l i j k diagram 

kan men ook no3 schematisch aanr,even als een Veitch-diagram 

(fig.4). Iedere minterm correspondeert met een minimaal opper­
vlak in het Veitch-dia~ram. 

A 

~--
Bl 

":----1'-

I :I ;j Bl 
', AB 

AB I 

Fie;.J fi:3.4a 

A 

ABC 
Ase 

---

ABC ABC 
ABC ABC 

,C 

fig.4b 

ABC 
ABC 

Evenzo correspondeert met een maxterm een maximaal oppervlak 

in het Veitch-diac;ram. Zo is in fi 0 .5r-,. de maxterm r-1:2 = A+ B 

gearceerd en in fi~.5b M5 =A+ B + C 
Voorts ziet men ?--+ 

dat bij n = 2, ~ = rn1 Bl~~-_-{·-&4-/%-?;%~;J 
is en bij n = 3, 
M5 = m2 • In het ale;e- fic;.5a 
meen ~eldt 

en 

A 

B t Wiitl,@Wifffe✓lJwmJ 

-m. = 
1 

C 
f1[;.5b 

Dit is weer de duale voorstellin~. Het complement van M1 krijit 

men door alle + door . tekens te vervan 0en, waardoor men een 

min term krij gt en verder door al le variabe len door hun comp le men 1
; 

te vervangen. De som van de oude index en de nieuwe index is dan 

een binair getal dat uit n enen bestaat en dus de waarde 2n-1 

heeft. Tenslotte geldt. 

en 

6. Het basistheorema 
Het basistheorema van de Boole 1 se al~ebra zegt dat iedere 

Boole 1 se functie zowel kan worden geschreven als een som van 

mintermen als als een product van maxtermen. Dat dit zo is 

volgt zonder meer uit de meetkundige interpretatie met de 

Veitch-dia13rammen. Immers iedere Boole 1 se functie stelt een 
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bepaald gebied uit dit diagram voor en dit gebied kan warden 

opgebouwd als som van minimale oppervlakken (mintermen) of als 

product (doorsnijding) van maximale oppervlakken (maxtermen). 

Om nu een willekeurige Boole'se u1tdrukkin~ als som van 

mintermen te schrijven, stelt men eerst de waarheidstabel op 1 

die bij deze functie behoort. Dit betekent dat we de waarde van d8 

Boole'se functie opschrijven voor alle moc;elijke combinaties 

van de waarden Oen 1 voor de afzonderlijke variabelen. Beschouw 

bijv. de functie f =AC+ BC. De waarheidstabel ziet er dan als 
volgt uit: 

A 0 0 0 0 1 1 1 1 

B 0 0 1 1 0 0 1 1 

C 0 1 0 1 0 1 0 1 

f 0 1 0 0 0 1 0 1 

f wordt dus alleen 1 als A1 B en C de waarden aannemen van 001} 

101 of 111 . Dit komt resp. overeen met i:sc. f.\BC en ABC. Men kan 

dus schr1jven 
f = !\BC + fa.BC + !\BC . 

Dit is de Gevraagde som van mintermen (f = m1 + m5 + m7 ). 

Wanneer we f als een product van maxtermen willen schrijvenJ 

dan beginnen we met f als een som van mintermen te schrijven en 

passen dan het duale theorema toe. Bij het geeeven voorbeeld 

wordt 

f = 
of 

m0 + m2 + m3 + m4 + m6 
f = M7M5M4M3M1= ( A+B+C) ( A+B+C) ( f\+B+C) ( i'.i+B+C) ( A+B+C) 

7, Bepaling van de eenvoudi5ste vorm van een Boole'se functie 
In het voorgaande hebben v,Je c;ezien, dat er vele vormen zijn, 

die alle eenzelfde Boole'se functie representeren. Voor de ont­

werpen van een di~itale rekenmachine is het van belane die vorm 

te kennenJ die enerzijds een zo klein mo~elijk aantal diodes 

vereist, maar anderzijds slechts van de tweede orde is. Deze 

vorm zullen we de eenvoudigste vorm noemen. De orde geeft het 

aantal bewerkingen aan; dat na elkaar moet warden uitc;evoerd. 

In verband met de vertraz.ing, die iedere bewerkinc; met zich mee 

brengt, beperkt men zich bij rekenmachines tot tweede orde 

uitdrukkingen, hoewel het verlac;en van de orde in het algemeen 

een vermeerdering van het aantal diodes met zich meebrengt. 
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Bijv. [(1°.+B)CD + E]F + G is 5deorde en vereiD·c 11 diodes. 

ACDF + BCDF + EF + G is 2de orde en vereist 14 diodes. 

Het is mo~elijk iedere functie als sor:1 v,m producttermen 

en als product vai-: s01~1termen te schrijven. Van deze alterna­

tieven moeten 1<Je de eenvoucli2:ste bepalen. Dit kan met de volgendE:· 

methode e;eschieden;, afkomst13 van Quine. 

a) De eenvoudiGste som van producttermen 
.::!_. Schrijf de functie als een som vnn mintermen. Hierbij moeten 

dus in iedere term 2lle veranderlijken voorkomen, hetzij zelf 

hetzij in de vorm van hun complement. /\.ls voorbeeld nemen we 
f = BCD + ABC + 1·l~D + B( ACD + rJ5D) 

In de vorm van mintermen uordt dit 

;: = II.BCD + P,BCD + ABCD + ABCD + !J3CD +. ABCD + ABCD + ABCD 

2. \'Je c;aan nu de z::;. orime implicants (primaire termen) vormen. 
Hierbij zoeken we alle paren van termen op, die in slechts 1 

variabele verschillen en laten dan deze variabele wee; (want 

A+ A= 1). Dit ceeft achtereenvolgens 
BCD+ ABD + ACD +Ase+ BCD+ ABD +BCD+ ACD + ABC 
waarbij alle termen bestaande uit 4 variabelen c;ebruikt zijn. 

De nieuwe uitdruk!cinc; is dus 0elijk'\1Jaardic; met de oude. We 

passen dezelfde re~el nosmaals toe en vinden dan de term BC, 

maar thans zijn niet alle termen van 3 variabelen cebruikt, 

Als primaire termen houden we over 

BCD + ABD + ACD + ABD + ACD + BC . 
Daar in het alcemeen ieder der oorspronkelijke mintermen aan­

leidinG zal hebben Gegeven tot meer dan 1 van de primaire termeni 

bestaat omgekeerd de mogelijkheid dat niet alle primaire termen 

noodzakelijk zijn. 

}. We gaan een tabel maken, waaruit blijkt hoe de oorspronkelijke 

termen voorkomen in de primaire termen. 

ABCD ABCD ABCD ABCD ABCD ABCD ABCD ABCD 
BCD * * 
ABD :it: 

Ji.CD :it: 

ABD :)I;: 

ACD ;l: :if 

BC * 
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~-. \'Je gaan na tJelke van de primaire termen in ieder c;eval in de 

uiteindelijke uitdrukkinc; moeten 110rden op_::;enomen. Dit zijn de 

essentiele termen. BB is een essenti~le term. Als we Ba niet 

opnemen zouden de termen 7U3C:5 en /\BCD niet in de uiteindelijl-ce 

vorm zijn verwerkt. Om de essenti~le termen te vinden gaan we 

na 1·Jelke kolommen slechts 1 merkteken bevatten. De bij deze 

merktekens behorende primaire termen zijn essentie le termen. 

In ans geval is BC de enige essentiele term. Door·Bc zijn tevens 
fffiCD en 1\BCD verwerkt. 

5. He maken e en t o.1Je l van de res te rende origine le minte rmen en 

de resterende primaire termen. Dit is 

_1\BCD ABCD !\BCD IU3CD 

BCD * st 

f-BD %: * 
f-1CD 51:': 
-
f.\BD 

!\CD ~ 

6. Uit deze tabel moeten we de primaire termen zoekenJ die alle 

overc;ebleven mintermen representer'en. Het is duidelijk dat c1eze 

primaire termen zijn ABD + ACD. 

I, De Gevraagde eenvoudigste vorm is dus 

f = ABD + icn + BC 11 diodes 

b) Het eenvoudigste product van somtermen 
Het vinden van het eenvoudic;ste product van somtermen voor f 

komt vol~ens het duale theorema neer op het vinden van de een­

voudi~ste som van producttermen voor f. We vormen dus 

f -- (A+B+:i5) (fl+C+:iS) (B+C) 

= [ ( A+ B) ( A+C ) + J5 ] ( B+C ) 

= ( AC+1rn+fS) (B+C) 

- Ti.Be + B:i5 + ABC + CD 

(T4a) 
(S'10) 

(T4b., TS) 

Op deze uitdrukkin~ moeten we het onder a) beschreven proces 

toepassen. Het resultaat is dan dat deze zelfde vorm ook de 
eevoudigste vorm voor f is. Du.s is het eenvoudigste product van 

somtermen voor f 

f = (B+D)(C+D)(A+B+C)(A+B+C) 2de orde 14 diodes 

De onder a) gevormde som van producttermen verdient dus de voorlcu 1·1·. 
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8. Toepassing bij een teller 

We zullen nu de schakelinc; voor een teller c_;aan ontnerpen, 

die in het binaire stelsel met J bits (= 3 binary dic;its) telt. 

Hiermee komt dus de decimale telvol~orde 0,1,2, ... ,7JO, enz. 

overeen. Er zijn c;een principi~le moeilijkheden om het aantal 

bits te ver~roten. 

Bij een teller 1,1ordt c;ebruik ::_,;emaak:t van flip-flo!2.§_. Een 

flip-flop (fic;.6) is een schakelelementJ dat 2 stabiele toe­

standen heeft 5 waarmee een 

uitcanc;sspanninc O of een 

uitganc;sspanninc; 1 corres­

pondeert. Indien S = 1 

dus de roosterspanninG van 

de linker buis hooc; is, dan 

~aat door deze buis stroom 

lopen, zodat Q laac; wordt 

(~ = 0) en te3elijkertijd 

Q hoog (Q = 1). Als R = 1 
wordt, wordt Q = 0, maar 

Schematisch 

Q = 1. Er verloopt een klein 

tijdsinterval tussen de impuls 

van R of Sen de impuls van Pig. 6 Flip-flop 
de uitc;ang Q. 

De werking van de flip-flop 

is bepaald door de nevenstaande 

tabel. De toestand R = 1J S ~ 1 

3eeft een onbepaalde waarde voor 

Q en deze mac daarom niet 

voorkomen, 

rl'i j d n Tijd n+1 

Rn en r:}1+1 
0 ~~ 

0 0 Qn 

0 1 1 

1 0 0 

1 1 ') 

He kunnen derhalve de flip-
flop werking door de volsende Boole-vercelijkincen beschrijven: 

Qn+1 = R11§nQn + R11Sn met nevenconditie RnSn = O. 

Met eenvoudic;er notatie wordt dit 

Q11+1 = (RSQ+RS) 11 met (RS)n = O. 

Ook Qn+1 = (RSQ+RS+RS)n = (RSQ+S) 11 =(RQ+s)11 • 



-13-

De verc;e 11 j lei nc;en zijn dus uiteindelijk 

Qn+1 = (RQ+S )n en (RS )n = 0 . 
Voor een teller met 3 bits hebben we 3 flip-flops nod ic;. 

noemen deze flip-flops J\,B en C en duiden hiermee ook de 

ganc;en aan. De achtereenvolGens te doorlopen toestanden 

h 0 0 0 0 1 1 1 1 0 enz. 
B 0 0 1 1 0 0 1 1 0 enz. 

C 0 1 0 1 0 1 0 1 0 enz, 

De werkinc;sver~elijkingen voor de flip-flops 

.n+1 ( !\BC + ABC + ABC + !\BC) n A = , 
Bn+1 = (ABC + ABC + l\BC + J\BC) n , 
cn+1 = (ABc + ABC + ABC + -)n ABC 

Ieder van deze ver~elijkin~en kan in de vorm 

Qn+1 = ( G1 Q + ::i;i:i,)11 

zijn dus: 

warden gebracht. Voor de 3 gevallen hebben we resp. 

Q - !\ rr D1 = BC + :sc + BC = B + c ,·r 
u2 = == BC 

Q :=: B 0' = l\C + I\C = c rr = AC + f\C = C u1 1...)2 
Q = C 0' = 0 = 0 ~- = A + l\ = 1 u1 '-'2 

We 

uit-

zijn dus 

Het probleem is nu om van ieder der flip-flops de impuls H 

en S vast te stellen. 

Voor ieder der flip-flops ~eldt 

R.Q + s en HS= 0 

11aarblj ,, enc;,,., in elk c;eval verschillen. Uit deze Boole'se ~J-1 ~ 

verc;e l t jkj __ nc;en moe ten de onbekenden R en S VJOrden opge lost. 

Teneinde de oplossinc; te vinden, maken we de volcende tabel, 
uaarin alle mof3elijke cor,1bln2tles van ,rnarden van :::;1 , c;2 en Q 

warden onderzocht. 

De laatste twee kolommen 1JOrden als volc:;t c;evonden. Voor 

dte rijen (nl. de rijen 0,1,3 en 4), waar ~Q + S = 0 is, moet S 

in ieder ceval O zijn. In de rijen 2 en 6, waar fiQ + S = 1 is 

maar Q = O moet S == 1 zijn. In rij 1 en 3 moet fi = O zijn en dus 

R = 1. Daar Ren S niet te~elijkertijd 1 kunnen zijn, moet in 

rlj 2 en 6 R = 0 zijn. In rij 5 en 7 moet R = 0 zijn, want als 

R = 1 was, dan zou ook S = 1 moeten zijn om RQ + S de vereiste 
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waarde 1 te geven. De nu nog niet bepaalde getallen mogen 
0 als 1 zijn, Dit zljn dus onbepaalde constanten, die nog 
oplossing voorkomen. 

g1 g2 Q g1 Q+g2 Q=RQ+S R s 

0 0 0 0 ao 0 
0 0 1 0 1 0 
0 1 0 1 0 1 
0 1 1 0 1 0 
1 0 0 0 a4 0 

1 0 1 1 0 a5 
1 1 0 1 0 1 
1 1 1 1 0 a7 

De algemene oplossing is dus 

R = a0g1g2Q + g1g2Q + g1g2Q + a4g1g2Q, 

S = g1g2Q, + a5g1g2Q + g1g2Q + a7g1g2Q' 

zowel 
in de 

hetgeen door substitutie in de vergelijkingen kan warden geveri­
fieerd. We krijgen in ons geval de eenvoudigste oplossing door 
te nemen a0 = a4 = a5 =. a7 = 0 • 

Dan wordt R = g1Q en S = g2Q. Als resultaat vinden we dus 

zien: 
tijd 

0 

1 

2 

3 
4 

5 
6 

7 
8 

RA = ABC 

~ = BC 

RC = C 

SA = ABC 

SB= BC 

SC = C 

Dat de teller goed werkt, ku.nnen we aan de volgende tabel 

A 

0 

0 

0 

C 

l 

1 

1 

1 

0 

RA 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

SA 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

B 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

~ 
0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

SB 
0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

C 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

RC 
0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

SC 
1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

Het gestelde ogenblik wordt gegeven door ABC. 
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Het schakelschema is al 0 vol~t (fig 7) o b • • 

ABC 

ABC 

I_J __ ~)·F~-, 
' ) ) -- I 

~--- :s I '-

I 
i 
\ 

'=fl-_j, ::J_&-
s, c I ' IJ '--',~-- \ I 

7 f 

~ ' RC ~----- , c·1 
l 
I 

I ____ ... 
-· BC 
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