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cloor 

Dr. C.G.G. van Herk 

Een uitbreidin~ van een 1nteRraa! van Ingham 

- betekent: per definit:1.e geliJk; het d1~fi1:iendtrn1 staat links. 

Onderzocht wordt het gedrag van 

(1) I~ I(T,x) ~; I(T,x,a,b); 1:2 x'ti 5(a+21cti) )(b-2'Tt-r.:i)d't 
'1 

voor T-+ co; T ,x,a,b ziJn onafhankelijke parameters, T > O, x >O., 

a:::: « +ex I i, b:::: p + r-,, 1; r is de zeta f'unc tie van Riemann. Di t probleem 

is voor X=1 opgelost door Ingham (P.L.M.S. 27 ( 1 28), p.273-300). 
Behoudens kleine wijzig~tngen 1·wrc1t diens notatie hier gP.volgd. O.a. 

wordt gesteld 

(2) c,;, J' + J' 1 1 = a+b, t · 21t-c, T - 2TCT, r.(.-);, 

; max(0,1(-'1-cr),½-v-;. 

Kortheidshalve wordt I gesplitst in een hoofdbestanddeeld F 
en een rest RJ dus 

( 3 ) TIT X ~, h) .L\ ,. ,.::,,.., - F(T,x,a,b) + R(T,x,a,b), 

zodanig dat steeds 
1- I + ~ 2 

(4) R "" 0( T ) , e >O; 

-1-~+1:) 
is tevens F=O(T , dan wordt F = 0 gesteld; alleen voor dit 
laatste geval dus is R eenduidig vastgelegd. 

v66r Ingham was bekend 

(5) I (T , 1 , 0(, , ) ,.,,, '5 ( / ) T , (), > -; , f3 > -½ , I ,. -1 

(Hadamard ,Landau, Schnee), 

en, vermoedelijk als enige geval van een integraal ( 1), waarbij 

beide argu.menten van de zetafactoren op de kritleke lijr ::• -i lig
gen, 

(6) I(T,1,},½)"' T log T (Hardy-Littlewood 1918). 

Ingham bewees veel meer dan (5), nl. 



T 

(7) I(T,1,a,b) = J {)(c) + i;1-c ~(2-c)} a·-i; ~-- R(T,'1,a,b), 
1 

waarbij hij voor Reen scherpere Rchatting dan (4) verkreeg, nl. 

( 8) R = 0 c·i·:,,.( c..) + r.( /3) log2 T ) , 

en zelfs, als er een i > O is z6 dat ten minste een van de constan
ten 0'.,/3 buiten de intervallen (- o, J) en (1-J",1+o) ligt, 

(8.1) R == 0 ( T 7\( ~) + 1'( /3) log T) • 

Met behulp van (7) kunnen verschillende integralen op de kri
tieke lijn worden geschat. 

Het enige, aan spreker bekcnde resultaat over integralen (1), 
waarbij x/1, is een lemma bij Titchmarsh, The theory of the Riemann 
Zeta-function ( '51) p.207, nl. 

JT+U 2 it l T l 
(9) Z (t)(n) dt = U(mn)--2 (log -2 - + 2C+O(MT-2 )) 

T m K~ 

_2. l 

+O(MU2T- 1 )+0(T10) + O(T2 M2log(MT)), 
l 

waarbij men n geheel en >0., (m,n) ~ 1, M ::'.:: max(m,n), T2,: U:::-T, 
verder C de constante van Euler is en 

(10) X(s) ;; s-.1.. 
1'i: 2 

l 

z ( t) ,; { ;t ( ½ +1 t)} ~ ! (½+it) . 

Om 3 redenen is er niet getracht een even scherpe restschatting 
te krijgen als Ingham: (a) is het verlies aan scherpte niet groat, 
als (8) door (4) wordt vervangen, (b) verlopen in dat geval verschil
lende schattingen eenvoudiger., (3) is er enige reden te veronderstel
len dat (8) toch niet de juiste orde van de rest aangeeft, aangezien 
Titchmarsh in 1934 aantoonde dat voor het weliswaar zeer speciale ge

val (6) geldt 

( 6 .1) 
...2.. 

I(T,1,½,½) = T log T + (2C-1)T + O(T121og2 T). 

Het hoofdbestanddeel Fis, evenals I, holomorf in een begrensd · 
gebied van de (a,b)-ruimte. Door differentiatie volgt dus uit (1) en 
(3) 

( 11) 

T 
f x 2 '1t't"i '.s'(p)(a+2'1t'--C-i) J(q\b-2rc--ci)d,:; 
1 

op+qF <>p+qR 
= --- + ---- J 

c>aPobq oaP obq 
p ~o, q.> o, 

waarbij de laatste term in het rechterlid uitgedrukt kan worden door 
een integraal van Cauchy, genomen langs cirkels met a en b als mid-



delpunten. Nu is R niet alleen begrensd in een passend eindig 

areaal van de (a,b)-ruimte, maar R kan, als functie van T, daar 

ook gelijkmatig in a en b worden geschat, waardoor het mogelijk 
wordt ook 

asymptotisch te schatten in T; de gunstigste orde voor de stralen 

van de cirkels is daarbij (log T)- 1 • Door a=b=} te stellen ver

krijgt men asymptotische formules met een quadratische integrand 

in r (½+it). 

Is het alleen om formules op de kritieke lijn te doen, dan 

is het voldoende ~ en b b1nnen een zekere omgeving van die liJn te 
kiezen, wat de schattingen enigszins vereenvoudigt (Ingham doet 
dit niet). Men kan b.v. stellen 

(12) 

Het differentieren naar a en b geeft 11 considerable formal 
simplifications in the proof 11 • Spr., in dit opzicht door schade en 

schande wijzer geworden, kan deze woorden van Ingham slechts onde~
strepen, 

(13) 

als 

(14) 

Ingham ging uit van de relatie 

j"(s) = t.m- 8 + )'.,(s) f. n 8 - 1 + Q(x,y,s), :x:>O, y>O, 
1 1 

Q(x.,y,s) = (2i rt:S)-1 J cos -
2 C ( x) 

-s 27C ry7 z z e --_=2_'7C_Z __ dz. 
e -1 

Daarbij is C(x) een contour die de negatieve halve as in positieve 
zin d oorloopt, daa rbij die ( en a lleen die) punt en +ni ( n gehee :i >- 0) 
omsluitend waarvoor n $ x. De betrekking (13) volgt uit de bekende 

integraal 
11:S -1 

!(s) = (2i cos 2 ) f z- 8 dz 
C ( O) e - 2 irz -1 

door verschuiven van de integratieweg.- Feitelijk is (13) de gedaante, 
waarin Ingham de approximatieve functionaalvergelijking van Hardy

Littlewood gebruikt. Deze laatste kan trouwens op eenvoudige wijze 

uit (13) worden afgeleid (Ingham, l.c. p.279); de restvoorstelling 
(14) is bij schattingen biezonder prettig. 

Zij nu eerst x rationaal. Men kan stellen 

(15) x ::= g/h (g,h geheel > 0), (g.,h) = 1, 



l· --;-

en de berekening verloopt, op een 

Ingham. Volgens (13) is 
t: \/-..: 

'r i r• ·· \ · \ -() - 2 '1"t 't 1 
.} \3h:1't i:'1 1 =, t-" m 
.. !r~::::: ,1 

h/t 
-- ) 

'--·-n-.: 1 

gen kan hiervoor schrijven 

( ·"' ... ., '\ 
\ I ( I 

zoclat 

lcleinighe~d na, pret~c1 ale bij 

V ' ·" . \ + .1. \ a ... ::: ·it -c .1 ,1 

I .~ , 
J,.!; q 

en deze formules b1:tjven, met uitzonderlng van de laatstr..; -- -betrek

i{ing in ( -18), 001<: voor irrationale x geldig (waarbi,j dc>'., _; en h wil

lekeurig geheel • 0 en relatief pr-iem l<urmen wor-den genoL.,):·i). 

Uit de approx1matieve functionaalvergelijking van Hardy-Little

woodJ -(13) kan ook, maar vereist enige discussie -, nl. 

~ -s 
= L n 

n $ X 

volgt onmiddellijk 

L 
n,.. Y 

s-1 n 

{ s,.~ ~ +lt-' 2 -it xy "" 1 t l) 

(19) (~(g ✓-c, /r,/g,a+~':-rcti) -· 

zodat 

( '') '\ 1 
'- \l I I--~ ., 

,' J) 

tll/at volgens afspr.aal( in de rest verclvnJrit. Dit maakt het plausibel, 

zeg met de ongel:Ljkheid van Schv181"z voor ogen, dat ook de andere in

tegralen Ip,q die een factor u3 of v3 in de integrand bezitten, niet 
tot het hoofdbestanddeel zullen bijdragen. Dat deze 1ntegralen wer.ke
lijk in de rest verdwijnen vere13t toch wel enige d1scuss12, waarbij 

Ingham echte~ op de voet kan warden gevolgd. We zullen o~s daarom tot 

I 11 en r 22 bepalen, zelfs een sum .. iniel'.'e discussie van r 12 ac:1+;er·w1:ge 

laten. 



In de integrand van I~:? treedt cen .facto~ ):(a+2rt;,:i) i(b-~?,i;'t'i,) 

op; deze is niet h:l.1,de r Lt:: l:. lna:.r· rs, r:en a nymntot 1.sche th'.hatt:tng 

van r(s) op een vert.icale t•e('hte (f'or-:rnu1e van -~~tirling) leidt we
gens ( ·rn) tot 

exp f 2 "It i ( - ,:;- log,; +· 't' + 
... •'j 

- tr - ~ 
+ o(,:; -) 

wat to,:; 

( 21 ) X ( a+;? ;;; ,:; l ) 'X ( b- 2 1t ,: i ) ~ ,:·i- I 

voert~ de fout hierbij gemaakt verdwijnt in de rest. Als ~~n jit 

acce~teert ~an samenvattend warden geschreven: 

Deze uitdrukking bevat termen ~ AT (A constant); die uit de 

eerste dubbelecm beantwoorden aan paren (m,n),- die we van nu sf als 
roosterpunten in een n-rn-vlak zullen interpreteren, met den-as hori
zontaal -, waa~door m=gr, n=hr; deze l1ggen op een rechte door de 
oot'sprong met richtingsco~fflcii:\nt g/h; (1aarnaaat leveren in de 

tweede d'...lbbelsom de :rooste rpunten m=hr, n=gl'."; op de rechte met r•ich

t ingsc oeff'ic ient h/g eveneene een bl,Jd rage tot het hoofd bes t3ndde1~1. 

De bijdrage van alle andere roosterpunten verdwijnt in de rest, In 
het geval x=·l van Ingham vallen beide r-echten samen wegc-;f: h/g = 

,,,g/h ~ 1. 

! ''.> ,, ) 
\ , .. j' 

1.Ji t uit1·1er•ken:J lcomt r:1e11 tot 
T ,,/. 

I "" g-ah-bJ+R, .; ; j f L 
·'1 J:';c:,'\ 

wegens 

het 

-c r 

resultaat 

. ( i; ) 1-c /-c/gh 
t gn r~·-1 

c-2} . r at 

-s ',, . ) n · = ds 
✓ 

'l-s 
X . 0( - a-) 4. ---:;;-;;- + :x: 

,-o 

levert dit ten slotte 

(25) 
·i-a ·1-b ? /gh" ··1-c 

I= g h k i J(c)+v 
-1- { + 6) 

t(2-c)} dv + O(T 
f +f 

4· 0( T ), 

waarbij Keen zekere positieve constante is. Dit resultaat is het 



-6-

enige werkelijk interessante aan de berekening: het hoofdb~stand

deel is discontinu voor alle rationale waarden van x. Een ben3dering 

van een irrationale x door breuken g/h leidt tot het vermoeden dat 

dan F(T,x,a,b)=O zal zijn. Dit is niet voor alle irrationale x juist, 

maar wel voor bijna alle. 

De moeilijkheid wordt hierbij geleverd door die roosterpunten 

(m,n), waarvoor I~ -x \ zeer klein is. Met behulp van een stelling 
van Behnke resp. Walfisz: 

(26) nt1 [n:} = O(N log 1H N), voor bijna alle x, 

lukt het aan te tonen dat bijna altijd FzO (vgl, Koksma, Diophanti

sche Approximationen 1 36, p.109). 


