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Volledig enkelvoudige halfgroepen met een nulelement 

Een halfgroep Smet nulelement 0 heet enkelvoudig als 

1°) s2=o en 

2°) voor ieder ideaal I van S geldt I=0 of I=S. 

Een links ideaal L van Sheet minimaal als L#0 en (0) het enige 

links ideaal van Sis bevat in I. 

Zij nu Ede verzameling van idempotenten van So In E kunnen wij een 

partiele ordening invoeren door te definieren e < f dan en slechts 

dan als ef=fe=e. 

Een idempotent f van S heet primitief als f#0 en uit e ~ f volgt e=0 

of e=f. 

Definitie: Een volledig enkelvoudige halfgroep met een nulelement 

is een enkelvoudige halfgroep met een nulelement die een primitief 

idempotent bevat. 

Men kan nu bewijzen dat in een dergelijke halfgroep S ieder idem­

potent ;o primitief is; dat, als e=e2 , Se en es respectievelijk 

minimale links en rechts idealen zijn, en dat S de vereniging is 
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van z 'n minimale links (rechts) idealen. Daar voor alle aE. S 1 SaS 

een ideaal is van S, geldt SaS=O of SaS=So 

Zij nu A de verzameling {a I ass, SaS=O}. Dan is A een ideaal en 

dus A=S of A=O. 
3 2 Als A=S, dan is S =Oen dus S =O, een tegenspraako 

Dus A=O en SaS=S voor alle a;'O, a E: So 

Stel nu dat {R~;aeA} en {Lf3 ;13E:B} respectievelijk de minim.ale 

rechts en links idealen van S zijn en stel 

Stelling: Zij Seen volledig enkelvoudige halfgroep met een nul­

element en stel dat LSRa;'o. Dan is Ha 8=Ran L8=R0 L13 een groep. 

Als L6R0 =0, dan is H! 6=o en in beide gevallen geldt dat Ha 13;o. 
Bewijs: Stel L_R ;'o. Dan is LbR'#O en een ideaal vans, dus fj""·a2 Pa 

LSR~=S en daar S=S =LaR~LaR~ is ook R~Ia¥o. Stel nu a#O, aERaLS; 

dan asL 0 , a-ER en dus Sa=Lb en aR'=O Of •aR'=R'. 
P a µ a a a 

Daar S=LbR'=SaR' is aR'=R' • Hieruit volgt' dat R L0 c:aR L6en evenzo 
1-> a a a a a P a 

dat RaL 13 c.RaLSa, dus R0 L6 is een groep. 

Zij e de eenheid van RaL8 , dan is R0 =eS \o en L8=se\ o. 
Dus R n L 0 =eSn Se\O = eSe \O = R L0 • a µ 2 a .., 
Als LSRa=01 dan HaS C LS Ra=O. 

2 
Stel nu bE L8en a€Ra• dan S=S =SaSSbS, en dus aSSb9'0. 

Daar aSSbC::R~n La geldt Rao Ls=Halo· 

Zij nu G een willekeurige groep en G0 =G v O de groep met O die wij 

uit G verkrijgen door een nulelement te adjungeren. Laat nu A en B 

2 willekeurige verzamelingen zijn. Onder een Ax B matrix over G0 

verstaan we een afbeelding M van Ax B in G0 en we schrijven M=(gal3) 9 

waarbij gas het beeld is V!;!.n (a,S)e:AxB. 

We definieeren nu I g 0 =0 als g 0 =0 voor alle Sen 
8 (lµ (lp 

* 1 gas=gaS- als ·gas=O voor alle13 # s. 
8 

Zij nu M1 een A x B en M2 een B x C matrix. Als voor ieder paar (a, y) 



de som lg sgs' =g* f3 a y ay 

product M1,M2 als de 

3 

gedefinieerd dan definieren wij het matrix-

matrix M3=( g * ) o 
ay 

Onder een Rees - A x B matrix over G0 verstaan wij een Ax B matrix, 

die hoogstens een element gaf3 bevat met gaS#O. Zij nu M de verzame­

ling van alle Rees - A x B matrices en P een willekeurige Bx A matrix. 

In M definieren we een vermenigvuldiging o op de volgende wijze: 

M1oM2=M 1PM2 • 

M wordt dan een halfgroep: de Rees - A x B matrix halfgroep over G0 

met "sandwich matrix" P. 

Notatie: M0 (G,A,B,P). 

Men kan nu bewijzen dat M0 (G,AiB,P) volledig enkelvoudig is met een 

nulelement dan en slechts dan als iedere rij en iedere kolom van P 

een element ongelijk O bevatten. 

Een dergelijke halfgroep heet een reguliere Rees halfgroep. Zij nu 

omgekeerd Seen volledig enkelvoudige halfgroep met een nulelement 

en {R~ ;a e A} en {18; f3 e B} de minimale links en rechts idealen van S. 

Uit stelling 1 volgt dater een a0 en f30 zijn met H0 B een groep. 
0 0 

Kies nu bij iedere a en f3 een vast element r f3 c- Ha. f3 en q_0 Ii Ha.S • 
0 0 

Definieer nu de Bx A matrix P=(pf30 ) over H~ f3 als volgt Psa=rsq0 • 

0 0 

Daar R' n L' =H u O is P inderdaad een B x A matrix 
a f3 a. f3 

0 0 0 0 

over 

Uit stelling 1 volgt dat r 6q0 #0, dan en slechts dan als H0 f3 een groep 

is. Daar er voor iedere f3 een a is met Haf3 een groep geldt dat Pin 

iedere rij en evenzo in iedere kolom een element ongelijk aan O be­

vat, en dus is M0 (H0 f3, A,B,P) een volledig enkelvoudige halfgroep 
0 0 

met een nulelement. 

Verder geldt ook dat M0 (H0 f3, A,B,P) isomorf is met S. 
0 0 

Stelling 2 (Rees) 

Een halfgroep is volledig enkelvoudig met een nulelement dan en 

slechts dan als het isomorf is met een reguliere Rees-matrix half-
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groep over een groep met Oo zie [1] 

De stelling van Rees hangt samen met de stelling van Wedderburn voor 

enkelvoudige ringen Ao Zij e het eenheidselement van A, dan is 

e=e 1+ •• o+e waarbij dee. primitieve paarsgewijs orthogonale idem-
n l 

potenten zijno Verder is A de directe som van de ringen A •• =e.Ae., 
lJ l J 

waarbij de A .• isomorfe lichamen zijn. 
J.l 

Zij S de vereniging van de A .. ; 
lJ 

dan is Seen halfgroep ender de 

verm.enigvuldiging gedefinieerd in A en Sis zelfs een volledig 

enkelvoudige halfgroep met O. De representatie van A als de volle­

dige matrix algebra over K (K~A .. ) induceert de Rees representatie 
J.l 

van S als we K beschouwen als een groep met O. 

De "sandwich" matrix Pis hier de eenheidsmatrix. 

Stel nu dat 8 ook een topologische structuur heeft en dat Seen com­

pacte volledig enkelvoudige halfgroep met O is. 

Uit de continuiteit van de vermenigvuldiging volgt dan onmiddellijk 

dat de O een geisoleerd punt is van S. 

Verder zijn de verzamelingen 

H= U{Ha/3 

H 1 =U{H 
af3 

een groep; a e A, 13 € B} en 

=O ; et E A, 13 e B} open en gesloten 

deelverzamelingen van So 

Zij nu eaB de eenheid van de groep Ha/3 en Ede verzameling idempo­

tenten van S. 

Stel pa/3 de afbeelding van Sin L8 met Pa/3 (x)=xeas• 

Uit de compactheid van 1 8 en de continuiteit van Pae volgt dat 

en 

c8 =n {p~~ (L8 ) I 
DD :{}{p-1 (0) 

µ a.y 

Ha/3 E H,a,s; A} 

H! S =O , a e: A 9 y e: B} 

twee open en gesloten verzamelingen zijn en dat 

CD= U{L lyeB, H €.Hals H O € H voor alle et£A} en 
µ y ay etµ 

= U{L h E.B, H CH' als H O C H1 voor alle aE'.A}. 
y ay etµ 
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Dus fS = CSn D8 = U {Lyi y £ B, Hay en Ha$ beide in H of beide in 

H' voor alle ae A} is een open en gesloten verzameling van s. 

Daar de f S disjunct zijn is S \ 0 dus te schrijven als vereniging van 

eindig veel J\. 
We kunnen bet zelfde doen voor rec ht s idea.len en bewij zen dat S \ 0 

de vereniging is van eindig veel disjuncte open en gesloten verza-

melingen RS. ,, 
S \ 0 is dus de vereniging van verza.melingen J:, t"\ 

Cl.. 
RSy, waarbij 

iedere £ n R 0 a. µ 
J. y 

bevat is in Hof H' 
J. 

i=1,2, ••• n, y=1, ••• m 

Met behulp van deze splitsing is het mogelijk in L0 en R een ge-
P1 a1 

sloten deelverzameling Y1 respectievelijk Y2 te vinden, zo dat Y1 

precies ~~n punt gemeen heeft met iedere verzameling H en Y2 as, 
precies ~~n punt gemeen heeft met de H 0 • 

a,µ 

We kiezen nu de a 1 en s1 zo dat Ha. 181 een groep is. Zij nu H~181 de 

groep met Odie wij uit H O verkrijgen door adjunctie van een O ele-
011,)1 

ment en zij (Y 1,H~ 181 , Y2) de ruimte Y1x Ha. 181 xy2 u {O}_.waarin een 

vermenigvuldiging gedefinieerd is op de volgende manier 

(y1,h,y2 )(y1,h',y2)=(y1,hy2y1h;,y2) en s.O = O.s= O. 

Dan is (Y1,H~181 ,Y2 ) topologisch isomorf met S. Het omgekeerde is een-

voudig aan te tonen. 

Zij H een compacte topologische groep en zij H0 =HV{O} de groep met 0 

die uit H ontstaat door adjunctie van een nulelement. 

La.at Y1 en Y2 twee compacte ruimten zijn en cp een continue afbeelding 

van Y2 x Y1 in H0 met 

cp(y21 Y1)n H 'F ¢ en cp(Y2 ,y1)n H 'F ¢ voor alle y2 E:.Y2 ,y1E Y1• 

Zij ( Y 1 ,H0 , Y2 ) de ruimte Y 1 x H x Y2 u { 0} met een vermenigvuldiging ge­

definieerd door 
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Dan is (Y1,H0 ,Y2 ) een compacte volledige enkelvoudige halfgroep 

met een nulelement. 

Stelling 

Een compacte halfgroep Smet nulelement is dan en slechts dan vol­

ledig enkelvoudig als S topologisch isomorf is met een (Y1,H0 ,Y2). 
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