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Volledig enkelvoudige halfgroepen met een nulelement

Een halfgroep S met nulelement O heet enkelvoudig als

1°) 5%=0 en

20) voor ieder ideaal I van S geldt I=0 of I=S,

Een links ideaal L van S heet minimaal als L#0 en (0) het enige
links ideaal van S is bevat in I,

Zij nu E de verzameling van idempotenten van S. In E kunnen wij een
partiéle ordening invoeren door te definieren e <f dan en slechts
dan als ef=fe=e,

Een idempotent f van S heet primitief als f#0 en uit e< f volgt e=0

of e=f.

Definitie: Een volledig enkelvoudige halfgroep met een nulelement
is een enkelvoudige halfgroep met een nulelement die een primitief

idempotent bevat.

Men kan nu bewijzen dat in een dergelijke halfgroep S ieder idem-
potent #0 primitief is; dat, als e=e2, Se en eS respectievelijk

minimale links en rechts idealen zijn, en dat S de vereniging is



van z'n minimale links (rechts) idealen. Daar voor alle a& S, SaS
een ideaal is van S, geldt SaS=0 of SaS=S,

Zij nu A de verzameling {a| a&S, SaS=0}. Dan is A een ideaal en
dus A=S of A=0.

Als A=S, dan 1is S3=0 en dus 82=O, een tegenspraak.

Dus A=0 en SaS=S voor alle a#0, a€ S,

Stel nu dat {Ro"‘;aEA} en {Lé 3B €B} respectievelijk de minimale

rechts en links idealen van S zijn en stel

=R =T, =
Ry=Ry\O en L,=LiNO. H =R nL

aB B®

Stelling: Zij S een volledig enkelvoudige halfgroep met een nul-

element en stel dat LBRO‘#Oe Dan 1is Ha =Ran L =RaLB een groep.

B B

Als LR =0, dan is H§B=O en in beide gevallen geldt dat HGB#O.

8
s s o : IRt 1
Bewijs: Stel LBRa#Oo Dan is LBRQ#O en een ideaal van S, dus

2 .
IRY = —QC_TIRITINY T ° o
LBRa S en daar S=S LBRaLBRa is ook RO‘IB?SOu Stel nu a#0, aeRaLB,
dan a€L_, a€R_ en dus Sa=L! en aR’=0 of -aR'=R',

B a a a o

B
=T I RI= [ =R : : :
Daar S LBRa SaRa 1s aRa Ra o« Hieruit volgt dat RaLBC aRaLBen evenzo
dat RaLBC' RaL a, dus RaLB 1s een groep.
Zij e de eenheid van RaLB’ dan 1is R =eS \o0 en LB=Se\ o
Dus R A LB=eSn SS\O = eSe \0 = RaLB"
Als LBRa=O,dan HaB C LS Rm=0a

Stel nu be LBen aeRa, dan S=SQ=SaSSbS, en dus aSSb#0.

1 ] =
Daar aSSbCRan LB geldt Ran LB Ha8¢00

Zij nu G een willekeurige groep en G =GuO0 de groep met O die wi]j
uit G verkrijgen door een nulelement te adjungeren. Laat nu A en B

o o s s o N (o]
2 willekeurige verzamelingen zijn. Onder een A xB matrix over G

)s

verstaan we een afbeelding M van AxB in c° en we schrijven M=(ga8

waarbi j g,z het beeld is van (o,B)€ Ax B,

We definieeren nu Z ga8=0 als ga8=0 voor alle B en

S *
) By~ Bupe 218 8,5=0 voor allef # B.
B

Zij nu M1 een AXB en M2 een B xC matrix. Als voor ieder paar (a,y)



de som é gaBgéY =g:§ gedefinieerd dan definieren wij het matrix-
product M,,M, als de matrix M3=(g:Y)°

Onder een Rees - A XB matrix over G~ verstaan wij een A x B matrix,
die hoogstens &&n element 848 bevat met ga8¢0. Zij nu M de verzame-
ling van alle Rees - A xB matrices en P een willekeurige Bx A matrix.
In M definieren we een vermenigvuldiging o op de volgende wijze:
M10M2=M1PM2.

M wordt dan een halfgroep: de Rees = A xB matrix halfgroep over c°
met "sandwich matrix" P,

Notatie: M°(G,A,B,P).

Men kan nu bewijzen dat M°(G,A,B,P) volledig enkelvoudig is met een
nulelement dan en slechts dan als iedere rij en iedere kolom van P
een element ongelijk O bevatten.

Een dergelijke halfgroep heet een reguliere Rees halfgroep. Zij nu
omgekeerd S een volledig enkelvoudige halfgroep met een nulelement
en {R&;ae A} en {Lé;Be B} de minimale links en rechts idealen van S.

Uit stelling 1 volgt dat er een o en Bo zijn met H g €en groep.
oo
Kies nu bij 1edere o en B een vast element rBeHa 8 en qac HaB o

Definieer nu de B X A matrix P=(p a) over Hg g als volgt Pay=T gy

B
oo
J Vo= : : x .
Daar quae Ra LB c Ra n LB Ha 8 V0 is P inderdaad een B x A matrix
o o o o oo
o
over H o
a B
oo

Uit stelling 1 volgt dat rsqa#o, dan en slechts dan als Ha een groep

B
is. Daar er voor iedere B een o is met HaB een groep geldt dat P in
iedere rij en evenzo in iedere kolom een element ongelijk aan O be-

vat, en dus is MO(Ha g A,B,P) een volledig enkelvoudige halfgroep
oo :

met een nulelement.

Verder geldt ook dat MO( A,B,P) isomorf is met S,

H s
o‘oBo
Stelling 2 (Rees)

Een halfgroep is volledig enkelvoudig met een nulelement dan en

slechts dan als het isomorf is met een reguliere Rees-matrix half=-



groep over een groep met 0, zie D] o

De stelling van Rees hangt samen met de stelling van Wedderburn voor
enkelvoudige ringen A, Zij e het eenheidselement van A, dan is
e=e,teoote waarbij de e; primitieve paarsgewijs orthogonale idem-
potenten zijn. Verder is A de directe som van de ringen Aij=eiAej’
waarbij de Aii isomorfe lichamen zijn.

Zij S de vereniging van de Aij ; dan is S een halfgroep onder de
vermenigvuldiging gedefinieerd in A en S is zelfs een volledig
enkelvoudige halfgroep met 0. De representatie van A als de volle-
dige matrix algebra over K (K2=Aii) induceert de Rees representatie
van S als we K beschouwen als een groep met O.

De "sandwich" matrix P is hier de eenheidsmatrix.

Stel nu dat S ook een topologische structuur heeft en dat S een com-
pacte volledig enkelvoudige halfgroep met 0 is.

Uit de continuiteit van de vermenigvuldiging volgt dan ommiddellijk
dat de O een geisoleerd punt is van S.

Verder zijn de verzamelingen

H= U{HaB | H = een groep; o€ A,B€B} en

oB

H'=U{HmB [ Hi =0;0 € A,B € B} open en gesloten

B
deelverzamelingen van S,

Zij nu €8 de eenheid van de groep HaB en E de verzameling idempo-
tenten van S.

Stel p , de afbeelding van S in Ly met o g (x)=xeaBe

Uit de compactheid van LB en de continuiteit van B volgt dat

-1
Cq =M logg (L) \ Hyg € Hyo&A)
o= 2 _
en D, —(){paY (0) | Hyg =0,0€ A,y €B}

twee open en gesloten verzamelingen zijn en dat

Q
"

U{LY]yeB, HaY€ H als H , € H voor alle o€ A} en

B

U(rL |yeB, H_C H' als H , € H' voor alle o€ A}.
Y ay oB

o
1}



Dus f/ = Cg0 Dy = U{Lyly € B, Hay en H o beide in H of beide in

H' voor alle aE A} is een open en gesloten verzameling van S.

Daar de f disjunct zijn is S\O dus te schrijven als vereniging van

eindig veel LE
We kunnen hetzelfde doen voor rechts idealen en bewijzen dat S\O0
de vereniging is van eindig veel disjuncte open en gesloten verza-

melingen RB o
n
S\ 0 is dus de vereniging van verzamelingen oLa [a] RBY , waarbi]
i

iedere .ﬁap RB bevat is in H of H' 1i=1,2,..en0, Y=1,00.m
i Y
Met behulp van deze splitsing is het mogelijk in LB en Ru een ge-
1 1

sloten deelverzameling Y1 respectievelijk Y2 te vinden, zo dat Y1

precies één punt gemeen heeft met iedere verzameling B, en ¥,
1
precies é&n punt gemeen heeft met de H 8
1
We kiezen nu de a, en 81 z8 dat Ha g een groep is. Zij nu HZ g de

171 171
groep met 0 die wij uit Ha 8 verkrijgen door adjunctie van een 0 ele-
171
Yg) de ruimte Y, x Ha181 XY,V {0} .waarin een

vermenigvuldiging gedefinieerd is op de volgende manier

ment en zij (Yl’Ha S R

(y4shy7,) (v} ,h".Yé)=(y1,hy2y; 15¥}) en 5.0 = 0.s= 0.

Dan is (Y H B ,Y ) topologisch isomorf met S. Het omgekeerde is een-~
voudig aan te tonenu

Zij H een compacte topologische groep en zij H°=H U{0} de groep met O
die uit H ontstaat door adjunctie van een nulelement.

Laat Y1 en Y2 twee compacte ruimten zijn en ¢ een continue afbeelding
van Y2 x Y1 in H° met

¢(y2,Y1)n H# @ en ¢(Y2,y1)n H # @ voor alle Vo,€Yosy, €Y,

ZiJ (Y1,HO,Y2) de ruimte Y1 x H XYZU {0} met een vermenigvuldiging ge=~

definieerd door

H* _F W, ¥ 3¢
(y1 .h,ye)(y1 Bh 9y2)=(y1 !h¢(y29y1 )h ly2) en s. O = 0°s = O°



. o .
Dan is (Y1,H ,Y2) een compacte volledige enkelvoudige halfgroep

met een nulelemente.

Stellin

Een compacte halfgroep S met nulelement is dan en slechts dan vol-

ledig enkelvoudig als S topologisch isomorf is met een (Y1,H°,Y2).
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