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1 • 

In deze voordracht wordt een stelling uit de verzamelingenleer 

behandeld, die verscheidene interessante toepassingen heeft gevonden. 

De stelling is in verschillende vormen in de wiskunde "opgedoken" en 

daardoor ook enige malen door wiskundigen, onafhankelijk van elkaar 

bewezen (Fichtenholz en Kantorowitch (1934), Hausdorff (1936), 

Tarski (1939) 1 Marczewski (1948), Mrowka (1959), Novak (1953))0 

2. 

Zij X een verzameling. De deelverzamelingen van X vormen een algebra 

onder de bekende verzameling-theoretische operaties• zoals: 

AUA=A, 

AUA=X, 

Av (A~ B) =A• 
A I\ (B u C) = (A " B) v (A I\ C) 1 

(Av B)- =AI\ B, enz. enzo 



Voor het gemak zu.llen we van nu af schrijven voor Av B: A+ B, en 

voor An Bi ABo Ook gebruiken we wel het symbool O ioPcVo 0 en het 

symbool 1 iopoVo Xo 

3o Onafhankelijke verzamelingen 

Een intuitie~e definitie is de volgendei 

Een verzameling A1,A2, •• o,An van deelverzamelingen van X (X eindig) is 

onafhankelijk, indien er geen relatie tussen deze verzamelingen 

bestaat (behalve die relaties 1 die uit de eigenschappen onder 2 

vermeld 1 volgen). Noch 0 1 noch 1 kunnen tot zo'n verzameling behoren, 

Voorbeeldeni 

lxl = 1 • 

lxl = 2o 

lxl = 3 

lxl = 4. 

Geen onafhankelijke verzamelingeno 

Een onafhankelijke verzameling kan boogstens een element 

bevatten. 

• als lxl = 2o 
Er zijn onafhankelijke verzamelingen van hoogstens 2 

elementeno 

IXI = 5,6,7 , als lxl = 4o 
lxl = Bo Er zijn onafhankelijke verzamelingen van h.oogstens 3 

elementen. 

4. Preciese definitie 

Zij A1,A2, ••• 1An een verzameling deelverzamelingen van X (X eindig). 

~Deze verzameling heet onafhankelijk 1 indien alle producten 

&A, .SA .• e•o o&A, F O zijn, waarbij EA. = A. of tA. = A. en 
• 1 1 _12 . 1k 1. 1. 1. 1. 
1. f 1 voor JFmo J J J J 

J m 

5. Stelling 1 

Zij IXI = m (eindig) 9 m ~ 1o Voor elk natuurlijk getal n 9 waarvoor 

2n ~ m, bestaat een verzameling van n onafhankelijke deelverzamelingen 

van X. 



Bewijs (schets)a 

(i) Zij A1iA2 ioaa 1An een onafhankelijke verzamelinga Zij voor elke 

i=1 9 2 5 aaoi2n P 0 = £A 1aEA2a oao aEA, waarbij EA.= A. of 
1 n i 1 

&A.= A,a Dan is P.P, = 0 voor i # j en elke P. ~ o. Dus 2n ~ m. 
1 1 1 J 1 

(ii) Zi,j il ~ m" De verzameling bestaande ui t 2 elementen O en 1 

wordt voorgesteld door 2a Zij C de "Cantor kubus", d.w.z. het 
n 

Cairtes ische product van n verzamelingen 2. Dus C = {x g x. =O of 1 } 
n i 

lcnl = 2no Zij Bi= {x g xi=1}, i=1,2jooo,no De verzamelingen 

B. zijn onafhankelijko Zij f een functie van X on C • De verza-
1 .;.... n 

meling {A,g A. = f- 1(B,), i=1 9 2 1 .aa 9n} is onafhankelijk en er 
1 1 l. 

zijn n elementen ino 

6. Het gevalg dat Ix! is oneindig 

Zij !xi = a, (a een oneindig cardinaalgetal)a Een verzameling 

{Ai : i EI} van aeelverzamelingen van Xis onafhankelijk, indien 

alle producten: 

(EA. 
1' 

J 

= A .. 
lo 

J 

0 0 0 

of tA. 
J. 0 

J 

= I. L 
l. 0 

J 

Het is duidelijk, dat een onafhankelijke verzameling hoogstens 2a 

elemente:n kan beva tten o In tegenstelling tot het eindige geval i 

wordt dit aantal altijd bereikt (zie stelling 2). 

7. ~.melingen lichaam 

Een verzameling F van deelverzamelingen van een verzameling Xis een 

verzamelingen lichaam~ indien F 11gesloten" is ender alle verzameling

theoretische operatiesa 

Fis gereduceerd 9 indien voor elk tweetal punten x en y van x. er een 

A~ F bestaat, zo dat x £ A, y 6 Ao 



Lemma 1 o 

Stel lxl = 2° (a oneindig)o Er bestaat een gereduceerd verzamelingen 

lichaam van deelverzamelingen van x. wiens cardinaalgetal a iso 

Bewijs (schets)o 

Dus Zij C0 het cartesische product van a verzamelingen 2a 

C = {x ~ x.=O of 1} 1 (i ~ I, III = a)o Zij voor elke a l. 

Ai= {x g xi=1}o Dan heeft het kleinste verzamelingen 

alle Ai bevat een cardinaalgetal a en is gereduceerd• 

i e I 1 

lichaam, dat 

en le I = 2°0 a 

Lemma 2o 

Zij F een gereduceerd verzamelingen lichaam van deelverzamelingen van 

Xo Zij x 1,x2,aoo,xn• y1,y2 ,ooo 9ym verschillende punten van Xo Dan 

bestaat er een A~ F1 zodat x. E A9 i=1,2 9 oooan, y. 'A8 j=1 92 1 ooo,mo 
l. J 

Bewijso 

Volgt gemakkelijk uit de definitie van gereduceerd zijno 

8. Stelling 2 

Zij X een oneindige verzamelingo lxl = ao 

Dan heeft X een onafhankelijke verzameling van deelverzamelingen 

wiens cardinaal getal 2° ,!!o 

Bewijs (schets)o 

Zij C het cartesische product van 2° verzamelingen 2o Dus 

C =2{x g x.=O of 1} 8 waarbij i ~ I, III = 2°a Volgens lemma 1 1 2a l. 
bestaat er een gereduceerd lichaam F van deelverzamelingen van I, 

zodat IFI = aa Zij voor elke A8 A~ F9 xA het punt van C • bepaald 
A ~ 

door x. = 1 ~ i & Ao 
l. 

Zij X = {xA g A~ F}o Dan is !xi = ao Zij voor elite i ~ I, 

B. = {x g x.=1} enc.= X n B.o Dan is de verzameling {C. g i EI} 
l. l. l. l. l. 

onafhankelijk en heeft een cardinaalgetal ao 



9. ToeJpassingen 

1) C kan getopologiseerd worden, door aan elke verza.meling 2 de ;;et 
discrete topologie te geven en aan C de product topologie. 
D l ' ' 2(), 

an vo gt uit stelling 2: 

Ca (Ct oneindig) heeft een dichte deelverzameling. wiens cardinaal-
2 0 • 

geti:1 a l;!o 

2) De Boole'se algebra van alle deelverzamelingen van een verzameling 

van a punten (a oneindig) heeft een deelalgebra, die vrij is op 

2a v-oortbrengendeno (Zie literatuur)o 

3) £ll~ en ultrafilterso 

Zij F ieen lichaamo Een filter 'F van F is een niet-lege deelverza-

meling van F die voldoet aan de eigenschappen: 

(i) Indien B <G 'F en C G. CJ" & dan BC € 7' 0 

(ii) Indien B E °J=' en C :::, B, dan C ~ "F 0 

Een ~trafilter is een filter dat eigenlijk is en maximaalo 

Het is niet moeilijk in te zien, dat indien X een eindige verzam.eling 

is, jxj = m, dan heeft X (bedoeld wordt: het lichaam van alle deel

verzamielingen van X) precies m ultrafilterso 

In het geval X oneindig is, is de situatie verschillend. 

StelliruLl• 
a 

Zij X een oneindige verzameling lxl = Cto Dan heeft X9 22 ultrafilters. 

Het bewijs volgt uit stelling 2, met gebruikmaking van de eigen

schappen van filters en ultrafilterso 

4. 
., 

Uit stelling 3 volgt nog de bekende stelling, dat de Stone-Cech 

compactificatie van een discrete ruimte X, (!xi = aD a oneindig) 
-a-
22 punten heefto 




