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1o

In deze voordracht wordt een stelling uit de verzamelingenleer
behandeld, die verscheidene interessante toepassingen heeft gevonden,
De stelling is in verschillende vormen in de wiskunde "opgedoken" en
daardoor ook enige malen door wiskundigen, onafhankelijk van elkaar
bewezen (Fichtenholz en Kantorowitch (1934), Hausdorff (1936),

Tarski (1939), Marczewski (1948), Mrowka (1959), Novak (1953)).

2.

Zij X een verzameling. De deelverzamelingen van X vormen een algebra

onder de bekende verzameling-theoretische operaties, zoals:

AUA=A,

AVvE=X,

Av(AnB)=A,
An(BucC)=(AnB)vu (An C),

(AvB)” =ZEnB, enz.enz.




=D
Voor het gemak zullen we van nu af schrijven voor A v B: A + B, en
voor A n B: AB, Ook gebruiken we wel het symbool O i.p.v. @ en het

symbool 1 i.p.v. X.

3. Onafhankelijke verzamelingen

Een intuitieve definitie is de volgende:
Een verzameling A_E,AQ,MO,An van deelverzamelingen van X (X eindig) is

onafhankelijk, indien er geen relatie tussen deze verzamelingen

bestaat (behalve dle relaties, die uit de eigenschappen onder 2

vermeld, volgen) . Noch 0, noch 1 kunnen tot zo'n verzameling behoren.

Voorbeelden:

x| = 1. Géén onafhankelijke verzamelingen,

|X| = 2, Een onafhankelijke verzameling kan hoogstens één element
bevatten,

x| =3 , als |[X| = 2,

IXI =L, Er zijn onafhankelijke verzamelingen van hoogstens 2
elementen.,

|X| = 5,6,7 , als |X| = k.

|| = 8, Er zijn onafhankelijke verzamelingen van hoogstens 3
elementen.

L, Preciese definitie

Zij AT,A2,GN,An een verzameling deelverzamelingen van X (X eindig).
‘Deze verzameling heet onafhankelijk, indien alle producten

BA; BA. o o.o oEAL # 0 zijn, waarbij 8Aij = Aij of EAij = Aij en

.1, .72 .
1j # i = voor Jj#m.

5. Stelling 1

zij |X] = m (eindig), m 2 1. Voor elk natuurlijk getal n, waarvoor
n
2

van X,

< m, bestaat een verzameling van n onafhankelijke deelverzamelingen




Bewijs (schets),

(i) 2zij Ajshysooc, A een onafhankelijke verzameling. Zij voor elke
n
vgg og o 000 o 13 s = ]
N P, AjoEA, EAn, waarbij EAl A; of
EAi = Aic Dan is Pin = 0 voor i # j en elke Pi # 0, Dus 2° S m, -
(ii) zij 2® S mo De verzameling bestaande uit 2 elementen O en 1

i=192900092

wordt voorgesteld door 2. Zij C de "Cantor kubus", d.w.z. het
Cartesische product van n verzamelingen 2, Dus C_ = {x: x.=0 of 1}
n n i
lc, | =2
n
B, zijn onafhankelijk. Zij f een functie van X op Cna De verza=

i
meling {A;e A; = f“1(Bi), i=1,2,..0,n} is onafhankelijk en er

AN Bi = {x : xi=1}, i=1,2,00040. De verzamelingen

zijn n elementen in.

6. Het geval, dat |X| is oneindig

Zij |X| = o, (a een oneindig cardinaalgetal). Een verzameling

{Ai $ 1 € I} van aeelverzamelingen van X is onafhankelijk, indien

alle producten:
A, iEAi o ooo oBAL #0 zijn, (1j # 1k)g
L 2 n
(BA. = A, of €A, =1, ).
i, i. i, i,
d J J J
Het is duidelijk, dat een onafhankelijke verzameling hoogstens o°
elementen kan bevatten, In tegenstelling tot het eindige geval,

wordt dit aantal altijd bereikt (zie stelling 2).

T, Verzamelingen lichaam

Een verzameling F van deelverzamelingen van een verzameling X is een

verzamelingen lichaam, indien F "gesloten" is onder alle verzameling=

theoretische operaties.
F is gereduceerd, indien voor elk tweetal punten x en y van X, er een
A € F bestaat, 26 dat x € A, y € A,



=l=

Lemma 1,

Stel IX| = 2% (a oneindig). Er bestaat een gereduceerd verzamelingen

lichaam ven deelverzamelingen van X, wiens cardinaalgetal o is,

Bewijs (schets),

Zij Ca het cartesische product van o verzamelingen 2. Dus
C, = {x s x;=0 of 1}, (i e I, |I| = o), 2ij voor elke i € I,

A, = {x : x;=1}, Dan heeft het kleinste verzamelingen lichaam, dat

alle Ai bevat een cardinaalgetal a en is gereduceerd, en |Ca| = 2%,
Lemma 2,

Zij F een gereduceerd verzamelingen lichaam van deelverzamelingen van
Xo 2ij Xy9XppooosX s Yys¥peocosy verschillende punten van X. Dan

bestaat er een A € F, zodat x; € Ay i=1,2,000,n, Y5 & A, J=1425000 M

Bewijs.

Volgt gemakkelijk uit de definitie van gereduceerd zijn.

8, Stelling 2

Zij X een oneindige verzameling. |X| = o,

Dan heeft X een onafhankelijke verzameling van deelverzamelingen

o o o .
wiens cardinaal getal 2= 1S,

Bewijs (schets).

Zij C N het cartesische product van 2% verzamelingen 2, Dus

02“ = {x ¢ x,=0 of 1}, waarbij ie I, |1| = 2%, Volgens lemma 1,
bestaat er een gereduceerd lichaam F van deelverzamelingen van I,
zodat |F| = 0. Zij voor elke A, A e F, x" het punt ven Cza , bepaald

door x? = <> i e A,

1

zZij X = (x* s A e F}. Dan is |X| = a, Zij voor elke i e I,

B, = {x : x.=1} en C. = X n B., Dan is de verzameling {C. : i & I}
i i i i i

onafhankelijk en heeft een cardinaalgetal a.




9. Toepassingen

1) C o kan getopologiseerd worden, door aan elke verzameling 2 de
discrete topologie te geven en aan C a de product topologie.
Dan volgt uit stelling 2: 2

C N (o oneindig) heeft een dichte deelverzameling, wiens cardinaal-

2
getal a igo

2) De Boole'se algebra van alle deelverzamelingen van een verzameling
van o punten (a oneindig) heeft een deelalgebra, die vrij is op

2% voortbrengenden., (Zie literatuur).

3) Filters en ultrafilters.,

Zij F een lichaam, Een filter ¥ van F is een niet-lege deelverza-
meling van F die voldoet aan de eigenschappens

(i) IndienB e ¥ enC € F, dan BC ¢ ¥ .

(ii) Indien B € F en C > B, dan C ¢ F

Een ultrafilter is een filter dat eigenlijk is en maximaal.

Het is niet moeilijk in te zien, dat indien X een eindige verzameling
is, |X| = m, dan heeft X (bedoeld wordt: het lichaam van alle deel-
verzamelingen van X) precies m ultrafilters.

In het geval X oneindig is, is de situatie verschillend.

Stelling 3.
Qo

. s o s . 2 .
Zij X een oneindige verzameling lXI = a, Dan heeft X, 2 ultrafilters.

Het bewijs volgt uit stelling 2, met gebruikmeking van de eigen=-

schappen van filters en ultrafilters,

b,

Uit stelling 3 volgt nog de bekende stelling, dat de Stone=Cech
compactificatie van een discrete ruimte X, (|X| = o, o oneindig)

22 punten heeft.







