STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM

ZW 1948-006

15 L ek W Cerdin - ;ZiiénﬁmvoA

Verdamping in een turbulente atmosfeer

Betreft: Probleem Dr. L.J.L. Dey.




MATHEMATICOH CRNTRUR 2. T W, 1948, 006

Tetralft: Probleen dr L,J.5L, Dey. 20 Februari 1948
Yerderm:re In een turbulente tmosfeer.
501, Hux onrgbloem, Yo Soke oy ner vlak - wodem wa% 2e "ruwheidspa-
S remeTer: ) waalt gen stationaire wind met de componenten
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Van x = C 0T x = X gtrekt =2icoh esn wateropperviak uit, waar de wind’
dwars overheen u"arijk»t Gevraagd wordt de hoeveelheld water te heore-
kenexn,, die per tijdsszonheild en per lengtecenheid van de waterstrook
door turbulente nitwisseling onder statidl aire omstandigheden verdempt.

Z2ij qix,2) de "spscifieke vochtigheld™ ven de lucht, ddwgeldt voor
de uitwiwa‘lmg de vax-gall,;kmg

-~ 9 2. /. 94! .
(2) § ,5‘:{""' de 7 5i /.

met de rendvoorwaardsn
| g alx,0) = q, (D gxsx,y)
{3) . q{0,2) = U
G{x,z)=20 (z-»0),
De "uitwigsed 1ngaeaéf%"ﬁmént" % in (2) wordt gegeven door de verge-

ri
(84) !g ,’7 (‘2‘);';-_- r ./r’//r,;;(gf ‘ZG",

§ 2, Algewsen karsister van de oplossing.
Wil subetlituerea in (2)

(5) xa*zaazgi,xaefo

Voor gesciikt gekoxea o worden de vergelijzing en de randvoorwaarden
(6) fg’;— (s ?{/ 2 :

(1) el s, w g, (§) voor § = 1

t§,3%)
a{ £ , ¢ ) =0 voor{ =0
(¢&2¢)

+ Q0 voor y«»aw /

o §

') Voor de betekenis van 2., K, 73§ en de afleiding der in § 1 voore

komends vergelijkirgen zie men dr L.J.I, Dey, Beschouwingen over
turbulentie en haar invlced op de wind- en mnmmumg in M :
onderste lagen van de stmosfesr,



Probl, Doy = 2 =

Wenneer wij in (6) de factoren

en (%tussen haskjes) ¢ weglaten

log &
krijgen wi] de warmbegeleidingsvergelijking
g . %g
(68) T =

g~ 94 '
Wemen wij alsg randvoorwaarden ‘ '
' a( ¢ ,¢) = a4 (conatant) voor § =
(7a) z (:1(5'L 7)) = 0 voor ¢ =
q( f » { )+ 0 voor g“*"’"
dan wordt de oplossing zosls beke;d gegeven 1oor
& i S
é&a’) | Q(fsf)#ﬁg //”@.:.1’:“,{_
Men kan 4it gemﬁ&;kelijk afleiden docr'@ggst gpeciale oplossingen
a{ £, ¢ ) van (6a) te zoeken van de gedaants u( &) v( g ). (Val,
Prank-v, Mises, Differentialgleichungen der Physik II, 532 e.v.). In
het geval (6) leidt ewbstitutie van a( &, 2 ) =u($ Yv( §) tot de
vergelijkingen

@ & G- *wg/g )t A b=e

Zowel de tweede vergelijking als de randvoorsaerden geven moeilljkheden.
Men kan de moeilijkheden meer gescheiden asnvatten ne toepassing van een
Leplace~transformatie,

§ 3. Laplage-~transformatis. ')

™ De Laplaoegetranaformaerde ven de ;func‘bia al f f ¥, ml.

(9) e, ) - fft’f t)e PEa

voldoet aan de differentiaalvergelijkmg

(10) 6@ (¢4 -5; ) = pQlog ¢ =

net beginvoorwaarden
Q(ﬁ)a[f’ (s"/e*ﬁgﬁlf voord = 1
Q(/é fl»() voor 4 — &G,

Jmgekeerd vind“b men q, uit Q met behulp van 42 relatie

(12) g4, §/., o Q(@f/«e "’fﬂa /0‘)"’/

Tooxr §< 0 levert de m“i:egr&&l (12) qf _g’ f ) 03 uit (11) volgen ook‘
le overige rmdvowwmrden (73 |

) Courant-Hilbert, Methoden der Mathematische Phyeik I, 202 e.v.
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In het reeds eerder beachouwde geval van do warmtegeleiding (6a), (7a)
komt er door de Laplace-~transformatie

d
(10a) :—f; - pPQ =V

met beginvoorwaarden
%

Z( Q(p,;) n—i;-VOOI‘!-“’

Q(p,$ )20 voor ¢ e

De oplossing van (10a) luidt

7 - ¢V
Ap, §) = 010:/‘ + 0g0 30

(1 &/

, W
Om aan de randvoorwaarden te voldoen, moet 0y = 0 en Cp = @ ” -}Q
\genogmen wordens Qoo (=8 vE
-—5- @
Met behulp van (12) volgt hieruit
&¢ L o0
Vi o (= ‘/’ﬁ p.‘:

(12a) f/f, 9‘/:;—;;.— / % e e Ap

X A ® O

p-vlak 1"@ B Ve~ W-vlak

Om defe integraal te berekenen kan men als volgt redeneren, De iuntegrand
is regulier in het langs de nsgatieve redle as op’ongemaden p-vlak,
Voor > 0, {> 1 kan men dus wegens

. zaecl-;/r;ve,a}: y/ém;/a/,éﬂ f“ﬁ/ [ 1p1 o )

de integratieweg @ cmvormen tot de gedasrte @ Substitueert men

P = we, dsm krijgt men de geschetete weg (If)in het w~vliak. Met w « 1
L wordt de weg de reele T -as met een boogje om O

» &
[ (88T Ty,

A
ww sl 2%

We ontwikkelen nus *
ﬁ("-t/(r I (1 ,g)ir + (1 c-;)?(i—? dsoenomas

en integreren termsgewijzes: - N |
~fet, R g [ =) i) Er,
(120) ¢(f, 3/- ;_é"[ ;f; ¢ dr-;—é !’F/ Z7 e AT A

o ) "'"’j
Deaar r{”“i/f t e %* 1..

e 2
/r““e"hﬂ = e



Probl, Dey - 4 =
vinden we tenslotte
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in overeenstemming met formule (8a),

§ 4, Het probleem (6), (7).

We gaan op dezelfde wijze te werk sls boven geschetst voor de warmte-
geleiding.

A, We zoeken de oploesing van (10), die veor p = (i ‘r+O')2 d‘poaitief;
to‘c ml nadert als {-» ~ , en die ook aan de eerste randvoorwaarde

(11) voldoet, - 0
sg,_ We substltueren p = (iv )2 en berekensen

(13) i(f"!/tﬁ: z”/ya( ﬂ;[:r/ ;j.c ;’C’d‘r [f)OJ

door gl {( i’t‘)E, j) nawr 22 te ontwikkelen.

r.

Bij A, We moeten alleresrst ean oplossing ven
v 7 Z .
(14) ;,—5(.3 ‘?r/»f. T b’wf’so ( 7 rde1)
vinden, die bij vervanging van 7" door T =17 , ¢ positief, tot nul nederi
ale e . Wij zijn er niet in geslaagd, de vergelijking (14) op te

lossen, We beschouwen daarom de volgende oggeloste vergelijking, die er
enigszinsg bij in de buurt kowt,

? oyt ) . ‘
as) S (¢ )0 (x?¢" /.a >
Hierin szijnef en,@\en m21 zo te kiegen, datl | AN

2
(15) o(%oss- P -»I
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Probl, Doy = § »

een zo goed mogelijke benadering vormt voo: log §( 3 ;1) Bieen we,

dat voor ¢ = 1 de beide functies en hun afteleiden overeenstemmen, dan |

poy i [ |
wordt (1?3‘,.%.(; - &/
(a7) -~ (¢==. 1/ Ve kunien tenslotte m21 20 bepalen,
j 5 dat voor een geschikt gekosen wwd%

N van $

1 (8" RE 105}

Ala N-v1 ul ny2, als Noo» zal

\

m-31. len zou dus de grensgevallen
m =1 :mnms= 2 kunnen doorrekenen,
en kunnen kijken of de resultaton veel verschillen, Voor 1€ $ & N zal
de oplossing van (14) wel in de buurt liggn,

De oploseing van de vergelijking (15), waarin (17) is ingevuld voor
(16), dus

R wont /]
ae) 7 £/¢4 /v‘ L g/¢mn ;:,/- o,
luidt (Vgl. Remke, Differentialgleichungan I, 440)
m /
a9 x, (4L, ,mes v BE

Hierin is Z, een Beasel—-functis van de ord: ¥V , Wij moeten een oplomsins
hebben, die na substitutie vem ¢=+¢Y yoor ‘&tot nul nadert, els ¢ @0
Dan moeten we de tweedo Ha.nkel-—:funotie kiezens

xEO) (.0 //;8/ m 5 /

Vervolgens moeten wi] 0y = oa(p} %o bepaleza, dat san de eerste voomardq
(11) ook voldasn is:

(21) _C (4’// // /‘ga/S/é‘ﬂ }ﬁ(j { Te I’;O

Tenalotte moet dan de 0ploaaing (20) naar 7- ontwikkeld worden, en dearna
ken de imtegrasl (13) worden berekend,

§ 5. Bedenkine tegen dege methode

We hsbben log ; vervangen 4oor
/ gl L
an = (§ 3
De functie log { wes afkomstig van een wincaanelhaidaverdelins. Hen traﬂ‘
in de literatuur voor deze windsnelheidsverdeling ook wel aan een for-

mule ven de gedasnte _ |
(22) 2 ¥ (x>0



Frobl, Dey = 6 =

®n in die gedaante hebben wij de windspelheideverdeling ook gebrachti
Voor de windemelheldesverdeling (22), maar voor iets andere randvoor-
waarden, 1s een uitvoerige beschouwing van de vergelijking (2) gegeven
door W.@.L. Subtton, On the equation of diffusion in a.turbulent medium,
Proc., Hoy. Soc. London (A) 182 {1943) 48 - "5, Vgl. ook P, Pasquill,

Evaporation from a planz; free-~liquid surface into s turbulent airsiream
ibid. 75 ~ 95, ’

(B,L, v.4, Waerden - J, Korevear),



