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Existentie van eindige binaire projectieve groepen. 
(Voordracht door w. Peremans in de serie Actualiteiten, 24 Sept. 

1949) 

'§ 1. Bekende fei ten. 

We beschouwen de draaiingen v.a.n de gewone (driedimensionale Eu­
clidische) ruimte om een vast punt O. Deze draaiingen kunnen ook opge­
vat worden als draaiingen van een boloppervlak met O als middelpunt. 
De groep van deze draaiingen bevat, zeals bekend, de volgende vijf 
typen van eindige ondergroepem 
1 ° cyclische groepen van orde N, bestaande uit N draaiingen met dezelf­

de as om hoeken k~TT, (k = 0,1, ••• , N-1); 

2° diedergroepen van orde N = 2n bestaande uit een cyclische groep van 
orde n en n draaiingen over rr ( van orde 2) om n assen, gelegen in 
het vlak loodrecht op de as van de cyclische groep; 

3° de tetraedergroe_p_ van orde 12,. bestaande uit a~l~ draaiingen, die 
een in de bol inge~ehreven regelmatig viervlak in zichzelf trans­
f'ormeren. Deze groep is isomorf met de al ternerende groep A4; 

4° de octaedergr08Ji? van orde 24, bestaande uit alle draaiingen, d.ie een 
in de bol ingeschreven kubus (cf regelmatig achtvlak) in zichzelf 
transformEiren. Deze groep is isomorf met de symmetrische groep s4; 

5° de icosaederg:r~9e:p van orde 60, bestaande uit alle draaiingen, die 

een in de bol ingeschreven regelmatig twintigvlak (of twaalfvlak) in 
zicl:lzelf' transform,ere·n. Deze groep is isomorf met de alternerende 
groep A5• 

Dat deze gro(;:lpen de enig mogelijke eindige draaiingsgroepen zijn 
is het eerst door F. Klein [4] bewezen. We kunnen deze stelling ih een 

' . 

voor gnneralisatie geschiktere vorm brengen door de bol met behulp van 
stereografische pro ject;ie op de bekende manier af te b'eelden op het 
oomplexe vlak ( met inbegrip van h?t punt c.o). Boldraaiingen gaan dan 
over in gebroken lineairetransformaties·van een speqiaal soort, die. 
uni taire transformaties genoemd wordent 

·--·, a z + b 
• lZ. = -"5 z + a • 

De enige eindige ondergroepen van-de groep der unitaire trans:for111aties 
van eer:t complexe veranderlijke zijn dus ook de bovengenoemde,. 

We kunnen nu de beperking tot unitaire t:!-"a:ns:formaties laten _ve:rval .. 
Len e:n ·dus vragen naar de eindige ondergroepen v~n de gro$:p der gebl:'9'~~!11~ 
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lineaire trans:formaties van een complexe veranderlijke of, wat op het­

zel:fde neerkomt als we de veranderlijken homogeen schrijven, van de 
groep der complexe binaire projectieve trans:formaties. 

Ook deze vraag is door F. Klein bantwoord in die zin, dat de enige 

ondergroepen weer dezel:fde bovengenoem:le groepen zijn. 

§ 2. Generalisatie. 

Nu kunnen we het probleem onmiddellijk generaliseren tot dat van 
de eindige ondergroepen van de groep der b;inaire projectieve transforT" 

maties over een willekeurig commutatief grondlichaam~ Voor een uit­

voerige bespreking van dit probleem zie mijn dissertatie [6]. Het 

blijkt dat als de karakteristiek van het grondlichaam nul is wederom 

geen andere dan de bovenstaande eindige groepen mogelijk zijn. Is 

daarentegen de karakteristiek p, dan tredcm verscheidene niGuwe typen 

van groepen op. Dit wordt veroorzaakt door het feit, dat alleen bij 

karakteristiek p transformaties met een samenvallend paar inva.riante 

punten ( polen) in een eindige groep kunne n optreden. 

Van de verschi11ende problemen, die in dit verband gesteld kunnen 
worden, willen we er hier e6:n bespreke n. We zulle:t?- ons daarbij e chter, 

om niet te uitvoerig te worden, · moeten beperken tot het geval dn.t de 

karakteristiek nul is. We stellen de vraag na.ar de existentie van 

bovenstaande esroepen; dus uitvoeriger geformuleerd: 

Gegeven een ~ichaam van karakteristiek nul; gevraagdt welke eindige 

groepen zian te. reaJ .. iseren als groepen van binaire projectieve trans­

formaties met coefficienten uit dat lichaam. We nemen daarbij als be­

kend aan, dat daa.rvoor geen ,ande:re dan de bovengenoemde groepen in 
aanmerking komen. 

§ 3. Existenti_e van o:yclische groepen. 

We zoeken een transformatie van orde N, d.w.z. een t.ransforma-tie,· 
waarvan de N~ en geen lagere macht de identieke transformatie is. · We 

stellen de transformaties voor door tweerijige niet-singuliere matrices 

waarbij we, omdat het projectieve t:ransformaties betreft, de (ongebrui­

kelijke) a:fspra.ak maken, dat we twee matrices als gelijk beschouwen als 

de· ene uit de andere ontstaait door verrrtenigvuldiging met een fa.ctor#-0. 

We noemen het grondlichaam K. 

We kunnen door een project:i,eve coBrdinatentrans:formatie een matrix 

altijd in een van de beide volgende gedaanten brengen: 
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{N.B. De ei.genwaarden van de matrix behoeven als oplossing van een vier­

kantsvergelijking n=i;et in K te liggen; een diagonaal- of driehoeksge­
da.ante is dus niet in alle gevallen te bereiken:) 
Nu geldt: 

{~ OJN ·(p N O ) ((2)N 
- N - -~ 

-'t - 0 '\ - 0 

Als .deze matrix dus orde N hecft, moet ~ een primitieve N~ eenheids-~ 
wortel ~ zijn (primitief omdat anders de orde "'- N zou zijn), die dan 

dus in K moet liggen. Bevat omgekeerd K de N~ eenheidsworte1s·, dan is 

\ 

een matrix van orde N. In dat geval is de existentie dus gewaarborgd. 
We,nemen nu aan da~ K de ·N~ eenheidsworteJsniet bevat. Een eventuele 
matrix van ·orde N moeten we dan zoeken ender die van de gE?daa.rrte 

A = (; ~) • 

De karakteristieke vergelijking van deze matrix luidtt 

f(x) = x2 - y x - z - O. 

Deie vergelijking is irreducibel, want a.ls 'ze reducibel was met wortels 
11,', A1 in K dan was A in K toch op een diagonaal- o-.f driehoeksgedaante 

te brengen; waaruit zou volgen dat A, en ~1 primitieve N~ eenheids­

wortels . zouden z ijn in s.trijd met de verondersteiling. 

Dus hee-.ft f(x) in een kwadratisch uitbreidingslichaam van K twee ver­
schillende wortels v en wen :in dat lichaam kan A op de diagonaalvorm 

gebracht word.en. Als deze matrix orde N hee-.ft moet 

( 1) y = ~ w , 
.een primitieve N,§, ·eenheid.swortel zijn. Het kwadratische l:i.chaam moet 

e , , •I , •. . ' 

dus de N- eenheida·.vor9tels bevatten. Past me,n op (1) de substitutie S 

van_ de _groep van Galoi$> toe, die de beide wortels v en w verwisselt, 

dan vindt men 

•f 

,, ,t .... 1_ ' ' , 
~ en ~ zijn dus geconjugeerd ten opzichte van K en.de $.om 

-
~, + j# -1 

'.:) := C • 
moet tot · K' behoren. 
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Deze voorwaa:t-de is ook voldoende,. Want als { + < -l in K ligt, zijn 
. S en ~ -l. wortels van de vierkantsvergelijking: 

2 
X - C X + 1 = 0 1 

In het kwadratische lichaam K( ( ) kan men nu twee geconjugeerde elem.en­

ten v en w zo bepalen, dat (1) geldt: 

V = ~ w. 

Stelt men namelijk 

v=a+b(, 
dan wordt 

I -1 ~w = S v =a+ b ~ • 

De voorwaarde v = ~ w geeft nu 

a ~ b ~ = a~+ b • 

De algemeenste oplossing hiervan is a= b, dus 

V = ,\(1 +~~i 
W= A(l•<·). 

De karakterietieke vergelij.king, waarvan v en w wortels ·zijn, wordt dan 

f'(x)= x 2 - ,\(c + 2) x + >-..2 (c + 2)= O; c = { + <-1, 

en de matrix A wordt 

A =( ;(c+2) 1) 
-; X ( c+2) 0 · • 

Dit gee:ft ans de volgende stelling: 

Stelling 1. Noodzakelijk en voldoende opdat in een lichaam K van karak­

teristiek nul een matrix van orde N bestaat is dat < + (-1 in K ligt, 

als ( een primitieve N~ eenheidswortel voorstelt. 

In deze :formulcr:J.ng is het geval, dat { zeli in K ligt 1 begrepen .. 

Omdat bij de orden 2 1 3,4 en 6 de cirkeldelingspolynomen van de eerste 

o:f tweede gr9;ad zijn; bestaan matrices vandeze orden in ieder licha.am~ 

§4. Existan-t:i.e va::-i diedergroe12en. 

Het is duidelijk, dat het voor de existentie van een diedergroep 

van orde 2 n noodzakelijk is dat ean cyclische groep van orde • n bestaat .. 

We nemen dus aan dat voor n aan de voorwaarden van stelling l voldaan 

is. 

We bewijzen eerst een hulpstelling,. 
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Hulpstelling l. Een niet-singuliere ma.trix 

heeft dan en sl echts 9-an orde 2 t a.ls p + s = 0 is. 
Bewijs: (! 2 2 

'\,(p+s)) -'I) (p + '\1' . 
s · = r(p+s) CJ.I'+ s2 - E, 

dus (p2 + ~)-(~r + s2) = (p - s)(p + s) = 

n· 41\ (p+ s) = 
r(p + s)= 

Als p - s = \ = r = O, is de matrix = E. Dus is p + s = O de gezochte 
voorwaarde. (!.is K de n~ ee·nheidsworteJs bevat, is een matrix A van orde 

n in de gedaante 

A= (~ 

te brengen. Stel een matrix B van orde 21 

B = (: ~)' 

dan is 

• 

AB h~eft dus orde 2, als \ a - a == (~ -l)a = 0 is, dus als a = 0 is. 

Hieraan is te voldoen met een niet-singuliere matrix B, b. v. met 

a= o, b = c = 1. 
Als K de n~ eenheidsworte]s niet bevat is een matrix A van. orde n i.n 

de gedaante 

te brengen; kicezen w ~ weer B als .ee n matrix van orde 2-: 

dan i~ 

A B:::: 
(y 

z 

B= (: _:), 

~) (: _:) = 
(a Y + C. az b y - a.) · .. 

b z 
AB hee:ft dus orde 2, als a y + c + b z = o, o:f C :::: - a y - bz. Hiet"­

aan ke.n voldaan warden met een ·niet-singuliere matrix B, b.v. a= o, 
b = 1, c = - z ( we weten da-t z + 0 is). 

In beide gevallen hebben ·we dus een matrix A, van de orde n en een 
matrix B van de orde 2 ge~onden, zo" dat hun product A B orde 2 heeft.· 
Maar 1-1it .A B A B =~E t of A B A = B volg-t Ak B Ak B = Ak~lABAAk~l B =· 
si\ k--l B A k-l B = E, m. a. N. A k B heeft ook ord~ 2~ Hieruit. vo lgt d,at d.e 
ma:trices Ak en·AkB (k= o.l, . ., .. ,n~l}e~n groep vormen, want J3 A,~ #A n .... k 

' ' ' ' ' ' ' '.• I , • • .,, I ' 



-6-
.. 

dus Ah.Ak = Ah+k, Ah.AkB = Ah+kB, AkB.Ah = An-h+k B, Ah B,."Ak B = 
n-k+h = A B. Deze groep is klaarblijkelijk een diedergroep. Dus 

Stelling 2. Noodzakelijk en voldoende voor de existentie van een dieder­
groep van orde 2 n als binaire projectieve groep over een lichaa.m K 

van ka:rakteristiek nul, is de existentie van de o{:'~reenkoms tige cyoli­

sohe groep van ~orde n. 

§5. Existentie van tetraeder-, ~ctaeder- en icosaedergroeR• 
Om de existentie van een gr<;>ep aan te tonen, is het voldoende 

hetzelfde te doen voor een stelsel voortbrengende elementen van die 

groep. We beginnen dus een geschikt gekozen stelsel voortbrengendente 

kiezen voor de,groepen A4, s4 en A5 • 

Hulpstelli:gg 2. De groepen A4 , s4 en A5. zijn isomorf met groepen met 

twee voortbrengenden A en B met de· relatiea: 

bij A4 _ t A3 = B'.3 = (AB) 2 == E, 

bij s4 I A4 = B3 = (AB) 2 = E, 

bij A5 : A' = B3 = (AB) 2 = E • 

Voor het,bewijs zie men Dickson [ 2] , §264, 1265 en §267, waar voort-

. brengenden en relaties opgesteld word.en, die op eenvoudige wijze in 

de bovenstaa.nde te -transformeren zijn. 

~IulMtellin~...2.• A1s twee rra trices A en B gegev.en ziJn, zo dat de orden 
van A, Ben AB ov8reenkomen met de rela.ties in hulpstelling 2, dan 
br.engen A en B een groep van matrices voort isomorf resp. met A4 ; s4 
en A5.. . 
(Men lette op het verschil tussen Pn = E en P heeft .orde 'n, d4 w. z. n 
is het ~leins·tu :natuurlijke getaJ..~ waarvoor geldt Pn = E). 

Bewijst De grocp G', vcortgebracht door A en B voldoet aan dezelfde 

reli;aties als de abstracte groep G gevormd met de re,laties van hulp-. 
stelling 2. Volg0ns een bekende stelling uit de groepentheorie is G1 

homomorf beeln van Gt G' ~ <-1/r~ • 
In het eerste geval zijn de orden van A en A B resp. 3 en 2 t dus de ordr; 

. . ' 
van G' een veelvoµd. van 6;- a.ls ·niet G• ~ G was, moest N o~de 2 hebben; 

daar eohter A4 geen normale qndergroep v~ orde 2 hee:ft, is G' ~· A4• 
In het tweede geval zijn de o:t:-den van A en B resp. 4 en 3, dus de orde 

van G1 een veelvoud van 12; als niet G• ~ G was, moest N orde 2 hebben; 

daar .eoht~r s4 geen norma.lexonde:r-groep van Orde 2 hee:ft, is G' N s4• 
In het. derae geva.l is de orde van G" $eker > l; daar A5 enkel voudi. g is i­
v<:)~ de.arui 1, f da.t G• ~ Ar; • 
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HulRstelli:gg 4. Een niet-singuliere matrix 

( ~ i;) 
heeft dan en slechts dan orde 3, als p2 + p s + s 2 +qr= o is. 

q)3 =·(p3 +22 pqr + qrs 
a r (p + ps + s 2 + qr) 

q(p + ps + s +qr).= E, 2 2 ) 

pqr + 2 qrs + s 3 

,. 

dus (p3 + 2 pqr + qrs)..-.(pqr + 2 qrs + s 3 )=(p-a)(p2 + ps + s 2 + qr).= O} 
i q ( p ! + ps + s ! + qr)= 0 . · · 

r (p + ps + s + qr)= 0 

Ais p - s = q = r = 0 is. is de matrix= E. Dus p2 + ps + s 2 +qr= 0 
is de gezochte voorwaarde~ 
Noodzakelijk en voldoende voor het bestaan van de tetraeder-, octaeder­
resp. icosaedergroep is dus he·t bestaan van een matrix A van orde 3, 4 
resp. 5 en een matrix B van orde 3, zodat AB· orde 2 heef't, Bevat K 
een primitieve derde, vierde resp. vijf'de eenheidswortel genaamd l , 

dan kan voor A gekozen worden 

Stellen we 

d,;m is 
A-B = (~ 

· Di t heeft orde 2, als 

Borde 3 heef't, wordt 
= o. Kiest men b 3F·. O, 

A == (~ ~) . 

B= (: : ) t 

~} (: :) = c,: l:) · 
la + d = 0 is, of d = - ,la. De voorwaarde, dai 

· dan a2 + ad + d 2 + he = a 2 · - f, a 2 + t, 2 a 2 + be = 

dan is c hieruit op te lessen. De zc gevonden 
matrix is zeker niet singulier, mits a+ 0 gekozen wordt, want sine;u~ 

. . . b .· .· 2 2 2 .2 . 2 . ) 2 2 lar1te1t zou etekenen O :;:: ad - bo = - t,a · .. + a - la +t. a =(1-t a .• 
De existentie is daermee dus aangetoond. · 

Bevat K de betref';fende eenheidswortel niet, dan is voor existentie 
tooh in ieder geval noddzakelij~, dat l'Il~trices van de in de hulpstel"'." 
lingen 2 en 3 vermelde orden bestaan. Matrices van orde 2, 3 en 4 be­

staan volgens § 3·altijd; er komt dus a~een voor de icosaedergfoep 
een eis voor ord.e 5, n.1 •. dat de vijfde eenheidwortels kwadratisch ov19r. 
R z ijn,. 210 dat & +t-l in K ligt .• 
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Nu is de vergelijking, waaraan e voldoet 

x4 + x3 + x2 + x + 1 = 0 

en die, waaraan t + t.-1 voldoet: 

x2 -t- X - 1 = 0 • 

De eis dat ·. l + l -l in l{ ligt, is dezelfde als da.t 5 in K een kwadraat 
· is. 

Nu is A in de vorm . 
11(0+2) 

0
1 )· 

'J..2 ( c+2) , c = c + €. '"1 

te brengen. Stellen we 

B>= t ~). 
dart is 

( 
A(c+2) 

A B = --,.2(c+2) 
1 ) ( x y ) = ·( . ~ ( c+2 ).x + z 
O . z u - )t ( c+2) x 

, 

A(c+2)y + u) 
2 ' • 

- ,\ {c+2) y 

Dit heeft orde 2 a.ls t\(c+2)x· + ~ - A2 (c+2)y = 0 is. Lost men z hier .. 
uit opt z = A( o+2) ( ,\ y-x), d an wordt de voorwaarde dat B orde 3 heeft 

~2 + x u + u2 + (c+2}{ >.y .,.. x) Ay = O. 

Kiezen we nu Ay als nieuwe veranderlijke, die we gemakshalve maar weer 
• 

y noemen, d an vindenw e h_et volgende algebraische criterium voor de 
existent±et 

( 2) x2 + x u + u2 + (o+2 )(y-x)y = O. 

Hier komt neg de eis van nie"b-singulariteit bij, dat is voor Bi 

x u - y z :I= o, ma,a.r· daa.r - y z = x2 + x u + u2 is, reduqeert deze eis 
Zich tots 

X + U +, 0. 

De vergelijking (2) is door een~re homogene lineaire transfor­

natie in het grondl,ichaam in een eenvoudiger geda.ante te brengen-. Wt· 
doen di t voor de drie groepen a.fzonderlijk, 

1° T.etraedergroepll Hier is c + 2 = l •. ~ vergelijking is te s chrijven 
a.ls: 

. ' ½ (x2 + x u + .u2 + -:,2 . .;,. x y)= 0 • 

Door de trans:format :\-e: 

<I« X = 2, rt . } 
u = ... ~' ~ u• •. · ir• · •· transformatiedete:r:minant ~ 
Y = x:• ~· u' + y• , . 

. gaat dit over in {aec.enten ".eglate!l)t . . 
.. x2 + v.2 +· ~ · 
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2° Octaedergroep. Hier is c + 2 = 2. De vergelijking is te schrijven 
alsi 

½ x2 + ½ x u + ½ u2 + y2 - x y.= o. 
Door de transforma.tie 

+J 
;;. 

Xi:: 2 x' - 2 u' 
U== 2 u' transf orma·t iedeterminant = 4 :/= 0 

y = x' - ui 

gaat dit over ins 

3° Icosaedergroep, Hier voldoet c aan c2 + c ·- l = o. Door de transfor­

matie 
X = 2 (c+l) x• 

- (c+l) },transfor,,..tiedeterminant = 
U= x' + u' ·2 -

(c+l) 
= 2 ( C +c) = 2 :/= 0, : 

y = x'. + 0 y' 

. gaat ( 2) over iru 
x2 + u2 + Y2 == 0 • 

In de d rie gevallen is de gedaante van de vergelijking dus dezelfde. 
geworden. De bijoondities ·voor niet-singulariteit kunnen vervangen 

' 
wsrden door de eis, dat de x 1 u en y niet alle drie = 0. z~jn (dat rle 

oplossing niet-triviaal is). De bijcondi ties voor de getransformeerd~ 

veranderlijken luiden namelijk als volgt ind~ drie gevallens 
,o .... X + y + U :f= 0, 

X 4: 0 1 / 

(c+l) x+ u :f= o_ 
.A.ls er nu in geval 1° een niet-1riviale oplossing bestaat, waarvoor 
x + y + u = O is, dan is door d1 waarde van ~en verander1:ijke, die :/: 0 

. . 
is, in zijn tegengestelde te verander.en, ee:n nif!}t-trj9iale oplossing 

' .. ; 0 ·. 
te verkrijgen, waa:r;-voor x +·y + u :I: O is. In geval 2 kandoor verwis-
seling van de waarden der veranderlijken ste\~ds gezorgd w:orden, dat 
x. f. 0 is. In gevai 3° kan evenzo gezorgd worden., dat u :/= 0 is; zou 

' ' ' 

dan (c+l)x + u = O worden, dan vervange men u door zijn tege~estelde• 

. Hu.lpstellipg 5. Ala in een lichaam de vergelijking,,:, 

( 3) · x2 + . 2 + u2 + z2 = o .· ... 'y ' . . . ·. 

een niet ... tri'IP7iale oplos~;ng heeft, dan heef-t;.ook 

(4) · x2 + y2 • u2 = 0 
een niet-..triviale opl<>1s:s1..ng. . 

• I ' • t' ' 

vol.de ... , :·~- . 
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cS,.,./4,.+ Jl + Jlf _, 0. 
Zender beperking van de algemeenheid kunnen weJ~f O stellen. Als -1 

in K een kwadraat is, is (4) ook oplosbaar, namelijk door ( V:-1,1,0). 
We nemen dus aan, dat -1 in K geen kwadraat is. Dan is 

een niet-triviale oplossing van (4). Immers dat ziJ niet-triviaal is, 
1. i 

volgt uit het :feit, dat zeker J3 + .!~ :j: O is ( -1 geen kwadraat); dat 

het een oplossing is, blijkt door substitueren. 

Hulpstelling 6. De lichamen waarin 

x2 + Y2 + z2 + u2 = 0 

niet-triviaal oplosbaar is, zijn juist de splitsingslichamen (splitting 

fields, Zerfl:illungskorper) van het gewone quaternionensysteem. 

Bewijsi (zie ook Van der Waerden [8] ,. Kap. 16). Bij de quaternionen 

is het feit, dat het grondlichaam splitsingslichaam is, aequivalent 

met het optreden van nuldelers in het quaternione nsysteem. Voor het 

laatste is evenwel de niet-triviale oplosbaarheid van bovenstaande 

vergelijking juist de voorwaarde. 

Om de twee gevallen, die we aanvankelijk hadden onderscheiden, nu 

weer samen te smelten tonen we nog het volgende aan. 

Hulpstelling 7. Lichamen, die de derde, vierde of vijfde eenheidswor­

tels bevatten, zijn splitsingslichamen van het quaternionensysteem. 

Voor de derde en vierde eenhe idswortels is dat triviaal; het volgt 
onmiddellijk uit hun definierende vergelij.king; 0 = ti+ E, + l = 
=·· &1 + (t2 ) 2+ 12 ; resp •. 0 == f}·+ 1 = tt+ 12• 

Voor de vijfde eenheidswortels zullen we het bewijs hier achterwege 
laten .. Met hulpmidd'elen uit de algebraische getallentheorie is het 

heel eenvoudig'• Het kan ook rechtstreeks met behulp van de in het bo­
venstaande gegeven beschouwingen; het vereist da.n e venwel een vrij 

~mvangrijk en vervelend gereken. 
De bovensta.and.e hulpstellingen· s-tel1en on$ nu in staat de gezochte 

existentiestelling ui t te spreken: 
§j;_elling 3. De,tetraeder-, ootaeder- en icosaedergroepen zijn als groe­
:pen van binaire projectieve trans:formaties te realiseren in die en 
s:1..eohts die lichamen K van karakteristiek nuJ, die splitsi:ngslichamen 

van he t gewone quaternionensysteem zijn. In het geva.1 va,n de icosaeder­

groep komt daar nog de eis bij dat 5 een lcwadraat is in K. 
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§6. Toepassing op getallenlichamen. 

Bij de beantwoording van de vraag, welke lichamen splitsingsli­

chamen der quaternionen z ijn, kan gebruik gemaakt worden van hetgeen 

daarover uit de algebra bekend is. Als Keen algebraisch getallenli~ 

chaam is, is het mogelijk daarbij ar_i thmetische hulpmiddelen toe te 

pas sen. Dat geval beschouwen ~e nog wat nader. Voor de resul ta ten 

ui t de theorie der hypercomplex.e systemen, die in het vervolg gebruikt 

worden, zie b. v. Deuring [ 1] , Kap·. 6 en 7. 
Als R het 1 lichaamder rationale getallen is .en K een geta.llenlichaam, 

dan is noodzakelijk en voldoende opdat K splitsingslichaam is van een 

algebra (hypercomplex systeem) A over R, dat alle-~ -adisc-he uitbrei­

dingen K1 van K, behorende bij een priemideaal ~ in X, splitsingsli­

chamen zijn van de eveneens p-adisch uitgebreide algebra AP, waarbij 

p het priemgetal· is, dat veelvoud van tf is, benevens de (reele of com­

plexe) uitbreidingen behorende bij de oneindige priemplaatsen •. Zi~ 

hiervoor Hasse [ 3] en Kothe [ 5 J • 
Nu geld-tr evenwel voo.r eenenkelvoudige aigebra over een p...:adisch 

getallenlichaam; dat de ,splitsingsi1icha.men die en slechts die zijn, 

waarvan de graad een veelvoud is van de index van de algebra. 

De p-index van een algebra is echter slechts dan =I= 1, als p deler 

is van de discriminant van de algebra. 

Er wordt dus slechts iets· geeist van de priellldelers van de discri­

rni.nant, die met de oneindige priemplaatsen samen, de vertakkings­

plaatsen van de algebra hetcn. 

B:iJ het quaternionensysteem is de discriminant = -16. Er komen als ver­

takkingsplaatsen dus alleenoa en 2 en we behoeven in K alleen oc en de 

priemdelers van 2 te beschouwen. Nu geeft e>-o de eis, da.t het lichaam K 
I 

niet formeel reeel is: de :rang van de perfecte uitbre_iding van K moet 

> 1 zijn over het erin bevatte reeel afgesloten lichaam. Deze eis is 

evident, want in een re~el lichaam kan nooit eE!n som van kwadraten op 

niet-triviale wijze nul zijnf 
De priemd.elers ¥-> van 2 geven aanleid:i,ng tot If -adische uitbreidingen 

vxn K, die men als volgt vindt: ( zie Van der Waerden [ 71 , § 76 ) ont­

b:1 .. !1d de de:finierende vergelijking van "K in ·2-adisch irreducibele fac­

t:.n:·~n. Laa.t deze factoren de graden g{, ••• , gr hebben. Dan hebben de 

f ,...adische ui-tbreidingen van K, die bij de pri,rndelers van 2 ,behoren, 

eveneens de graden g1 , • •. ,llr• 

Men kan ook 2 · in K in priemidealen ontbindent 

2 = 
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Laat tide graad fi hebben. Dan is 

g. == e. f. 
J. J. J. • 

De ~ -adische ui tbreidingen van de grad en g1 , •• _,gr ZJ.Jn volgens de 
zo juist genoemde stelling slechts dan splitsingslichaam van d~ 

quaternionenalgebr'a, als hun graden g1 , .... ,gr alle even zijn. We 
krijgen dus het volgende criterium: 

Stelling 4. Nodig en voldoende, opdat een getallenlichaam K splitsings­
lichaam yan de quaternionen is, is: 

1° dat K niet formeel reeel is, dus geen ret3le geconjugeerden heeft, 
2° dat in de priemideaalontbinding van 2 de producten ei fi van ex­
ponenten en graden alle even zijn. 

Men kan dit criterium ook·formuleren met behulp van de definierende 
vergelijking van Kt 

Stelli,ng 5. Nodig en voldoende, opdat een getallenlichaam K splitsings­
lichaam van de quaterhionen is, is 1 dat de definierende vergelijking 
van K zowel ree·e1 als 2-adisch in priemfactoren van even graad ui t­
eenval t. 

§7. Voorbeelden .. 

Het evidente :feit dat een reeel lichaam nooit·splitsingslichaam 
"kan zij-n van de" que.ternionen stelt ons in staat onmiddellijk _alle be­
staande groepen over het lichaam R der rationale getallen op te schrij'­
~,en, n. L oyc li;;:iche groepen van orden 2, 3, 4 en 6 en de bijbehorende 
diedergroep'en van orden 4,6.,8 en 12 .. 

Als toepassing van de in § 6 behandelde getallentheoretische hulp~ 

middelen behandelen we het geval van de kwadratische geta1lenlichamen 
R( \{D); waarin D een kwadraatvrij geheel rationaal getal voorstelt. 
De definierende ver,gelijking is dus 

(5) x2 ~ n = o. 
·Deze moeten w e reeel en 2-adisch · ontbinden. Het lichaam zal splitsings-: 

J.ichaam zijn, als ze in beide gevallen irreducibel blijft. Reeel is· 
dat dan en slechts dan het geval als D < O is.Voor de 2-adische ont~ 
binding beschouwen we eerst 

(6) 2 - ' 
x - D = 0 (8) • 

Deze congruentie is dan en slechts dan oplosbaar a.ls D = 0(4) of 

D = 1(8). Het geval D =0(4) is evenwel uitgeslo-ten, omdat .D kwadraa:tf­
vrij verondersteld was. Als dus D , 1(8) is, is (6) onoplos"baar, 
zeker (5) 2-adisch, onoplosbaar, ~s ~2-adisoh · irreduc:i,b~l. 
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Ale D ~ 1{8) ist stellen we 1 - D = 8 ken transformer~n x door 
x = 2 y + li de vergelijking •ordt dan 

( 2 . 
4 y + y + 2 k)= O. 

Nu is de vergelijking 

y2 + y + 2 k = 0 1 

,opgevat als congruentie mod 2, ontbindbaar in relatief' prieme ::faotoren 

(n.l. yen y + 1). D~~ruit volgt, dat dit ook in het lichaam der-2-
adische getallen het geval is (zie van der Waerden ( 7J, § 76 Reduzibi­

lit~tskriterium), en daaruit weer·hetzelf'de voor de oorspronkelijke 

verge lijking ( 5) • I~ di t geval dus g·een split singslichaam. Dus we 
vinden: 

Stelling 6. De kwadratische getallenlichamen R( \f!j),. D kwadraatvrij, 
zijn splitsingslichamen der quaternionen dan en slecht's dan, als· 
D<OenD~1(8),. 
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