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FACULTEITREEKSEN.

1. Gegeneraliseerde Beta-integralen. Algemene ontwikkelingsstelling.

I. Zijy (1) een in het interval e<t <) reguliere functie, die in
dit interval voldoet aan de relaties

o] < et 0™

waarin ¢,>0 |, %o ©n q, van T onafhankelijke geschikt gekozen reéle
getallen voorstellen. :

We defini®ren dan voor Re o > QY»;RA?F: >, de gegeneraliscerde
Bta-integraal B ( ,fS ',\}/ ) als

/ -
@ Blapy-f 1 -0yt
o

IT. 2Zij (t) een functie; die na het aanbrengen van een snede langs
de reéle as van 1 naar -¢o analytisch en eenwaardig is in de cirkel

Cr gedefinieerd door l}-—“ =B,</ . Stel verder dat beide analytische
voortzettingen op het segment O <t< 1 bestaan, ondubbelzinnig be- |
paald zijn en dat voor beiden in die omgeving vanf = 0 geldt ;

W) < ¢, 7

We definieren dan voor R»z D q,.

| | o-peyp Bl '

) Bl oe,@.,w))zmit (7l

De in‘tegra‘tiewegw, wordt'hierin genomen langs de reéle as van
0 tot 1 - 8, s in positieve richting langs de omtrek vanC,., en weer
terug langs de reéle as van 1 -g, s naar O, Langs het eerste stuk van
de reéle as kiest men voor de waarde van \'4 (t ) een van de bovenge-
noemde voortzettingen, zodat na het doorlopen van de omtrek van C,
(in positieve richting) en andersom de andere voortzetting van \}f (t)
wordt aanégenomen. Arg (t -1) wordt gelijk aan nul gesteld in

t=1+9 .

Peghapa - ennghotey

Is \}/ (1) regulier in t = 1, dan is als Rzﬁy"

(3) B (etpiyt) = 2222 Blapiyt)
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Is bovendien (5 geheel, dan is
(4) B lop 5wt J&,}({_;D = Blopiyt)

III. 2ij (t) een functie, die, na het aanbrengen van een snede
langs de reéle as van O naar 6 , analytisch en eenwaardig is in de
cirkel _C, gedefinieerd door \Jﬁf =3,,<| . Stel verder, dat de
beide analytische voortzettingen langs het segmemnt 0<l < 1 vestaan
en dat voor beide in de omgeving van t = 1 geldt

vt < ¢ -7

We definiéren dan voor RIP > g

(5) B, (s«p yt)- -_._S T -tP it dt

De integratieweg W wordt h1er1n genomen langs de reele as van
1 naar 80 y in positieve richting 1langs de omtrek van Co en weer
terug langs de reéle as van 50 naar 1. Langs het eerste stuk van de
reéle as kiest men voor de wasrde van Y (1) é&n van bovengenoemde
analytische voortzettingen, zodat, na het doorlopen van C in posi-
tieve richting, de andere voortzetting van ‘*J (t) wordt aangenomen.
Arg (- t) wordt gelijk aan nul gesteld int -—8

Opmerkingens
Algemeen geldt:

©  Blepirt) = Blesyicd

Verder geldt als \f/ (t) regulier is int= 0 en als Rﬂz x>0

™ B, (g 2222 Byt

Is bovendien o geheel, dan:

(8) B (O(,/’i ) \W’J /2&8,(-{')) = B( 0{,[’3;*({9

IV. We bewijzen nu voor integralen van het type (2) een algemene
ontwikkelingsstelling. Wegens de betrekking (6) kan men deze direet
omzetten in een ontwikkelingsstelling voor -integralen van het type
(5). Een analoog bewijs levert een later te noemen algemene ontwik-
kelingsstelling voor integralen van het type (1).

Beschouw dus een iptegraal van het type (2). Neem aan, dat Y (1)
te schrijven is als \f;(’[) - %(f) c{)&)
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waarin (t) een functie is, die in de cirkel \I-— H = 1 analytisch en

eenwaardig is en daar voldoet aan b
-Rse -
(9) 1@&)} < cﬁ} v (H'-*ﬂ

waarin C,_“t: >0 en q geschikt gekozen, van t onafhankelijke getal-
len voorstellen. De voor“{/ (t) ingevoerde veronderstellingen impli-
ceren, dat % (i) na het aarbrengen van een snede langs de reéle as
van 1 naar - in de cirkel C, analytisch en eenwaardig is, dat de
beide analytische voortzettingen op het segment O <1< 1 bestaan en
ondubbelzinnig bepaald zijn. We nemen bovendien aan, dat de genoemde
voortzettingen op dat deel van het segment, hetwelk in de omgeving
van f 0 ligt, voldoen aan

(10) ‘%(i < c, t i

waarin C¢ >0 en q, geschikt gekozen van t onafhankelijke reele

getallen voorstellen.
Nu geldt de volgende
Stelling: B, ( ,F sV (t)) kan voor R.ad>’P+0y+RML ontwikkeld worden

in de reeks: k
% (4 a TP gt at

37’(!. =

}
waarin de O’k de ontwikkelingscoefficienten zijn ven

Vol < 2 o 0"

Bewijs: We schrlavenﬂ 9
gt - 2 ol ) elt-) Sy

zodat o ) 9 \
Sy =28 ) T )

Is nu 0<% < 1 en )C,t de omtrek van de cirkel )l—” =2, dan

geldt
k-t

oy g o

<

en dus voor iedere ' binnen )( gelegen

b/e&): :.S W q@r{zﬁ) dor

T b (V_i),ﬁw (:_ur—:)E
2

1 j ' Plw)
i K,L ('ur-;)?éw—ﬂ
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Gebruik makend van de ongelijkheid (9)'_ vinden we
(11) lf)}e(ﬂ < ¢4 (/-/L)JP “23 %f%
waarin Cg een van % onafhankelijke constante voorstelt.
Passen we nu toe de transformatie
J-ur =(i-1) -';.— P
waarin ?=\/~H y dus 0 = §<« , dan vinden we voor de integraal in
het rechterlid van bovenstaande ongelijkheid

g
IR I
=i Eiegong oy

Hierin is s N , . 2
PR (- ¢f 4 nim 7¢ g(m—?)

ek zgepeniiq 3 Loapg’
Is ¢9<(2-VY3), dan is

- a1npen g+ Sozg_(/up)t > 22(V3 o)

zodat dan

Al 2w
e, fo-ti = Va4

Is daaren'tegen p>(2 - V_), dan is er in het eerste kwadrant
een hoek % § te vinden zodanig dat sin 23/ *———59—

= ﬁl“frii?“r ‘Sﬂl\}r— W \F%”*"W}’

In de laatste uitdrukking zijn de eerste en tweede term begrensd

is. Onder alle omstandig-

heden geldt dus

S M < C?Ro%;):__

K‘t l’bfv“
Volgens (11) vinden we:
5 i -2 '?/p 2
(12) /BLH) < C& &S (!—fb) 0%—@'-:? ( c? en C? z13:h;g§3

We kunnen nu schrijven.

_B(o({s \{/(ﬂ) Z(/) O‘kj 0( Y /)(“k 13@ t +R2
P S

met R/E =

=
4/
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De integralen bestaan, want 7 (1) voldoet aan (10) en er is
verondersteld Mo ( -3q - q’ )>b met pg 0 e

Wegens het feit, dat % (t) regulier is op W, (behalve in de om=-
geving van 1= 0 in welk geval echter (10) geldt) is H"egﬁ))
beperkt op W, , en geldts

a5 Ry < e, | A S
W

4-&,’ aes g , Lo
e, e e PG i v, a,SC Sytlet]
Voor de laatste integraal vinden we met behullz’) van (12)

1S4t < e aPhy 2

waarin > 3, (maarx <! ),
We zien dus dat 8, \S,BH'”H“ tot nul nadert als 2 onbeperkt
aangroeit. Wat betreft de ecrste integrasl in het rechterlid van (13)

nemen we aan, dat Z zo groot is, dat Re ([5 iy })> 0. Dan wordt ze
gemajoreerd door

[ tiuts g0y e |Gy a

o

Voor {gj kiezen we in (12) "é=l~2‘tg , dus /L-??';,%
en omdat /z‘l b;egrensd is, als 2 onbegrensd toeneemt, vinden we voor
tes | b
2 ‘6/9&)}( sz'P' 203 9.2 .

Is daarentegen ‘tfjé dan nemen we in2(12) /L=-2'- (1+9% ), aus
1 =%= 2 -9 = (1 -0 ). Omdat dan f(;)lg Y =(1 -_’;2.5_) ""? Ybegrensc

i
is vinden we voor T<Z H

< ¢, (- ?)JP 20’379:?‘ = C:at-)?}”ﬁ/%

De eerste integraal in het rechterlid van (1%3) wordt dus gemajo-

!
t-q -’ ~1 ~ *y"
c,yﬂ”%.?féif, Rl e g

, e
c,sﬂ pRelaagopody, gy )’Q"?f’%df

|5t

reerd doors:

o
Wegens R_z(o( —qr-—qf-‘h }> O bestaat de laatste integraal en nadert
tot nul als /8 tot oneindig nadert. '

X -k
We bewijzen nu eerst voor vaste/a : J ik(_,_{-) }ldf = O/(/Y )
y-l
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Immers als k< 0 geldt | 9 | ; /?-k
' 2 -k + -k ; VT
} J , * (1) P < A J , (-t) 7 dt <Xt 7t Toom
¥ r ° i
Neemt men verder aan, dat deze laatste stelling voor zekerek
geldt, dan geldt zo ook voor k + 1, immers

| ety SR T "
S tk-ﬂ (l—'k)f*}‘d{ _ (1—2 ) /g I+_._\§i'_’_.._ I tk(/_l"J /1 df =@,{p )
/Y" /g+/[4+; »?+/J+1

E-I

volgens de inductieonderstelling.

We vinden dus
t

/Y?szg v SX" e (6-4-q) G-{)R{{ﬁd”) dt
AR d G20

(g Re(-at+q+al+h)
oM )

hetgeen tot nul nadert wegens R,Q (oA -q(—-ﬁ;—\? ) > O
Hiermede is de algemene ontwikkelingsstelling voor B, -integralen
bewezen, aangezien blijkt, dat ’P\,ﬁ tot nul nadert als 2 tet e« nadert.

V. Stelt men de zelfde eisen aan \% (t )=%(’C )cg (t) en bovendien de eis,
dat in de omgeving van “t =/ ep het segment 0 < t < 1 geldt

}3 ({‘)} < c,, (l-t )~€£ danoovind't r'nen voor Riy > b -l-q1'+ R:q(, PU?(‘S>Q,’

B(o{)/};;\f{ﬂ):}_g_ Qk S td %-’(pf}\(ﬁ 1+k %(L) At
)

Opmi I. Men gaat tenslotte gemakkelijk na, dat alle in bovenstaande
bewi]js ingevoerde constanten C(, t/m C,, onafhankelijk van d enﬁ ge-~
kozen kunnen worden, indien deze grootheden in een beperkt gebied
varigren. Dit betekent dat de gevonden reeksontwikkeling in zo'n ge-
bied gelijkmatig convergeert.
Opm. II. Hangt bovendien g ({} behalve van 1 nog van een parameter =
af, en weet men; dat binnen zeker gebied van 2de relatie

| gt <, b7
geldt voor een zekere, van «onafhankelijke omgeving van t = 0, terwijl
op het overige deel van de contour \/\/, %(f) een van 4 onafhankelijke

bovengrens heeft, dan zal de convergentie ook in dat gebied van ¢ ge-
lijkmatig zijn.
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2. Gegeneraliseerde Faculteitreeksen. Het convergentie halfvlak.

e Als faculteitreeks (van de tweede soort) wordt in het algemeen
jedefinieerd een reeks van het type

& a k‘ B it T”(k_n T(D{)
Z"E 0((0(*‘:} """""" (trk) ok % "I_-‘(/o)(-rkw)

:i Qk B(Of) k+l)

We voeren nu een grotere klasse van recksen als gegeneraliseerde

faculteitreeksen in, n.l. die van de beide typen:

ZE Qi 3%“ B(d—@,(ﬁ+k)

m g_‘:’)k ak ab{gm :B! (d‘%ﬁ”‘)

( heel 0)
naarin B,(oc—q,,(urﬁ'c)’re:(ﬁ,(%q-qy,wk sy (1)) wvoor (1) = 1.

b veq - -
Hierin is dusE(oé-%,F-#‘()zS 1 } (J_-—JE){3 dt-
T+ k) Tog)

r/d+{$+k-»q¢)

B‘ (d“qu(fﬂ'k): lAS td‘1~1(f~/)(%+k~}d{‘ :

2L

W,
el T T (s q) _ T («-q) fol-g
" T(o(+(3+k~cn T{~[&—\(—/) T(o(+/3+k-%) - -ffrk' :
waarin de integraalvoorstellingen alleen betekenis hebben als

Pu, (- 9 )> 0, terwijl de voorstelling mb.v. Gamma~functies
algemeen geldig is en

(o(~c1,(5+k):5‘ J[M.QY-I(I—J(}F’+k B /&rg,m(/—i’) dt  abs Rz(d«q,\)ﬂh}o

‘Bm
e P

" -q- +k-
ai(;ﬂB,(u-q,@.»k):ﬁ_ij £V »j,gm(t,,)a.t ol Ref-q)>0
W, |
(met arg (t-1)= O en het puntt= 1 +S, van W, ).

We passen nu de ontwikkelingsstellingen van de vorige paragraaf
toe met %/(i‘): log™ (l-—t), resp. g_(JC)= logm(f -1) en vinden, mits
?(t) aan de eisen voldoet, ilie wemg'.n de vorige paragraaf stelden

B(a,p gt og™i-t) = Sty 2o Blot-q 04K
oz R.e(iO b-m v Reg  Rep>o

(1) ™ Ly
B[t R o B (e o) e Rectopfg
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We zien dus, dat gegeneraliscerde B&ta-integralen waa.rvan\f/ (1)
schrijven is als ch (t) log™ (l—f ) resp. @ (1) 1ogm (t-1) te ont-
kelen ziJn in gegeneraliseerde faculteitreeksen, mits Cf’ (f) een
ctie is, die in de cirkel ll—‘H< 1l amlytisch en eenwaardig is
voldoet aan de ongelijkheid ’P

alt] <o [t (-1t

De gebieden, waarin de faculteitreeksen zeker convergeren, zijn
ls onder(l)aangegeven halfvlakken, de mogelijkheid, dat de con-
gentie ook nog optreedt in eesn groter gebied is niet uitgesloten.

dit te onderzoekegg_ maken we gebruik van stellingen voor de gewone
ulteitreeksen Zc";ak B («, k+1 ) zoals deze door Landau en Nor-

i 2zijn bewezen (vgl. Milne-Thomson: The Calculus of Finite Differcn-
» Ch. X, pag. 271-287).

1ling I. De reeks Et_ QkB (o, k+/ ) is ceonvergent in het half-

k R,e o > >\ ’ waarin

N o0

A= 1lim sup log }:’;‘. le/log’n , als ZE Qa divergeert
?
o0

A= lim sup log ‘ZOE Qk}/ logm , als E ay convergeerdt

<
Voor R.I d(k divergeert dc reeks, in geval HJo( =>\ is geen al-
ene regel bekend.

(%)
X
lling IT. De recks Z& Qy B (o, \<+l ) is absoluut convergent in

o
helfvlak R.o_ot> L. 5 voor Rio(</iA is e niet ansoluut convergent.
rin voldoet L aan >\s 5>\ + | . '
/ _/U(—oa

1ling IITI. Als de recks Z‘:_ akB (ot , \<+I ) convergeert voor « =,

o

ze gelijkmatig convergemt:
1° in het halfvlak Reo > Reot£bij willekeurige &£>o0

2% in het gebied }arg (o~ ) é%ﬁ?l bij willekeurige M >o .,

Als gevolg hiervan stelt de reeks in het gehelc convergentie-
ied een analytische functie voor.

Bij al deze stellingen zijn eventueel punten o = 0, -1, =2,-die
het convergentiegebied liggen met een willekeurig kleine omgeving
gesloten. (Hier heeft de reeks geen betekenis daar_E) (ot , k+1) er
eindig is).

. Voor onze gegeneraliseerde faculteitreeksen zijn nu socortgelijke
ultaten af te leiden. Hiertoe bewijzen we allereerst .de

pstelling. Is voor een gegeven functie ¥ (o > ,k ) en bij gehele
, N> 0 een rij getallen £ ""9’?44 tc vinden (2};#0), die nog van

o

mogen afhangen, maar beperkt zijn in elke beperkt gebied van(S ’
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alsmede positieve gehele getallen K en l__, (Kg)_) zodat voor alle
waarden van o en {3 met Rzo(> - N ’ R_a > -—M geldt

(%) ’F( o(’{—j;,k) - /&, B{d,kﬂ) ~ f)r' B (elﬂ) kw) - /?rz B(o(u)‘u- I) - '"""”"""“"ZW-IB{QGN"I'ngi
< /%N B( P\,zo(-\-N)lK' L+I>

voor alle k >K , dan is de reeks i ay F (\‘X,{S,k) (absoluut,
gelijkmatig) convergent voor die waardenuvan X , waarvoor
hkakB(d,k+ 1) (absoluut, gelijkmatig) convergeert en de reeks
vﬁakp(o(,p,k) divergeert (convergeert niet absoluut), waar
2 oak B(cx',k + 1) divergeert h(nie’t absoluut convergent). Bovendien
is de convergentiec van ,_E_E akV (O(,(&,[() in elk beperkt gebied vanf
gelijkmatig naar > . (We sluiten punten waar [ (X ,;%,k) singulier is,
uit)., w0
Bewijs: Als Ejﬁ oy B (o k + 1) (abssluut) convergeert, convergeren ook
mz}_ o, B (ctvr ks ),._.,éakB @+N -2 ,k,“ ) en
E‘%@("“’N‘hk‘bﬂ) (absoluut), waaruit de (absolute) convergentie
van 2’;%}?(0( e 3 volgt. Waar bovendien de '30 gooe ,¥~N onafhankelijk
van & zijn en uit de stelling III voor de gewone faculteitreeksen
volgt, dat als Kk o) B (=, K+/ ) in een gebied van & gelijkmatig
convergeert, de reeksen 2% ay B (o ki ),..., 0k akB(ot+N~z,\<+t)
o eng O B (Xt +N-y ,\<-L+/ ) dat o:vk doen, is
Z}_‘i ay F o ,fZ»,k) ook in dat gebied gelijkmatig convergent.
Is A weer de convergentieabscis vanﬁ a'kB (o(,liﬂ ) en
A- 1< H2d<>\, of R,?,o(=>\ maar o geen fnunt waar Z‘akB (ol,k-!-l ) |
convergcert dan heeft men ’

P P P
%;; a, F{d,ﬁ,k): ’86%: ak Tﬁ(c/wkbl) + IE'%‘X ak B(o{{»{}k%’ <+
b 2 ’ | "\
 REETTTENREENR 1 EN—I%‘E‘ Qk B(',\[+N—I‘!(M)+ KNZK&‘ ak’Rk

wob Ry | < B Rewel koL o

De eerste reeks rechts divergeert als P—~w , de overige naderen
tot een eindige waarde, dus divergeert ook &mak I (ol,p,k).

Als we nu nog bewijzen, dat, indien %o, F (o B k) conver-
geert voor zekere waarde o, vanol , zg 00k convergeert voor alle
met RIO( >Rzel,_is aangetoond dat % oy F‘(d ,{5,\() divergeert voor
alle ol met Re A< A . > | |

Uit de ongelijkheid (3) volgt T(d)&k):%k ("'@/{?)) )



Sy rers

_ Fldpk)
d = F (o, p.K)

o< 9 o)
en d,-d,_ = @/( k —Rl(d—d")‘!)

dus als

, dan geldt

Maar Re (o- o, )> 0, dus z{_‘i (dk- OLk_,) convergeert absoluut
c .
20
en Z’ii &, F (o(n,{i ,k ) is convergent ondersteld,

ergo _,i{ o) F (N“F ,k ).Cj,k =z a, V (o(,(a,k) convergeert.

[ d

Zo vinden we dus dat ook Zakr(uﬁ,k) de convergentieabscis
) 1.2
}ngeef’c; Op analoge wijze gaat men na dat Z;k_a-k F (0‘,{3,"{) en

?;E ’lkB (o K+ 1) dezelfde abscis van absolute convergentie be-
zitten.

We bewijzen nus

Stelling IVe: De reeks &%%B(d~q{ ,(5”& ) convergeert in het half-
viak Re (« -9 )> N\ =1 , wasrbij A gedefinieerd is als in (3%).

Het halfvlak van absolute convergentie vindt men, wanneer men
>\ door/u vervangt, 't;ervvijl,/)c. voldoet aan )\g/»g_ }u—! . Als de
bovenstaande reeks convergeert voor ol =of, is ze gelijkmatig conver-
gent naar ol :

1° in het halfvlak th_gRZo(u+£ bij willekeurige &£>0

2%  in heot gebised Iarg (o(—o(o)klf——vL bij willekeurige m >0 .

Bovendien is de convergemntie in elk beperkt gebied van > gelijk-
matig naar B - In het gehele convergentie gebied stelt dus de reeks
een analytische functie van in_{@s voor {uitgesloten die punten waar

o™ (- k o .
3(3"“ 4 ,(54» ) singulier is).

Volgens de voorafgaande hulpstelling is het voldoende te bewij-

M

zen, dat we voor ;@m :P» (Q(~c; ,(3,-1—\{ ) een ongeliskneid van de vorm
Q7 |

(3) kunnen vinden waarin « vervangen is door o/~ +oa

Voor Re (oé—q’wm ) > O hebben we

m P oeteg - +k-1 -
° B(dw,,)(s*-k)aji V-t o™ (-1

> (-3;’“’

2
zodat in het algemeen, mits o(~q/ geen geheel getal is

3™ ) A / ~ A-g = o ‘fS*k’i ™
3_(?“&(& e k)ﬁziwwr(dﬂ) jwtﬂ 1) &?f (Fﬂd{.

(<]
Verder veronderstellen we dus Re CE Q+m)>— N . Re £ >-M.
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-1
We gaan nu (!-t)P logm (l“t) on t<o ontwikkelen., De (N'f’gnl)N;de
=i=N-m
afgeleide van d27e functie is een polynoom in log (r-t).(l-f )
hetgeen gemajoreerd kan worden door ( -t )_ o als { tussen 0 en

1 ligt. Op deze wijze vinden we .
[7=i " - moeN=~/
(-t] o™ (-t t™ AT A TR

waarin de A' yeon ,AN” nog van{&, afthurzen, maar beperkt zijn in ieder
beperkt gebied van A . Verderwldoet R (t) aan
{

) ‘ 1@-.~N
(4) }’l..\u) < AN Q‘t)Mq-N-M,‘;Z
als O = t < 1.

Aldus blijkts

(5) ;.J.al'm ‘.P)(d‘!{,,r}*‘k\‘—‘(—r)ml%(o(—G‘,Mﬂ;kﬂ)*-&B{d“%+”ﬂ*i)k+§+4---.~......~..----.-1—
waarin *E'N_IE(d—Q+m+N-*J)k+1> ~ R&

A

R 3 CHV ) R a "] L R

2Unam T{‘(’d-’i\' wo

| o
dus als k> Mthimst pop.v. ongaliikhaid (4)

\R* < ! E { d‘ap+-m»N JL\'* M- N--m-i)
. AT

~, \"\'
Hiermede is de vereiste ongelijkneid voor ;‘ T; t‘)(d?% ,(5-”( )

i
gevonden,
~ s
. 9]
IV. Voor Rs (£-9 )> 0 en Rip + k>0 kunmen we _:;;;‘B/(d—(}_,fﬁk)
. » ) 3 "'
schrijven als ; “-q-1p, ‘FS*"L’" boma
. \ t u—l) Aer, =l e
DA O 7
"k“:‘/,
waarinde convour tot de reele as sam2awzetrokien L. worden. Dit levert

m
3™y | A I N T S
O O | B T R R R - V)
by p e B Dy Bl
De :Di ziir atler cnafhankelijk ven <o en k en beperkt als [5
in een beperkt geoned varieert.

- . m-=1
Verder is D(,= () i ein™p alsm ernn

o~
= ( Tt ) cee ir2 G905 M CLeVaY.
t

s MU ML EVEsD en g niet g=zacel; HLw onoven &l ifx nies gelijk aan

een geheel gotal « %, dan is _D,) *t- 0. e vindern 40T VOO Ge

2 L
o - P (=g, (ka) de ongelijxheden van de vorm (3) in te vulien

%
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m
voor 2—)}-; B‘ (d~q,(b*k) een ongelijkheid van het type (3) met « door
otwl vervangen. Het convergentie gebied is dus het halfvlak

R.x,o(>,>\+quV v

In de twee gevallen, dat 1)= 0 is, is )40, immers

DI

. w2
(ri) cos 'ﬂ:@ als m even

. -t
= (i) sint3  alsm oneven.

T
;m E, (-9 ,{b*k ) een ongelijkheid van het

type (3) met o door - tivervangen. Het convergentiegebied is nmu het
halfviak Rees )« Reg-

Volgens (1) hebben we gegeneraliseerde B&ta-integralen met
Yy (1) =¢(f) log™ (-1) resp. Y (t) =p(t) log™ (t-/) ontwikkeld in
convergzante gegeneraliseerde faculteitreeksen, mits f{> ('t') aan een
ongelijkheid van de vorm (2) voldoet binnen de cirkel met middelpunt
1l en straal 1 en aldaar analytisch en eenwaardig is%m

Z2ij nu omgekeerd van de faculteitreeks Z;k_ a’kﬁB(“'%ﬂ*k)

We vinden nu voor

waarin Pu{i» 0 is, gegeven dat zij convergeert voor Rz"u“q, )>)\~'m .
Voor elke £ > C geldt dan dus, mits men & niet zo kiest dat Are
gcheel is

&:‘; @k% B(k—%-r»:}{fw“;)zo

of daar uit (5) volgt 532 ’_B()\-‘h‘ne(:\#-k\lm(:l)m IE){A"*&;k“)
5 S ' -A-
o~ b ‘T(/‘wa)\( N

(_,}mw ('-’
~ (~l-}\~f_‘;'\d
ko /

ay
————— = 0
S

Lim

of k— o
Co li-r-A-g
|44 < A Nk }i

<7
Is A+£<-| dan convergeert de recks £E 0y (1] )" in het gebied
begrensd door de cirkel ll~— H = 1, omdat de reeks p< ( —/~kk-e. )(I—f)“

<
)

[==]
i
'

daar absoluut convergeert, De functie
-tV 5 o betf
voldoet nu aan de ongelijkheid (2) m2- hi=c en dus is
B (v PP (1) 1og (1-1)) in een gegeneralisecrde faculteitreeks te
ontwikkelen, welke juist de recks is waarvan we uitgingen.
Is =N= 1« XA+£< =N (N zeheelz0) on dus Ne- 1< (=1 = A = £ <N
dan is vanaf k=N de binomiaslcoefricient (™" 8 % ) alternerend. Is

dan weer ({) (f): {-”a‘z‘: a( i-t )k , dap geldt dus binnen de cirkel
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l!~t.‘<l weerxr _ } o Y y
|t < {Wb(‘{} g:g a (-t + A)Z‘Nb(*!)k("]? - t] ;}

N-

2 (" H‘“U

i (‘/)k("'?") l'—ﬂk} +

SRR

TS TUAT R

}~>\*£-f

< K-t

dewez. @ (1) voldoet aan een ongelijkheid van het type (2), en
B(d,p ;? ('f) 1ogm (i-1) is inm een faculteitreeks ontwikkelbaar, welke
weer de oorspronkelijke reeks is.

Me vinden dus niet alleén, dat een gegeneraliseerde B&ta-inte=~
graalE)(N)P ;CF (t) log = (1-1 )), waarin c}? (t) aan de r.2ds meer ge-
nogmde eisen voldoet, in een gegeneraliseerde faculteitreeks

ém
Zk* ak——bme (e(-q ,Fs_*f\") is te oa‘twikkelen, maar ook dat iedere
gonvergente faculteitreeksi wk—gﬁ; B (d":qy ,{34-\() waarin R.L{f>>0 N
o]

voor te stellen is door een gegeneraliscerde Beta-integraal
B (u,ﬁ 3 P (t) logm(l-f )), wazarin ¢ (1) aan de reeds meer genoemda
eisen voldoet. ' )m

’ Hetzelfde geldt voor de B‘ -integralen en —B—-;—.\B' -reeksen waar-
bij dan de eis P\A;’%\)» 0 komt te vervallen. C? (t) heet de ‘genererende
functie van de faculteitreeks. '

3. Orde van machireeksen.

o0
1. Voor een machtreeks ZR Qy ﬂck net convergentiz2siraal 1 wordt
o
, Aoy
S S 1]
Tog K
gedefinieerd als de orde van de reeks.

Men gaat gemakkelijk na, dat de constante » ui% stelling IV,
welke de convergentieabscis van een gegeneraliseerde faculteitreeks
bepaalt gelijk is aan de orde van de machtreeks naar -t voor IEQ"CP(JC)
verminderd met 1, als %imof %'C{) (t) niet bestaat, en gelijk aan de

-+

van de machtreeks naar i-t " van {f"i’(e(f) - 1limt¥ ff(ﬂ}/f

t~+o
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verminderd met 1 als lim JC‘n'c{)(Jlf) wel bestaat.')
De orde van een machtreeks is in vele gevallen lastig te bepalen.

Hadamard e.a. is bijv. op dit terrein werkzaam geweest.

IT. We formuleren eerst de volgerde stellingen:

o0
— k
Stelling I. Zij % =!%4| . Heeft de machtreeks %-(¢)=2t_®k“

met convergentiestraal 1 de orde hgo , dan is bij iedere £>s een
van i onafhankelijk getal ¢ te vinden, zodanig dat voor |'Ll < 1 geldt

(1) ]/g(z)} < c(i-=
Immers voor bijna alle k geldt
hﬁﬂ < "‘*’&“l dat is

an ,
(2) “ lorg | < ke

)-h—f_

We schrijven weer, mits ¢ niet zo gekozen wordt, dat h+5 een

ke LC L—-f}k (.}\:5)

waarin voor voldoende grote b de uitdrukking (—3.)k (Jf’ ) constant
van teken is. Geldt dit, evenals de ongelijkheid (2) met k; N, dan

is % oo Y
<C 12}_ %’)k( hk&) ¥
N

waaruit weer volgt t’FL’A‘ < C (I_ ¢)~ h-g +CI
< cli-g) "

geheel getal is

Z O 2
N

bij geschikt gekozen c .

~ . . 5 a x*
Stelling ITI. Stel men kan bij een gegeven machtrecks (%)= o, L
met convergentiestiraal 1 op de eernheidscirkel een exndig aantal pun-
ten 5 jeaee, S; vinden, alsmede een getal @ > 3. zodat binnen de

eenheidscirkel |z|< 1 geldt

: d _—
(3) \/E{/ZX < ZL -\g%‘f?l” +C(l' )

waarin ¢, ye..;C; enC van X onafhankelijke positieve getallen voor-

J

stellen en 4 = M',l is. Dan %s de orde van du recks zeker niet groter
dan @ .
We hebben n.l.:
1 ’;(4)
ka = ms -——;T;T— d,ﬁ
¢

—— - ——— — -

—m.
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waarin de integratiecontour YC,C een cirkel met middelpunt O en straal
¢ zij. Uit (3) volgt

; dz} ~w+l _k
() o)< L 5 L S'
i kl T é ’LkH }(z iﬁﬂ"dw + C (.l t) x
We passen nu toe de transformatie 2z =7
| 5= %] =|- ’Z'e‘(?w‘)‘ = (l~ 22en +'z"‘)£

We vinden zo

,EL(‘?*?\) , waarin cf)“= args,

2
J_B H'zl . 23 ‘i?
ls Zl J (t~1zmcy+aff’*
Voer 2 > 3-\[” , is er een (X te vinden zodanig, dat 0 < X<12E
. . T
en dat sin %X Ve . Voor ? X maken we gebruik van

/zzm?wz x«f+9/1rm ”Y

en voor TU > Lf>3f maken we gebruik van
/- zfcwc{-\rm > 4n M’j(f> ’,’ZC?
We vinden dan

A § d d:
‘észlsid’iy» < 2_&0 5:—;-)?;— +23&(1)w ) __;g_

T
zg(l-'z)‘w  (%)” [n “r —a/'m'}

w-{

< A (1~*2:)-wH cvg) | )wmﬁ'

wW> 1 is ondersteld enX=(7(4 -1),
We nemen £ = 1 -—{: en vinden dan

‘da, w-1
Yo -2 A k

"

Daar verder (1 - beperkt 1s, als koo . volgt tenslotte uit (4)

-‘,;)

;o w=l
“MJ(A k
i

| &
of h_; l+,&,mm 'aki, < w (r:. ?cl)

N.B. In geval we (O = 1 genomen hadden, hadden we gevonden

la,} < AL}k

on dus ‘1»»‘4—/&"“’7%)&-&1!4_%;:&)

Ook dan geldt de stelling dus pog.
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o
Stelling IIT. Zij van de machtreeks (%)=E O ’lk met convergentie-—
straal 1 gegeven, dat zij op de eenheidscirlo(el een eindig aantal
singulariteiten 5, ,. "~95<} bezit. Geldt in dat deel van de omgeving
van 5 , hetwelk binnen de ecnheidscirkel ligt

- Wy,
/3@ G (sq;z) 3@(5,,\)2)
waarin ‘w, reéel, terwijl q_(5,,% ) voldoet aan

L 2" %“(S“)Q):v

-5 0

Ziry | 2% g (50,2 -

an is de orde van de machtreeks, als hz max W, > 1.

Allereerst is het duidelijk, datg (£) aan een ongelijkheid van
het type (3) voldoet metw =b +¢& waarin & een willekeurig positief
getal is. Dus is de orde < h+e . laat men £ tot nul naderen, dan
blijkt dus dat de orde §h is.

Was de orde <h , dan zou volgens (1) binnen de eenheidscirkel
moeten gelden: -k
r%({t):_ c (i- ’t)

]
voor zekere h < h .
Dit is zeker niet waar in de omgeving van het punt s, waarvoor

% I 30 am }wzg,zlg—}

G),.="7' is. De orde is dus egrecies 4‘7 .
Stelling IV. Heeft ﬁ(z):Zjﬁ a Zk de orde H , dan heeft
) o0 |
k
f(iﬁg‘. Qe (k+1)2" de orde et .

Immers lim sup&%j’-;—;—‘tu = «exmw%:z—:‘— + |

[ o
] K
Stelling V. Heeft i’z‘ (%):Z‘:: Qi 2h de orde -}3‘ en '?J%PZ)E,%\( Z
o .

de orde "z , dan is de orde van 'gl('z)-b’gz(z)--zz_ (O + Q) )z* gelijk
aan het max (b, ’hz ), als h(%. "‘z , en de orde van /g, (2 )+ ’gz (2) is
zeker niet groter dan h‘ , als h = h,\ . ‘ '
Het bewijs hiervan is duidelijk.
n

; ~ g Wi -&}zé
Stelling VI. Zij JE@S‘:Z{COL(O.,—@ 3(0,1-1) ﬁ""”“ta;!—"" X
1

. . Yy .
X JKOZ%(CL,UI) /?,a%\,’l‘d(az ) e /Eoz, 2&(02—/2)
+9l=) .
waarin ia&[ﬂ , Cj¥o,
(2) regulier voor \zﬂg 1 terwijl voor e’lkec} niet vol-
daan is aan de volgende voorwaarde: '
Alle w,} yooe ,wzé zijn niet-positief geheel en alle Y

)d'ﬂ’. * o 0 ,yzd'
zijn tegelijkertijd nul.
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Dan kan % (2) ontwikkeld worden in een machtreeks van de orde
h = max ( Re Wiy ).
- Door te differentieren vinden we,dat %'(z) in een dergelijke vorm
te schrijven is als hierboven voor (2) werd gedaan, alleen is
max ( Re CJ{,‘} ) voor de vorm met 1 vermeerderd. We differentieren net
zo lang tot max( PLP,W;,& )2 1 is, dan kunnen we stelling III toepas-
sen, en m.b.v. stelling V in de omgekeerde richting toegepast komen
we op het gewenste resultaat.

4. Het verband met asymptotische ontwikkelingen.

|
%(@c) =S 77 ott) dt

' /
Door de transformatie J£,=lt‘& met > O toe te passen, vinden we
Z

g, () - & &O 1= plat)dt
wearin (e, 1, )= ¢ ( Jff{) :

I;_ Beschouw

Het is mogelijk, dat bij een bepaalde o (z) in een faculteit-
reeks ;Z}_ak]%(g- ,k+1 ) is te ontwikkelen. Dan moet echter C?(Q.( ,'t,)
analytisch en eenwaardig zijn in het gebied ll - f,} < 1, terwijl voor

dezelfde waarden van "' geldt "P{d»}r)x< C({—}lvt,])JF

Dit laatste betekent, cp (e, t‘ ) heeft een machtreeks-ontwikkeling
van eindige orde.

Aan deze eisen voor c() (a()i, ) blijft voldaan, als men o/ groter
laat worden. Verkleinen van o kan achter of een singulariteit intro-
duceren binnen de cirkel }l-e H = 1 of de ?’( u)t, ) van de orde oo
doen worden.

Zij nu m( o()f, ) naar machten van ( I-JC, ) ontwikkeld:
c{)(oc,’c, )= % a0, @) (1-1,)" , dan geldt bij voldoend grote

0%&%&2‘: z@;(vd k_iz

Z(Zwr)(5 ¥

----------

De reeks in het rechterlid convergeert voor kleine &« niet meer.
Als o(— 0 gaaa de faculteitreeks over in een asymptotische ontwikke-
ling naar %« .
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) Dit verklaart, waarom faculteitreecksen convergeren, terwijl asymp-—
totische reeksen met ontwikkelingen naar 4%  , die dus met & = O core
responderen, divergeren.

IT. Een eenvoudig voorbeeld van een faculteitreeks is

Tetd g oY
-1l e ('z+?+;) ———— [’L-r?'fk)
(g)-a-k)
waarin B de getallen van Bernoulli van de orde ( o+ k) zijn.
Deze reeksvoorstell:m volgt uit

|
- S szat it
(p +k) .
G%t)? . Z (~ Bk (f U
Een andere is . Uw)
! - )k () Porn (s
(z-o)"" - 2{z41) oo [2+k)

Voor deze laatste reecks convergeert ook de ontwikkeling naar £z .

Nog een voorbeeld van een funC‘tlt,, waarvoor ook de ontwikkeling
nasr <« -k convergeert is 2
o0 o0 m~/
! )" D)
Men heeft .2 2 =Z———"— S T -

— w2 ~ al o™
Voor m > 1 is
1

..L_ . 1—- Eog_t)'n | )
pe? """’(,n Y ) (vgl. boven), dus

2 cQ

-~ = (-«1 Z-1

2 = I“Zgi M‘{hf'y j ‘t (203,%’) A%

-

1Ty iy Bl

is een analytische functie voor \/-H < 1, de orde van

/- )oﬁ,f
M_Vw 1 ,zoals men met stelling IIT van de vorige paragraaf vindt.

t@

Dus geldt wvoor R,?, 2 >0¢4

—7
= i+Z—' z(2+)

[5)

Qg ki

....... [z+ k) . '},(1@)

waarin de a, de ontwikkelingscoefficicnten zijn van —_—
naar (1-1)s \/*—/Ev}t

W - EE akél—f)k



We beschouwen nu

-£ L(—z)=j “2 dz
z 50 Z-zx
-z
=X jo I+ dx

t - . -
We stelleni{ = & en krijgen

a (1 wgho- ! "
NIVWINE Al (VS R ST ).

(4]

-t
We zullen nu -'—2-33-{:‘ nagr T = 1 —t ontwikkelen.

Stelt men 1 -—253—— Z{ /B«k ’l:'\‘

en{l --—&:ﬁi} =Z_E_ ak’th
dan geldt b = 1, &‘:1{; (k3 1)
en &, '?q, =1 ‘{

ke~
R A

o
Op deze wijze vindt men acktereenvolgens

a, = 1
o 4= = 1
2
-6 42
o aye - & 63 2
243601 +22 o 2= 0L
ol = 4 ! 1
_ 120=240% +210 «2-100 o 2+24 &
& (LS-- 5 1
« o, = 12021800 X+20¢0 9221350 o >+548 o *-120 &7
- : , ,
« 0, = ~3040=15120 &+21000 17640 o’ 49744 o* 3525 oO4720 o°
== 71
« o, = 40320=141120 4231840 -a235zoo «3+162456 478792 o 2+
8 .

+26136 % °-5040 o

en dus voor - [ {(-z) de ohtwikkeling

0t o s s 20

geen singulariteiten binnen !l JCt«<l heeft. D.i. o > log#%?. Bij
&K = logZ is de orde vaﬂ{h”‘z ”Y t!' gelijk 1, evenals bij
o> logz (St.IIT van paragraaf 3 toepassen).
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Fipa) = z—e{_»__ | a=d b- bot + 2 0*
L) = z 2{z+ot)  z (z+d)(z 2] Z2{ 2+ Z +2d){ 7 + 3X)

24-36of +22 ot®=6 o> _ 120-240 & +210 %%-100 AP+24 ot

-+

z2(z4+d). .. (2+4X) Z(Z+X) e (245 X )
. 720-1800 ¥ +2040 5%-1350 oP+548 o*-120 o’
Z(2+ X )ees (246 %)
_ 5040-15120 ol +21000 ol°=17640 o0+9744 « 4=3508 o> 4720 o
Z(2+ X )een... (z2+7)
40320-141120 o +231840 o 2=2%5200 oJ+162454 o o2 o8 o
L 4032 - 6245678792 % 242613600-5040

z(z+cl)e.. (248 X))

"

Voor o = 0 krijgen we inderdaad de gewone asymptotische ontwikkeling.
De ontwikkelingscoefficienten werden berikend voor o= 1 en
o = 2, wat convergente ontwikkelingen levert, verder voor o = log 2,
welke net op de grens van convergentie ligt, en voor &« = 0,5, waar-
voor we divergente ontwikkelingen krijgen.
Hieronder is een tabel van de gevonden waarden va- de tellers,

met als de vergelijking die voor de asymptotische reeks ( = 0)
n 0 0,5 log 2 1 2
0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
2 2 1,5 1,30685 1 0
3 6 3,5 2,80202 2 2
4 24 10,75 7,61852 4 - 8
5 120 41,5 26,7774 14 64
6 720 191,75 110,173 38 - 592
7 5Q40 1035 539,193 216 6768
8 40320 6380,25 2968,92 600 - 90624

Bovendien bepaalden we uit de eerste 9 termen van de reeks,
zonder de factor £~z, de som voor Z = 1,2,3. Voor «= log 2 en&= 0,5 -
werd hierbij na een geschikte term het Fuler~-proces toegepast, voor

o = 0 (asymptotische reeks naar # " ) pasten we het Buler-proces
na de term met kleinste absolute waarde toe, hierdoor ontstaat een
nieuwe alternerende reeks, waarop op dezelfde wijze het Euler-proces
werd toegepast, enz., tot men tenslotte niet meer verder komt. Voor

A= 1 en 2 pasten we het Buler-proces niet toe, omdat het hier geen

voordelen opleverde.
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De begin convergentie was voor « = 1 het beste, bij « = 2 was =]
zeer slecht . Het Euler-proces zorgt bij de lage « -waarden er voor,
dat met de eerste 9 termen toch nog een behoorlijk resultaat be-
haald kan worden.

Het heeft dus zin de reeks te beschouwen voor & = log 2. Voor
“ = 0,5 krijgen we divergentie. Oneindig veel termen van de recks
gedragen zich ongeveer als (—Eﬂ— 1fﬂ ﬂzﬁlz ; waarin Lk -1< 1., 0f
het toepéssen van de sommatiemethode van Tuler zin heeft, is nog een
open vraag. Hierbij dient echter reeds opgemerkt te worden, dat de
methode van Tuler de machtreecks voor {1 -2 1ogf%-l overvoert in een
recks, dic nog tot =0 convergeert.

Het onderstaande tabelletje geceft de resultaten met de exacte
waarden van -2 Ei(-7z). Hieruit blijkt, dat « = 0,5 verreweg de bheste
resultaten oplevert.

{% 0 0,5 log 2 1 2 exact

1 0,6019 0,5969 0,5983 0,6011 0,6216  0,5963
2 0,36111  0,36135 0,36143% 0,36162  0,36421 0,3613%
3

0,262088 0,262081  0,262095  0,262124 0,262675 0,262084

IV, Als laatste voorbeclden mogen de logarithme van de faculteit en
haar afgeleide, de&p ~-functie, dienen,
Hier kan men de integreaalvoorstelling ven Garsz voor de ? -functie
ik
gebruiken " el

pleot<[ 15 - - ]

(¢} /

Norlund geeft al aan, hoe men met behulp hiervan een faculteit-
recks voor ¢ ( 2+jt+/ )= G (2+ ) ken vinden. Immers men heeft

(g plan) < (7 502 12y
Zz+ 1}~ 2yl = ————— d
¢ /L+ 4’ +1) L 2 . x
’ .
s A
s -t
Dit levert, zoals men gemakkelijk ziet, de faculteitreeks
o k R -.--.{ -—'k)
- e L SK D Py
Plos o) -l Z k1 Taan(med) -zt kel
Voor log ! geldt de integraalvoorstelling van Planas

7X

Log ! -Jm,ﬁ:{q_ -t
Y e "




2 Den

Maakt men tenslotte nog gebruik van

Sadipe @+ )x
7 i S 2 .2
oG (2+1) = | = dx
I
- pee
dan vindt men
: 4
“hoglasy <=\ 4R e } t
(1) U CRENE {77 o] d
rl
o4 - zf I ) !
ffo} z.' ~(z+7) 203(¢Z+1) = joff (~:-3L*+/+:’c')~——-— - i%i
In de laatste integraal nemen we ecrst sens de grenzen O en a <1,
Nu is

. Z+) Q

ja et 4y ‘“—"j 17
»@agi -&rga

Verder gebruik makend van

jﬂ_dt )
FPo®t  fooa
vinden weo g }zo%

a i 2 d{
j t '/2 T Z S Z'i =
Y i (1 t ) -t Poo t

@ a 2+t

g fz | / 7 di‘ g( { +y | ) (‘1'!,' /- &

yoraal: - h + y 5T Ty
,Bo%f( 1»%'&- 1) h I~ ¥ F}io%t )70%1 Joa a
In beide integiwien is nu de integrand eindig voor a = 1, we

lwarmen dus de limiet overgang a — 1 uitvoeren. QOp deze wijze blijkt

e d e e
+£(-.+A f&md &

De eerstc integraal zullen we in een facultc, itreeks ontwikkelen;

die in een halfvlak Re z > 7%, een tot nul naderende functie definiecrt.
Stirling's asymptotische formule levert

[ (et ua.ai)

*~£é%)df

?0% 3'- ,20% 2T

Dus

\ bz ; A
@ oy el-lerler) b By <) L iy g )
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Met behulp van de integraalvoorstellingen (1) kan men g (z+1)
en log ( 2+ )! na de substitutie [ =t%4n gegeneraliseerde facul-
teitreeksen ontwikkelen, die de asymptotische reeksen van Stirling
vervangen. Ook hier is een ondergrens voor de o -waarden nan te geven,
waarvoor de reeks in een zeker halfvlal; convergeert. Voor de tP-:func«
tie krijgen we, na de substitutie JL', =1% de integraalvoorstelling:

! R I ~ |
e , . ) " 4 | o
¢ ) %(z.ﬂ)_ ‘_"_S t (/~t7;+ )&r%‘()dt’
. 0 ! '
. ca ! oL .
De singulariteiten van (f(t} = I + T zijn het punt
t, = 0 en de punten, waarvoorf—-— 0 gek'ozen wcfrogtj. De enige singulari-

teiten, die ons interesseren, zijn die, welke binnen de cirkel
I-t] =1 liggen en waarvoor }argﬂ( 1,? . Men ziet dat deze er
slechts zullen zijn als ol < '/5 . Voor o« » ’/,5 krijgen we dus convergente
faculﬁfi_t;%?ksen, en wel convergent voor Re (Z+/ )> 0, daar de orde
van & » 1 is.
Hetzelfde geldt voor de faculteitreeks voor log z !
Voor « = 1 krijgt men de volgende reeksen.

1 1 -
g},- (241 )= log (z+1) = 2(2+1) ~ 12(z+1)(z+2) ~ 12(z+1)(2+2)(z+3)

19 9
= 120(z+1)(2+2). . (274) ~ 20(z+1)(z+2). o (a35) F oo

log z ! = (2+3) log (2+1) = (241) + Blame oxlos

1 1
" FG0(z+1) (2+2) (243) ~ 120(z+1)(z+2). .. (=+8) * *==**

z\[ t,'&'—"l,/gﬁg.ajmt t,=1 indiem /Ku/wvo’o/?ld* ofcaﬁmw

5. Toepassingen van faculteitreeksen en B&ta-integralen.

I. Stelling I: Zij van een functie ‘g (2) die in #Z = 0 regulier is,
gegeven, dat ze eenwaardig en analytisch is in het z -vlak, waarin als.
coupures zijn aangebracht de halfrechten, die een eindig aantal punten

S 900495, met resp. 5o ,...5,0 verbinden. Neem verder éan, dat

(2) in de omgeving van een punt S (4= 1,...,m ), alsmede langs de
halfrechte, die S met 5&00 verbindt is voor te stellen door

Jﬂ’4= 3&@9 4-%&(_%)"

waarin 33( % ) in de omgeving van en langs de halfrechte, met uitzon-
dering van het punt ¢ = 5& analytisch is en /g,é(z ) in die omgeving en |
langs de halfrechte analytisch en eenwaardig is.
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Stel tenslotte, dat er een reeel getal q is te vinden, zodat geldt
9, t2)] < Al o =l

als |#] voldoende groot is en op de halfrechte van 5, naar S\;}oo ligt,

terwijl in het gshele opengesneden 4 -vlak geldt
P / 3
[ Hie] < A 1
Indien dan 2, wordt gedefinieerd door

< k
g(’) S AT/
geldt voor K > 9 b

an

s X R(“’ 94 ( ))
akz..!__{ _M.d,z

At JKR Zkﬂ

Bewijs:

waarin KR bijv. een (in positieve zin te doorlopen) cirkel is met de
oorsprong als middelpunt en voldoend kleine straal R . Laten we R
toenemen, dan moet men, em de singulariteiten 5 te ontgaan de cirkel
van lussen voorzien die om $; lopen en tweemaal, in tegengestelde
richtingen, een stuk langs de halfrechten van 5 naar .33730 « De bijdrage
langs de cirkel nadert tot nul als R+ en k>¢t en de integralen
langs de halfrechten + lussen om $; convergeren, daar de bijdrage
vanj» (2) nul is en Ig (z)’< A ’Ilq' ondersteld werd.

> (Sd ) <k~ d
-l 3 (z) Az
ak ami Z'd: &_ 3"'(-
Jd'co
Door te substituersn I = %’- vinden we
nj -k k*l s
x - (34 . . 3
" 21r'LZ.: % S t 34(7;‘) dt
W,
ro Lk
® - d’ Sé B(k,’%d( (cl‘zdl
P£ = ™My, 4 .
Als dus gd(z)van de vormz—if ( _p ) log *"(-zi-i)%&(.ié}
is, waarin cf?( 1) een in de cirkel )l-ﬂ < 1 reguliere functie is die

daar voldoet aan ,«F(ﬂl H_’ ( H) -

dan kan men de @, schrijven als een eindige som van faculteitreeksen

o B By o

Men kan op deze manier bijv. de coefficienten van de machireeks
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Y

. . )), . \)3 . .
ontwikkeling van ( z-a, ) (z-2a, )7 . ..( 2=, )~ in faculteitreek-

sen ontwikkelen,

2l )
Hierin stellen 8.(T) ency(t) functies voor, diec aan dezelfde voorwaar-
den voldoen als onder IV van § 1 met H +Cf+'R2q = 0.
——— k»
Zij verder t%cf(t)= Ok 5}(/~t) de machtreeksontwikkeling van
o

IT, 2ij Azo, 2o, >\+/bt >0 en Oy =—'—TSW f:w(b ;)/Jh %( )?(ﬂdt‘

tQCf(tjkom het Bynt 1.

{
Zij q;(iw)==25 X%Qﬂn een functie, die binnen de cirkel lmr’< R
0
analytisch en eenwaardig is, terwijl we bovendien onderstellen, dat na
het aanbrengen van een eindig aantal coupures langs halfrechten, die

een punt } met 4 oo verbinden,%‘bw ) in het gchele opengesreden w-vlak
analytisch en eenwaardig is.

Dan is de functiqu(z,%=z§ﬂa$‘%,2h in een # =-vlak, dat open-
gesneden is door coupures aan te brengen langs de halfrechten, die

>“"/"“ “pTl T
d¢ punten Jlé%&¥ﬁ—'£’# met“gpa}b o verbinden en langs de half-

“

A p ' FUTL
rechten, die de punten‘&gi%EL;~_ztAWL met 32,/‘ verbinden een
AT

analytische en eemwaardige functie , die voor te stellen is door de

F )= j[w % { /zfx(f-/)#) 3(” cf(ﬂ dt

integraal

1
]
of door de reeks

PR P WV AR Lk
Fe)e L2k M Lo t)) £ gl ) dt
De straal van de cirkel om 1 van de integratieweg \Vl moet zo klein

gekozen worden, dat geen singulariteiten van g;(yfx(f~d
ocmsloten worden. w0

Voor het bewijs vervangt men in F>(1)=ZE akﬂggﬁ de coéfficien-
tena%door hun integraalvoorstelling, indieﬂ\al<-iA£$LR kan men dan
sommatie en integratie verwisselen en men vindt dé Yereiste integraal-
voar stelling, die in het gehele opengesneden % -vlak een analytische
functie voorstelt. Door het aanbrengen van de coupures n.l. voorkomt
men dat een singulariteit van(% (a'tx(f-!)ﬂ/) op het segment O < t<1
komt te liggen. De ontwikkeling volgt uit de <lgemene ontwikkelings-
stelling.
N.B. Neemt men slechts aan dat voorﬁy(i)==%(f) q&f) de eisen van
paragraaf 1, II gelden, dan is de integraalvoorstelling nog juilst,
mits %o= 0.
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! .
0= jo i”‘ (-1 )’u g(i)cy(%)dt;

%(f ) en Nf( f’ voldoen aan de cisen van sectie V van paragraaf L

we

ITT. 2ij }\)o,/ugo y Atpso

%(w’) 2}«_ ?h‘w voldoet aan de eigen van II van deze paragraaf,

Men vindt dan, dat I (& )= L ‘l\,,/?"@,% analytisch is voort 'tcA-: Ze%~
ten in een %4 =-vlak opengesneden langs de halfrcchten, die J,Q_fff’_x._
met a'oo verbianden, en daarin is voor +te stellen door A H

B |
HzH%(ff*o ) g )it -k g, | G (x4 iU o
waarin tq‘cf'(t )'—‘Zo:— J\( ("‘r ) is gesteld. Bewijs als bij ITI.

IVe We nemen in II van deze paragraaf% (o )= (l*‘w)—l , A= 1,/0,: 0

on (L= g (E)e(t).
Aantl) (t) wordt slechts de eis van paragraaf 1, IT gesteld. Dan

is dus

2T

ay = —’—— SW '{‘h q)(ﬂ f’ft' ; /gh =1

]

5 ' 2Tt

Sy ', ' -l
i) = 2 o x| Gt gt e
W,
Dit levert ons de analytische voortzetting van F(z) in het com=-

plexe 2 =vlak met een snede langs de positieve recle as vanaf 4 = 1. De
integratieweg \A/, moet zo gekozeh worden, dat het punt t =é-j er niet op
ligt.

Ligt + dicht genoeg in de buurt van 1, dan kan men behalve de
oorspronkelijke con‘tourw ook &én W beschouwen, die de pumten 1 =
en T =1 amsluit en geen andere slngularrtelt vantp (?f )e

Dit betekent, dat men aan de integraal het residu van de integrart

Nl—-

in t =% toevoegt.
/-- 1 ...'
o
Dus

-

;
, -1 R 1
Mz) = -4 B (-2t ¢t dt + ;’-\P(ZJ
AT L W ’
' hl .
Hierin kunnen we de integratieweg onafhankelijk van « kiezen, als

# tot 1 nadert, en we vinden dus

Pl = git)+Hey
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wanrin F*( ) cen in de omgeving van 4 = 1 reguliere functie is.

Vervangen we in het bovenstarnde 2 door <z, waarin $7¢0 , dan

vinden wij dat de functice

in dc omgeving van het punt z ~*§)- goschreven kan worden in de gedaante

57 vi5z) + Hee)

waarbij H(z) in de omgeving van « =;%(- regulier is,
Als voorbecld dienc de opgave: Bepaal de aard van de op de een-

heidscirkel gelegen singularitciten van de functic

sk
F(z L

4ls A niet gcheel positief is, geldt de formule

: ﬂ""‘é\% g

|
k 27Tt

dus
F) - tib j (-21) &%ﬁ

zodat volgens het bovenst'mnde f‘ (z) in de omgeving van het punt ¢ =1

afgezien van een reguliere functiec, gelijk is aan I (I~>\) (108 7 ) e
Is A cchtor wel geheel positief, dan is

N vak“l%ﬁqﬂ~£%iYﬂu

t

1

k* T o

dus |
APy —— o) Foglb-N o Aog 1 G
F(L,.\ g BW (s ft) /wa(f ) /Eog ‘

zod=t in dat geval F (z) in de omgeving van het punt z = 1, op een
(\—J’ .log (1-7). log (1),
dit speciale geval +treedt dus in het punt 2 = 1 =2on logarithmische
singulariteit op.

reguliere functie na, gelijk is aan

V. Zij in II%('V)F% , dus /81,— o Verder weer A= l,/u = 0, beven~-
dieng(f;)c oy »g= 0. Dan 15%((10') en dus ook (z) een gehele
functie. Men heeft

o, Ik
hmwmmw(7H21U&Be&ﬁ it

571;3 ° ’c(L )k ik Mn)\& zt( t) o o.mn")\ ,e)\ T"(z A)
Lo, 4 ,.t
W?{z}) S £ "4t

de onvolledige Gamma-functie voorstelt.
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Door analytische voortzetting geldt dit ook voor hakg o .

We vinden zo

C. s Tp 2t & T'{z:p+k)
rL’L):-....H.‘_J__L_ —= /'-)Z\i\— (}S’k ,____.,___;_g____.

Als larg z|< T , zal als jzl-—c de onvolledige Gamma—functier('z;p+k )
tot de volledige Gamma-functie T ({&-Fk ) naderen. Door het vervangen
van de onvolledige Gamma-functie door de volledige, gaat de conver-
gente omtwikkeling in een divergente asymptotische ontwikkeling over.

Is n.l. Re ) >0 dan is T (z;))= T (A= Sw,e“tfkh' dt . Hierin

z

B \ g -t :“‘ v .
zijn zowell (z ;A),_{ (7)) 2ls S« £t dE analytische functies van ) ,

dus bovenstaande relatie blijft ook gelden als Re A < O. We vinden dus

- Tz N=TW +-@(}Jz z >w)
T T LI o

We zien dus dat lr/fet vervangen van de onvolledige Gamma-functie
door de volledige een fout introduceert, die van kleinere orde in X is,
dan welke term van de reeksontwikkeling'ook. |

Nadert |z} tot oncindig met ,arg (—z)\(-?i , dan zal de term
(7(;': ) de hoofdbijdrage' leveren, in de reeksontwikkeling worden alle
termen van dezclfde orde.

VI. Neem nu in II%(’W’) = coshar, dus

o4 5
/gk.. W kcven
o k oneven

It

Verder weer A= 1,/1-= 0, q= 0 en 'g(f) = (t-i )ﬁﬁ

In dit geval vinden we

Fie) = 1. L(mi. A tt) at

210L
e i prrsk
.t ~1 o at) (T~ dt
o e X“jw,(“% B (t-
A, T 00 p « Z 1 +~k =% r{—z“ "l'k)
.-._’”_"5"%2; Xk{ 2 T}ﬂuz ) 2 H}{Mﬁ’ }

met

'Pk @) - 2% T[qf+k) . PR r(~a,(3+k)

gF‘*’k tzj/&+k .
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bls  |x|-> o met |arg #|< I 5 , krijot men een asymptotische reeks

dOOI‘P( z ) door & T(FHﬁ d F’ té vervangen; als |i|—s o et
, &)]<’E: krlggt men ecn asymptotische reeks, dour’ﬁ:(&.) door

4 T (e +K )(»a)(‘:5 te vervangen.
Als voorbesld van de lastste sﬁblllnv nemen we

k|
(k)

egn dus

T('z)z.(;__ T 1 i)

foepassing van de dupllcatlc,formule

! N -0
levert i :—L@“’L)}-« | (%_;) I
- W—T(% ) Ve (§-+h),(—n-—-2’k)} m*i)
Ea-p)l § kg e
. = L w' “(u-) duw
=m0 kg \mei i
s L &w.i ()" o)

In 4it voorbecld is dus

p)-2Lnih ‘ b gy
en we vinden
2 -n- LA
T2l I T TR
( W)= = g\«/ (cw? 2 )( 1) |

wat overeenkomt met de integrealvoorstelling van Poisson voor de

Besselfuncties.,

Tenslotte
| n-g - k ‘n~~)l
I) (Y\‘ a-.—g- N~ 1} ("n.w—k}tk(

dus vinden we de recksontwikkeling
K ET i Wt i ‘“r’(*z;'nﬂu’
L) D i [k 2 e
k-5~ k) Z %

Beschouwen we alleen de eerste term tussen de haken en nemen we
T.ﬁ( T k+} ) i.p.v. de onvolledige Gamma—functie, dan krijgen we




i ¥k : ‘
I - /8/‘ k "/k 2 (’ﬂ.'-+k)
) mz 3 &) K (=t = k)l
:_%; ; (“’)k i“k(nw—,':),.-_...-(m-é+\<){n—%\,—u"-.ln,k+i¢j
Vorre kl 2
o2 - TP 2 okt
R L e )
= —— L_ (‘_*l) : k
Varz k! 2
_ Jéi_ 5’0; 1 )k CE )[im -3 -:‘-~--(j%fn" ~.(;kvl)1)“
" Vamz o k] (&z)k

wat de bekende asymptotische reeks is. -

VII. Neem tenslotte in ITT A =0, u =1, §(w)=2", 4=10,3(b=
:,.-

("t)( « We vinderr na in de J.rrtegralen tdoor 1 -t vervangen te

: I ++
F’(lz\;;z; 9 S ‘e/zitﬁ" k i
= i‘@%ﬂ T‘(’Q;obkk)

M is weer

l-n o0l Tt O 2*
T e =)
als dus \arg (-2 ))< 7 maken w e in iedere term van de leatstgenoem-
de reeks een fout die van kleinere orde in « is, dan welke term van
de recksontwikkeling ook, indien we de onvolledige Gamma-functie door
de volledige vervangen., Zo krijgen we voor }a:r\g (-2)< _:{Z_r de asymp~ "
totische reeks

ﬁz\:?;‘-% leteld

(T_z)ouk

‘N’

—



