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Rapport z.~. 1951-006 

Rapport sur un manuscrit de Sophie Piccard intitule: 
Structure des groupes imprimitifs, suites associees~ clas­
ses de substitutions, sous-grpupcs distingues, nombre 
minimum d1 elements g6nerateurs. 

par ·1.Peremans. 

Si f'. est un groupe in1Primi tif de substitutions des 
nombrcs 1,2, ••• ,n et E1~ 2 , ••• ,Em sont des systemes d'iqiri-

mitivite, on obtient un nouveau groupe transitif de sub­
stitutions des nombres 1, 2, ••• ,m ( 1 < m ( n) en prenant 
toute substitution(!~··•~) a laquelle correspond au 
. i112•••1m 
mains une substitution du groupe G qui transforme E. en 

J 
E1 _, quel que soit j ~ 1,2, ••• ,m. Le groupc G esthomomol'l;)ht$, 
a ~c groupe. Ce groupe est appele le premier groupe asso­
cie de G. Si ce groupe est de nouveau imprimitif, on pout 
repetcr cc precede ct obtcnir ainsi une suite de groupes, 
dont le dornier est primitif. Cette suite est appclec la 
suite complete associee au groupc G rclat~ aux systemes 
d'imprimitivite, qui sont choisis dans chaque groupe de la 
suite pour construire lo groupe suivant do la suite. Aune 
substitution S de G correspond une substitution dans chaquc 
groupe de la suite complete associee au croupo Get ainsi 
S donne lieu a unc suiiBcompletc de substitutions associeo 
a la substitution S relative a la suite donnee associeo 
au groupe G. Des suites completes do groupos ct de substi­
tutions on pout extraire des suites partiollcs. A chague 
suite partielle do groupes on fait correspondrc une de­
composition du groupe G on deux cl.asses c1 et o2 • Uno 
substitutions de m fait partio de la classe c1 silo nom­
bre des substitutions impaircs dans la suite particllG dG 
sugstitutions associee a S relative a la suite particllo 
donneo est pair ct do la classo c2 , si co nombrc est im­
pair. La classo o2 pout etrc vidc, mais la classo c1 
contiont toujours la substitution identiquo. L'autour de­
montro quo, si c2 n'ost pas vide, c1 at c2 ont le memo 
nombro d'elemcnts et c1 est un sous-groupo dittingue de 
G. Ainsi on obtiont une decomposition do G tout a fait 
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analogue a la decomposition du groupe symetriquo on sub­
stitutions pairos ot impairosi 

Si la longueur do la suite complete considereo ost m1 

on obtiont ainsi 2m-1 paircs de classes, qui no sont pas 
neccssaircmont toutcs distinctos. L'autour deroontrc memo 
(dans sa proposition 2) q_uo, quol quo soit 1 1 ontior m ~ 2, 
il oxisto un groupo G qui a uno suite complete do longueur 

m tcllo quo toutos lcs 2 ( 2m··1) classes sont distinctos. 
Dans co cas nous appolons la groupo G complot par rapport 
a la suite complete don.nee. Par cons5qucnt G possodo au 
moins 2m-1 sous-groupcs distingues distincts dont chacun 
comprond la moitie des substitutions do G. Le groupc con­
struit par l 1 autour est d0 dogre 2m ct d 1 ordro 22m_ 1 , il 
est one;ondre par m substitutions generatricos. L'autcur 
domontro (dam sa proposition 3) qu'un .groupc c.yo.nt los 
proprietes oxigeos dans la proposition 2 no pcut pas otro 
ongondre par un systomo do substitutions generatricos d'un 
nombrc moindrc quo m. Finalamont l'autour donnc pour chaquo 
ontior n ~2 un oxcmplo d'un groupo imprimitif auquol on 
pout associor -dos suites completes do longueur m quol quo 

soi t l' ontior m ~ 2 ot ~ n. 
Jo mo pcrmots do faire los romarquos suivaniBs au sujot 

du manuscrit .. 
L'autour omplo:bp. pour indiquor dos nombros qui no sont 

l. 
pas premiers. N'ost-il pas preferable do reserver la lcttro 
p pour los nombros premiers? 

L'autcur omploio lo tcrmo 11 isomorpho 11 dans lo sons do 
meroedriquomcnt 1somorphc. Jo sais quo l'omploi dos mots 
isomorphc ct homomorpho n 1 cst pas fixe; ccpondant jc crois 
quo l' omploi d' homomorphc pour moro edriquomont iaonorpho 
ct d'isomorpho pour holoedriqucmont isomorphc est a present 

assoz generalomont convonu. 
Il scrclit pcut-ctrc preferable do faire precedcr lcs 

ligncs 5 a 7 do la pago 5 dos lignos 8 a 10, vu. quu l' enonce 
des ligncs 8 a 10 rcsto vrai indepondammont do la rostric ... 

tion faito aux ligncs 5 a 7• 
Pour lo corollaire t (page 5) jo proposu uno demonstra-

tion simplifiec commc suit: 
Soit <f 2 = {1,a} un groupo a do~ elements (a2 = 1) • 

. ' "l ,,,,,. t S( ·) d G l' '1' - t On f ai t corrcspol;ldrc a 1:;1.n e ep..mon 0 1 e em1Jn 
( ' j' . i.1 i..., •.•. • 1t 1i si $ ':='. C1, · . ~ et l' element a, si 

( ') 1112 •• ~it 
S €. c2 · · o, Solon la proposition 1 cct-'Gc corrcs-
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1 11 2•••l.t pondanco est un homomorphismc ~ui est, c2 · ·· 

n'etant pas vidc, ~ J 2 • Il s'onsuit diroctcmont quo 
i1i2···1t c1 ost un sous-groupc distingue do G1, dont lo 

nombro des elements est la moitie du nombrc dos elemonts 
de G1 • 

Los lignos 12 a 10 au bas d0 la page 6 mo somblont 
ctro incorroctos. Jo crois qu 1 il faut lire: 
Qucl quo soit l 1 ontior j = 2,3, ••• ,m lo groupe G. a pour 

J 
systome d 1 elements generatcurs los m - j + 1 substitutions~ 

s(~) = (1 1+2i:-1 1+2 .. 2i-1.,.1+(2m-j-i+2-1)2i-·1), i ::i: 

1 
= 1,2, ••• ,m-j+i • . 

La possibilite r> u (page 8) est oxclue d 1 avancc, car 
ollo impliqucrait it-r+i = ju-r+1 , co qui dans cocas so­
rait vido do sons. Les cas a distinguor doivont 6tro a) 
r~ u ct b) r < u (la definition do r etant luo de manioro 
quo it-r ~ ju-r si un dos indices est~ O). JD.ors la 
ligno 17 on haut sc chango conuno suit: 
a) r;, u. On a alors necossairomont t / u, r = u, it-h = 

= ju-h' h = 0,1 1 ••• ,u - 1. 
La momc rcmarquo pout ctro faitc page 9. 
Los ligncs 4 ot 3 au bas do la pago 8 s0raicnt p0ut-

6tr0 mioux formulees de la maniorc suivanto~ 
j1j2···j c1 u, si r ost impair, ct la su"bstttution 

~1J2•••Ju· 
sC~~j +2 fait partio do la classo c1 . • 

u-r 
En offot il n'ost pas certain quo s<~~J. +1 ait du 

u-r-1 
sons, par oxrunplo sir= u ~ 1. 
A la lignc 15 au bas do la pago 10, il faut lire m - i au 
lieu do m - i - 1. 

A titre do curiosite on pourrait pcut-ctrc inseror dans 
2,,,. -1 

la romarquc 1 (page 10) ltobsorvation quo 2 est la 
puissanco la plus eloveo d~ 2 qui soit un sousmultiplc do 
(2m)I ot par consequent quo lo groupe on question est le 
groupo lo plus.grand do dogre 2m, dont l'ordro soit uno 
puissanco do 2. 

Aux lignos 5 at s.s. do la page 12 la lottrc host 
introduitc, mais cottc lcttre avait deja ete omployeu dans 
la memo demonstration avcc uno autro signification. Jo 
propose de la remplaccr park. 

Partant de la constatation quo la theoric classiquo 
des equations lineairos (av0c determinants) garde sa va-
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lidite dans un corps commutatif arbitrair~ qui est dans 
lo cas presont le corps a doux element~ on pourrait sup­
primer de la demonstration.do la proposition 3 la partio 
qui s~ trouvc a la page 12. L'autour diaillours dans sa 
remarquo 2 ya fait allusio~. Il est vrai quc l'autcur a 
prouve qu'il ya pour los equations au bas de la page 11 
uno solution oxactc on nombros onticrs, dont au moins un 
est impair, tandis quc la misc on application du corps a 
dcUlt elements no donnc qu'une solution des equations 
onton4uos comma congruences mod 2. Pour la demonstration. 
do la proposition cetto dorni~rc solution est suffisantc~ 

Pago 14 la formo o:rplicito do iEh n'cst pas do.nnee. 
Jo propose d'insercr: 
iEh:::: {h,h+21 , h+2.,21 , ••• ,h.+(2n-i_1)21J ; h = 1,2, ••• ,21 ., 

Jo no compronc\3 pas pourquoi l' auteur a, comparativomcnij 
a la demonstration do la proposition 3, interverti los in­
dices do a1 dans la rcmarquc 2. 

Jc dois avouor quc jc n'ai pas compris la portee de 
la rcmarquc 3 (page 14). Jona vois pas pourqu6i il est 
necossairo do donnor un oxamplo oxplicito d'un groupc au~ 
quol on pout associor dos suites compl~tcs d'unc longueur 
qui est un ontior arbitrairc compris au sens largo cntre 
2 ct un onticr n donne. En cffot jc orois 8tro a memo do 
demontrGr qu'a chague groupo, auqucl on pout associor des 
suites completes do longueur n, on pout associor egalomcnt 
des suites completes d'uno longueur arbitrairct comprise 
au sons large cntre 2 ctn. , 1~1~- do demontror coci, jo 
oommerlce par ra~pol~r la preuve faito pal" l'auteur. de 
lthomomorphismc ontr~ un groupc ct son p~cmio~ 
groupe associe. Ainsi l'imprimitivite impli~uo l'oxistonco 
d 'un certain homomorphisme.· C0ttc relation est revcrsiblo 
ainsi quo j~ l'oxprimc dans la proposition suivantc: 

:?.+012osit:Lon: Soit Gun groupe transitif do substitutions 
des nombros 1,.2, ••• ,n ct H un groupo do substitutions des 
nombrcs 1;2,, •• ,k (1 <. k <. n). S'il ya uno transformation 
'f ( i) qui transf'orme los nombros i = 1, ••• ; n en los nombros 
f ( i) = 1, ••• ,k ot uno transformation p (S) qui transfer .. 

.nr:los substitutions S de G on lcs substitutions f(s) do 
H tclles que <h(S) <-P (i) = 'f (Si), qucllG quo soit la 
substi tutionaau &;J;'OUpe G et quol que soi t i = 1, •• , ,n, 
le gr6upe H est tre.hsitif, la transformation p est un homomorphismo ot, g_uand on decuiu,t>OSO les nombrcs 
1, ••• ,n on classes on prcnant i ot j dans la memo classc 
si <f' (i) :::: <f (j), ccs classes sent dos systom-:;s d' imprimi­
tivite de G ct H oat lo promic:r groupe associe a G rola-
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tif a c~s eystomos d'imprimitivite. 
Demonstration: Si ~ ct? sont dee onticrs,1 ~ A ~ k,1~ 

~)A~ le, il ya d.:.s onticrs i at j (1 ~ i<' n,1-" j(n) 
tels quo <f ( i) = ;:t , <f ( j) =/A • Cornmc. G QSt transi tif, 
il oxisto uno oubstitution S du &,roupc G tcllo quo S(i) = 
= j, Alors p(S)A = i<s) <f(i) =~(Si)= 'f(j) =~' 
done H est transitif. Comma f (ST) f (i) = 'f (,JTi) = 
= f ( s; '/( Ti) = f ( S) f ( T) 'I ( i), f est un homomorphiama. 
Si lp(i) = 'f(j), 'f(Si) = { {B) r (i) = ¢ (S) r (j) = 
=f(Sj). Puisquc k > 1, il ya dos nombroa i ct j tels 
quo ip ( i) /:. 'f ( j); puisquo k < n, il y a dos nombros i ot 
j tols quo i I= j ct f(i) = f (j). Caci prouvc quil los 
classes formeos conformelllont a l'enonce do la proposition 
sont dos systcmcs d'imprimitivite do G.Occi dit il est 
evident quo H est le premier groupo assooie a G r~latif 
a ous systcmes d'imprimitivite, c,q,f,d, 

Il oat evident qu'inversement chaquo groupa imprimitif 
ot son premier groupc nssocie pcuvont otro obtonus par la 
methodc de la proposition oi-dossus. 

Si nous pronons un troisicmo groupc K do substitutions 
des nombrcs 1, ••• , 1 ( 1 < 1 < k) do tollo maniire qu•' il 
oxisto uno transformation lf ( j) qui tro.nsformc l~s nombrcs 
1, ••• ,k on los nombros 'f( j) = 1,, •• ,l ct unu tr.::,nsforma­
tion f.f(T) qui transformo lea substitutions T de Hon les 
substitutions 'f'"{'r) do K tollos qua Y,(T)'f'(j) = t.(Tj), 
lo groupo Kestle second groupo assooie a G rclatif aux 
systcmcs d'imprimitivite trouveaau moyon do ia proposition 
ci-dessus. Copondant la transformation 'f ( t ( i)) oat uno 
transformation des nombrcs 1, ••• ,n eur los nombros 1, ••• ,1 
ct lj' ( t/ ( S)) une transformation dos substitutions do G 

sur los substitutions de K, tolles quo ty( p (S))r(~(i))• 
· · = f' ( q> ( S) y, ( i)) = If( '(' (Si)) ot la propo..-
si tion oi-dessus nous fait voir quo G pout Stro decompose 
on systomes d'imprimitivite tols quo Kost la premier 
groupo associe a G par rapport a COB syst~mcs d'imprimi­
tivite. 

Ainsi nous nvons demontre que la longueur d'uno suite 
oomplatc pout ctro diminuee d1 une unite at par consequent 
qu•n ehaque groupe imprimitif auquol pout otro associec 
uno suito complete de longueur n, on pout associor unc 
suite d'uno longueur arbitrairo comprise au sons large 
entrc 2 et n. 

Signalons en passant quo ooci demontrc aussi la ~roposi­
tion.do a.Jordan montionnee au bas d0 la page 2 du manus­
crit. 


