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1. De theorie der cylinder-algebra's dankt haar ontstaan, even-
al~ de theorie der boole-algebra's, aan de logica. Inzicht in de 
verwantschap met de logica - die zeer helder wordt beschreven in 
HENKIN (2] en in HALMOS [2] - is echter zeker geen conditio sine 
qua non voor het bestuderen van boole-algebra's of cylinder-alge­
bra's; zoals bekend kunnen deze structuren geheel algebraisch war­
den beschreven, en zij bezitten diverse extra-logische interpre­
taties. Ook geven zij aanleiding tot vele zuiver algebraische pro­
blemen. Met een van deze problemen, gesteld door HENKIN [4] , wil 
deze voordracht zich bezig houden. 

Men kan in de theorie der cylinder-algebra's op natuurlijke 
wijze de begrippen direct product en subdirect product invoeren. 
Een cylinder-algebra ot worde dan e..1:l23ir..§..ct q..2losba8:_!: genoemd, als 
er cylinder-algebra's (,/'/_ l ( d. e. r) bestaan, zodanig dat 01. isomorf is 

. met een subdirect product van de 01, 0 , terwi j 1 oi met geen der CIT.l 
zelf isomorf is. Het is dan betrekkelijk eenvoudig de volgende stel­
ling te bewijzen: 

Een cylinder-algebra is dan en slechts dan subdirect oplos­
baar als de doorsnede van alle niet-triviale idealen uit het 
nul-element alleen bestaat. 

Hieruit volgt in het bijzonder: 
Als een cylinder-algebra~ twee niet-triviale idealen 
E1 ., E2 bezi t met E1 " E2 = { 0 } ., dan is ot subdirect op­
losbaar. 

In een seminar., gehouden in Berkeley, in het voorjaarssemester 1958., 
liet HENKIN het probleem open of de omkering van deze stelling juist 
is., d.w.z. of iedere subdirect oplosbare cylinder-algebra m altijd 
twee niet tri viale idealen E1 .,E2 bezi t met E1 ,,.., E2 = \ O} • Het is mij 
niet gelukt dit probleem volledig op te lossen; maar in deze voor-

,f 
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dracht zal een bevestigend antwoord warden gegeven voor twee be­

langrijke categori~n algebra's; nl. voor alle locaal eindig-dimen­

sionale cylinder-algebra'sJ en voor alle cylinder-algebra's die 

tenminste ~~n atoom bezittcn. 

2. Hot begrip cylinder-algebra is afkomstig van TARSKI en 

THOMSON [ 1] _; het is voornamclijk bestudecrd door HENKIN [ 1]., [2 ].i 
[3),[4]. In vollc algemcenheid luidt de dcfinitie: 

~,7,ij N ecn ordi.naalgctal ( ev, transflniet). Een l:!.~:ciim.EQ~: 
sjpr1~1c, __ gylJ.~1E;X_~:8:.lf5.£2FJ:1 is cen algcbrai~sch systcem <-A,•, 

+,- .. c1 ,d1 j..,0,1 >" mst O i,; i, j <- N. Hiorbij is hct par­

ticle syE:;tee:,m <A.,,·~+,-~0,1 > een boole--algebrn; alle d .. ]. J 
zijn clementen van A, en de C. zijn enkclvoudige opera-

1 

ties in A. Verder moet aan de volgende axiomas voldaan 

zijn, voorwillekourige x,yt=.A cm i,j,k<N: 

A,,,. X C x-·x l o ...,i - 1-

A2 . c 1 (x.C1y) = C~x.C 1y, 

A3 • cicjx = cjc1x 

A11.. di i = 1 J 

als i,jt-k, dan is d ... =Ck(d.k.d .k); is er geen k zo·-J.J ]. J 

danig dat i, jfk 1 dan is d .. =d .. ; 
lJ JJ. 

als :Lfj, dan is C. (cl ..• x) .c. (d ..• -x)=O; is er goen j 
l l,J 1 l,J 

zodanig dat i/.j, dan is C.0=0. 
1 

Bet is nict moeilijk voorbeclden van cylinder-algebras te geven. 

Zo wordt iedere boolo-algebra tot een cylinder-algebra, als we de-· 

finioren: dij==1.,, voor alle i,j <N, en c1x=x, voor alle x en alle 
i c N; hicrbij kan de dimensie N willekeurig gekozcn warden. (Omge­

kecrd kan warden aangetoond dat con cylinder-algebra, waarin d .. =1 lJ 
voor tenminste 66n paar i,j met 1/j~ in essentie allecn maar een 

boo le-algebra is:; want dan is dk1==1 voor allc k.,, 1 < N, en Ckx=x.,, 

voor al le x E A on allc k < N.) 
Een minder triviaal, maar nog betrekkclijk eenvoudig voor­

beeld is het volgende. Zij X een niot-lego verzameling, en beschouw 

de verzameling XN. (De elementen van XN zijn alle rijen {xi}i c N 
waarvoor alle x. e. X.) Zij D. ,=={x E. xl>\x.=x .. } , voor i,j < N, en de-

J.. J.J 1 J- N .. 
finieer de opera ties C. ( i < N) als volgt: als Sc: X , dan ZlJ 

l 
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cis = {x E:XN: er is een y&.S met yj=xj voor alle j,,fi}. 

Al d A kl d 1 1 . XN. ct· ~ XN s an een asse van ee verzamc 1ngen van 1sJ 1e ~j , 

en alle Dij bevat, en die gesloten is t.o.v. de vorming van door­
snedc, vereniging en complement, en t,o.v, alle cylinder-opera­

ties C . ., danblijkt het stelsel <A,n,u,-i,C.jD.j,¢,XN> een 
l 1 l 

cylinder algebra te zijn. Een dergelijke cylinder-algebra heet 
ui..!_g~oken concr_ee:t. 

De 2..Q_ncretE) cylinq~,r;:EJ.JJ2:ebra' s worden op ecn dergelijke 
wijze gedefinieerd; hot enige verschil met de definitie van de 

uitgesproken concrete cylinder-algebra's iS 9 dat overal XN door 

I wordt vervangen, waar I een v0rzameling is van de vorm .r~r x1N 

( alle X O niot leeg., en onderling disjunct; ook r /¢). In wezen 
zijn de concrete algebras directe producten van uitgesproken 

concrete algebra 1 s. 
In figuur 1 is schematisch weergegeven de uitgesproken con­

crete algebra van alle deelverzamelingen van Co,1]2 ; in figuur 2 

is weergegeven een concrete cylinder-algebra die isomorf is met 
het directe product van de algebra in figuur 1 met zichzelf. 

I • -- --,-- -/ 
l,;ji /c0sl --~x:- --
, I c\ 
I I 01 

' le, S I 
I ' I 

/ 

fig. ~1 fig.2 

- i 3.. Uit de axiomas A1 -A6 en de algemena eigenschappen van 

boole-algcbra 1 s kan cun menigte van relaties warden afgeleid, 
Bij wijze van voor~eeld volgt nu een aantal dergelijke relaties. 

3,1 X ~ C.x. 
l 

BQYtiJ!i~ Volgt uit A1 • 

3.2 Cidij=1. 

B. ewi,is: C.d .. :::::C.1 i;: 1 (A4 $3.1); dus C.d .. =1. Als i;fj, dan is 
----- l ll l l 11 

Cidij = c1 (dij'dij) = djj = 1, volgens AS en A4. 
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3.3. Cix=O ~ X=O. 

E3_eV1Jj.§.: Ci X=O =:;, x " 0 ( 3, 1) • X=O. Omgekce:rd is Ci 0=0 als er geen 
j~i is, volgens A6 ; is er wel een j~i, dan is c.O=C.O.C.d .. 

1 1 1 lJ 

(3,2) = C1(dij'1) = Ci(dij"O).Ci(dij.-0)=0 (A6 ). 

3.4. C.(-C.x) = -C.x. 
1 l 1 

:§._s_V!_i.is: Ci(-Cix).Cix=Ci(-Cix.Cix) (A2 ) = Ci0=0 (3.3),en dus 

C. (-C.x) ~ -C.x. 
l 1 1 

Volgens 3.1 is ook -c.x :!,c. (-C.x). Dus c. (-C. )=-C .• 
1 1 1 1 lX lX 

3.5. C.C.x = C.x. 
l l l 

£~,!!ij~~ cicix = ci--cix = --cix (3.4) = cix. 

3. 6 . x ~ y ~ C • x <$. C .y . 
1 l 

:§~Y:LLl .. §:_ x.sy =l>X ~c1y (3.1) ==;,x.Ciy=x '""9Cix.c1y=Cix (A6 ) =9'Cix 1$Ciy. 

3,7. C.(x+y) = C.x+C.y. 
l l 1 

B~~i.is: x :!: x+y =1>' Cix I!; Ci (x+y) (3.6). Evenzo Ciy :$ Ci (x+y). Dus 
C. x+C. y ~ C . ( x+y) . 

1 1 l 

Omgekecrd is x" C.x ,s C.x+C.y en y ~ C.y "C.x+C.y, dus 
1 1 1 1 1 1 

x+y~ Cix+c1y. Er volgt: (x+y).-(c1x+Ciy)=(x+y).-Cix.-Ciy=0; 
cl. [(x+y).-c.x.-C.y] = C.(x+y).C.(-C.x).C.(-C.y) = 

1 1 l 1 1 1 1 

= C.(x+y).-C.x.-C.y=O (3,3, A2 ,3.4); C.(x+y) ~ C.x+C.y. 
1 l 1 . l 1 1 

Uit 3,1, 3.5 en 3,7 volgt dat C. ecn afsluitingsopcrator is. In 
l 

het bijzondcr valt de thcorie der 1-dimensionale cylinder-algebra's 
samen met de thuorie van de topologische boole-tralies waarin ieder 
open clement ook gcslotun is (vgl. 3.4). 

De 1-dimensionale cylinder-algebra's worden ook wel monadische 
algebra's gcn~emd en zijn uitvoerig bestudeerd door HALMOS [3]. 

In het volgende zijn generalisaties van de relaties 3.1-3,7 
nodig. Om deze eenvoudig te kunnen neerschrijven, komt eerst een 
definitie. 
3.8. Als a een eindige niet-lege verzameling indices is, 

a={i1 .,i2 , ••• ,in}, met i 1 < i 2 < ••• <in< N, dan zij 
C x = C. C .•.• C. x, end =. Tf' d ... Verder zij 

a 1 1 12 in a 1,Je.a 1J 

d¢=1., en C¢x=x, voor alle x. 
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Er geldt dan, als a,b twee cindigc verzamelingen van indices < N 
zijn: 

3.11. 

3.12. 

3.13. 

3 .16. 

3.17. 

xi.ex. 
a 

C x,C y, a a 

C dh ;.::; db ..• au .,a 

C, x = 0 # X=O; C '1 _ 1 . 
cl a 

C -· C X = ·· C, x . a a d 

C Cbx ,:: C .bx • a au _ 

X:SY -=?Cx_,.c y. 
Fl a 

C (x+y) = C x + C ·y. a a a 

De mocsten van deze relatics warden bewozcn door inductie naar 

hot olementen-aantal van a, met gcbruikmaking van de overeenkom­
stigc relaties 3,1-3.7, 

~-. Ook bi .:i cylJ.nder··algeb:ra' s is er cc:n -1 .1. duidig vcrband 

tusscn de homomorfc afbeeldingen van can algebra mop ecn andcre 

algebra, en de idealen van~; tenminstc als cen idcaal van con 

cylinder-algebra~ als vol god :LnieE:rcl wordt: 

}2q£.tnJ~t ,_ Ztj ot ce:::n cylinde::r---algebra. Ecn niet-lcgc vcrzamcl.ing 

Evan elementcn van~ heet uen idcaal indien voldaan is aan de 

volgondc eise::n: 

2 • x e. E en y c A :=> x. y 6 E; 
7 
_) . XISE i:,.",} C,XE.E, voor alle :L<N. 

l 

Bet ideaal E heat niet-triviaal als het can element ~O bcvat. 

De idealcn van~ zijn dus die boole-idealcn die gesloten zijn 

t.o.v. alle c1 . De volgende stelling is bi,:ina triviaal. 

Stellin,&_J+ .. 1 .. Zij ot een oylinder-·algebra, en B een verzameling 
van elementcn van~. Het kleinste ideaal in~ dat B bevat be­

staat uit alle elementen x, waarvoor eindig veel elementen 
y 1 ~ •• , :; yk e, B gevonden kunnen word en.. en eon eindige indexverzame ·~ 

ling a~ zodat geldt~ 
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HENKIN [ 2;] hed't de vo1gcr.di:.· ::;tcl1 tng bcwe:zcn: 
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_Stellil'lE,;_ 5...: -1_._" Een cyLindcr-algcbr;:i. m :Ls dan en slcchtr:i dan sub­

direct oplosbaar indiun de doorsnede van allc niet-trivialc idca­

lcn uit O alleen bestaat. 

Het bewijs van duzc stclli 

uitC:Cm. 

valt in vurschillcnde stappen 

HuJpstcllinr-; __ "5_._2_. Als ot ::rnbdircc oplosbaar is; dan 1s de door~ 

snedc van allc nict--rriv:Lalc idcalcn { 0}. 

~9}'.~J..J,t~. Zij OL ir,;omorf met ccn rmbdircct product van algebra I s 

~1 ., die gecn van allc met m isomorf zijn. Er is voor iedere ( 

ce:n natuurlijkc c;pirnorf1u Cfl . ...,,. o-~,f-' en de kern E f 1s een nict­

trlv1aaJ. ideaal., orndat Ol- en o-c1 niet isomorf' ziJn. Toch is de door­

snede van alle Elf O} J dus dat ldt zcker oak voor de doorsnedo 

van allo niet-triviale: idealcn. 

Icd~rc cylinder-algcbrr ~ is isomorf met een 

direct product van ;-:1lgebra ts c11...,t( ( E-. r), die elk de eigcnschap !1.eb•· 

ben dst do doorsncde dcr nict-trivi2le idealen ni {O} is. 

E}~vJ.J:_j,Ei~·- Necm r c..-c:A \,{o} , d(j vcrz;:.meling der elementcn ~O van en.,. 

/\1~'.l 0/=y s A~ zij dnn c,cn idc,1al v::,n (f(,, met de eigcnsch;:-,.p, dat 

y 1 EYJ tcrwijl y ~ F voor :Leder i c'.l F d; t E t buvt1t.d Zij y 
= = ml~ IJ~.n ·1·~ f,, rG~tkl~ 00 (~ •r,q·r1 ,, V<..,y· I L'...t JT lo> C. , ~ ;.;.:) ~l V I,,..:,~:} \ ·. , .. ) ).._~ .-' \ . • 1.Y ccn ni --nul element vrm 

City' cbn in :Leder n:L -tr:Lv:ia,11 j_ 1 

sncdc dcr nict-trivi2le idcalcn van 

van ~ is bevat. De door­'y 
'u Js Gvy dus niet { O } • 

Verdor ism isomorf met ecn subdirect pro duct v.'rn :,,11 c Cit. , y 
weiar OtY e. A. Want ziJ cp de 

voor x e. A en 0/y 6 /\_, 

Den :Ls <f ccn monornorf'iu; w 

de restklnsse v~n x modulo 

,.r 21. n 

fbcc:lding v,:-i.n 01. in Oi61/ 6 A u-t"y; zodnnig 
<f (x) ( y) c;;:; de rer'.3Ucl s/3e ve.n x modulo 

rl.E, xJ.0$ c!,m :Lo i'px/,0, daar yix(x)== 

rcct product 

U:Lt tmlpcotell:Lngen r5.~? en r5.3 vol dc1t icderc C}ylindcr-al 

isomorf is met ecn subdircct product vrn subdircct onoplosbare 

cylindcr-algcbrn 1 s. Bovcndien volgt 
Hulpy;tel lj .• A ls du door;emede v;:m l lc n:l.et --triv:Lc1 le idcalcn 

vr:n cen cylinder-Dlgebrn { O} is, dan is Ol subdirec:t oplosbaar. 

Bcwi;t s: Vol gens hulpst cl 1 inf; 5. j 1 s O'l :Lsomorf met ccn subdircct 

product ven cylinder-·o.lgcbra I s Otl, die s:ccn vnn r:llc met <Jt. iso-­

rnorf 1-rnnnen z1jn_, omdat, voor iederc { 2 de doorsncde v,~,n alle 

n1et-triviale J.doalen van Cit/ nj_et [ 0} is, tc:rwijl Jn Ol ck door·· 

snede van alle nict-trivialc idenlen volgens het gegcvcn wel {O} is. 

J Zo 1 n ideaal Ey bestaat op grand van stelling 4.2. 



-(~-

Hulpf.;tellingen 150;~, cm Soll levcren sarnen stclling 5.1. 

6. In sornmige gcvallen is hot mogelijk om het criterium in 

stalling 5 .1 te ver:,te:rken. Dit is bijvoorb0old het geval als 0v 

tenminste 60n atoom bczit. (Hct beg~ip 2toom is voor cylinder­

Rlgebra's gedefinieerd, doordat iedere cylinder-algebra vanzelf 

oak de structuur van cen boole-algebre heeft.) 

tenminste ~~n atoom 

x 0 • Dan geldt, d ~,'·· c.1, L, ~ dan en slcchts dnn subdirect oplosbaar is, 

indien er twee nict-trivialc idcalen E1 ,E2 van~ zijn met 

E-1 r. E,) == { O } • 
j r__ 

Bcwi)s: 1. Stel er zijn 2 dargelijke idealen. Dan is de doorsnede 

van '.ll.18. niet-trivj_,::i,lc ideal en van Ol oak [ 0 }, en dus is C/'l. sub­

direct oplosbaar, op grand van stclling 5.1. 
2. Neem aan 2 dergelijkc idealcn bestaan niet; dan is dus 

de doorsnede van cen willekcurig paar niet-triviale idealen weer 

niet-triviaRl. Op grand van stelling 4.3 geldt dan, dater bij 

iedcr paar elementcn x,y~O ccn eindi indexverzameling a bestaat 

zodanig dat C~x.C y/0, 
1.,..., 1':i 

ZiJ nu E ec::n willekeurig ideaal van crl • D2x1 is er een z;LO 

in E. Dao.r 

zameling a 

= C (x . C a o 

ook het ato~n x /o is~ is er dus een eindige indexver­o 
zod::i.t C,x .Cr

1
z(:O. Op grond vnn 3.10 is C~xr .C z •·· 

a o "· o ,) a 
), en uit ~.13 volgt dan x .C z~O. Aangczien x een · ... 0 ,::t 0 

atoom j.:::,J moet x :5, C z, en daaruit vol x e. E. 
0 0 

Hot clement x ~O is dus in lcdcr niet-triviaal idcaal van m • 
0 

Uit stclling 5,1 volgt dan dRt ~ nict subdirect oplosbaar kan ziJn. 

Hicrmee js het bewijs van stelling 6.1 voltooid. 

Ecn twecde bcl ijkc c egorie van cylindcr-algebra 1 s waar-

voor h0t criturium vans clling 5,1 knn wordon verschcrpt, is die 

der locaal cindig-dimcnsion2lc cylindcr-~lgobra 1 s. Ecrst cnige 

dcfinitics. 

_Def i ni,t i e .. x een clcmcmt 

nlJ.c i. < N waarvoor C.xfx. 
:t. 

vnn ecn dimcnsionale cylinder-alge-

~ x van xis de verzamcling van 

R.st=hn~_tt.9~':. Eon cylinder---algebra 0(, heet loc,3al, eiridig-dimenq,ioD_aa1 
indien Ax eindig is, voor iedere x in ot. . • 

Er geldt nu ook: 
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§.i.~lli.n..g_ 6~s-.. Een locaal eindig-dimensionale cylinder-algebra or.. 

is dan en slechts dan subdirect oplosbaar, indien er twee niet­

triviale idealen E1 ,E2 zijn met E1 r1 E2 = t O} • 

!?ewi,i~. 1. Stel er zj_jn twee dergelijkc idealen. Dan is zeker de 

doorsnede van alle ni0t-trivi2le idealcn gelijk aan {O},en uit 

stelling 5.1 volgt dat ~ subdircct oplosbaar is. 

2. Stel Cll is subdirect oplosbaar. Zij x-/=O. Uit stelling 

5 .1 vol gt het bestaan van eon niet-tri viaal ideaal E met x ff, E. 

Dan is zeker ook 1¢E. Zij y-/=O in E. Uit C y6E en 1¢,E volgt ay 
C~Yy-/=1, en dus -CAyyfO. Vcrder is, volgens 3.11, CayY~Yt-O, dus 

oak CAyyfO. 

Gebruikmakend van 3.15 en 3.14 volgt ook: CRC~yY = CauAyY = 
= C1:,.yY; Ca-Ct:.yY = C2.Ct:.y-CAyY = CauAy··C6 yy = Ca.y-C1:;.yY = -Ct,,yY• 
Voor iedere eindige indexverzamoling a is dus: CRCAyy.Ca-CAyY = 

C6 Yy.-C6 Yy = O. Maar dan volgt uit stelling 4,3 dater twee niet­
triviale idealen E1 .,E2 zijn nwt E1 /\ E2 "" [O }. 

Uit stelling 5,3 volgt ecnvoudig: 

.stellir.vz..._ 6,..:_2,.~ Ecn loc2al eindie;-dimensionale cylinder-algebra is 

dan cm r3l0chts dan subdirect 2i:1C2.J2.l.osbaar: indien 

ment x~O een oindige indexvorzameling a bestaat 

Bewi,1 s: De voorwao,rde is equivalent met i C X=1 -·---.i.L.::- AX 

er voor ieder ele­

met Cax=1. 
voor alle x/:0. Is 

hieraan voldaans dan is er maar ~6n niet-triviaal idoaal, nl. de 

hele algebra, en do doorsned8 van alle niot-triviale idealen is 

dus niet l O}. Op grond van stelling 5.1 is dus Cll niet subdirect 
oplosbaar. 

Is nan de voorwa2,rde niot voldm.rn voor zekere Yc/0, dan volgt 

geheol als in het bowijs van stelling 6.2 dat ~ twee niet-triviale 

idealen E1 , E2 bezi t met E1 r,, E2 "" { O } • Op grond v2n stelling 5 .1 

is dan (I(, subdircct opl osbnar. 

Een andere formulering van stalling 5.4 is: 

§..t~lling___6~t~. Een locaal eindig-dimensionale cylinder-2lgebra 01., 

is dan en slochts dan subdirect onoplosbaar, indien hij enkelvou­
dig is. 

(Eon cylinder-algebra heet enkelv~u§j__g als fO} en de gehele 

algebra de enige idealen zijn.) 

QBmEL~~ing~ Het is mogelijk dat een cylinder-algebra uitgesproken 
concreet is, en locaal eindig-dimensionaal, en toch niet enkelvou­
dig. 
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VJ2.or}2.£55.)_d_._ Zij or.,. de uit sproke::n concrete a.lgebra van le deel­

verzarne:1:Lngcm van l0,1 }w, en zij J;, de: klein:0,te dcelalgebra van 

~ die ¢,I, all0 D, ,J en de vcrznmeling X1 buvatJ waar X de ver-
. .L ,J C 0 

zmneling is van llc rijcn in I waarin slcchts eindig vaak O voor-

komt. Dan i13 r&· l.oca::i.l cindig-dimcns:Lona0.l; rnaar voor iedore cin­

di indcxv0rzc1.mclinrc a :Ls C X ""~x /I. Ult stclling 6.3 volgt dus ~· a o o 
dat ~ niet enkelvoudig is (en dus is~ subdireot oplosbaar), 

kunnon de belangrijkste rcsultaten als volgt samenvatten: 

.~:~.o :~~ij OG (;c:r1 cyl.lnclc:r-al[~cbra; die ofwel locaal eindig­

dimensionaal isJ 0fwc tcnminstc {{n ~toom bevat. Dan zijn de vol-. 

gende bcwcringen equivalent: 

(1) c'lt ifj subd:LY'(;c;t oplo~;b:1.E1r. 

(2) door~mcdc ven allc: n:Lct-trJ.vialc idualen van O'l is { O }. 

(::;) (t[. bezit twee ct-·trivtalc jdcalen E1 ~E2 met 

E1 ,n, --- { 0 } 

( JJ,.) -_j-i_',I" , - i ZlJn CW(.: r lcrncntcn x/-0, y/0 vnn a zodanj_g dEtt 

C , C y -· O, voor :L8dcrc~ c: incli indexverzamcling a, 

In t :.11 dr•t oz. 1oc::i.,,l cind:Lg--dlmcnr,j_onrial j_s, zijn dezc be-

WGringcn oak aquiv2lent met elk dor boida volgcnden: 
( r \ 

_) ) 

( () \ ._) 

Er :is Cl:n x/0 j_ n Ol met CA f '1 • 
.~..:. 

~ i~ nict unkclvoudig. 
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