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Drie viaag.tuvkken over ribben-zestallen van viervlakken

Vraagstuk 1. (afkomstig van H. Steinhaus):

Er bestaan zodanige getallen a»bs»c»>»d>e>f{ dat er 30 verschil-
lende viervlakken zijn met ribben a,b,c,d,e,f.

Welke andere waarde behalve O en 30 kan N(a,b,c,d,e,f) hebben, als
N(a,b,c,d,e,f) het aantal verschillende viervlakken met ribben
a,b,c,d,e,f voorstelt.

We zullen straks bewijzen dat N alle gehele waarden tussen O en 30
ook aan kan nemen. Voor we aan het bewijs beginnen zullen we eerst
na moeten gaan hoe we blj een gegeven geordend zestal kunnen vast-
stellen of het een viervlak representeert of nilet.

Een geordend zestal (xq,xg; NPPNDY 21,22) definieert het viervlak
waarblj x

4 €D X, overstaande ribben zijn, evenzo V4, €n Vs, Z, en Z,,
i -

en waarbl]j de zijvlakken gevormd worden door de drietallen (;i’yj’zk)
met 1 + J + ke 0 (mod 2), aangenomen dat zo'n viervlak bestaat.

Nodig voor dat bestaan is allereerst dat de driehoeken (Xi’yj’zk)

met 1 + J + k=0 (mod 2) bestaan. Voldoende is dat niet: Tegenvoor-
beeld (L.M. Blumenthal): ieder dr'~tal van de & getallen 97, 98, 99,
100, 193 en 194 vormt een driehoek; toch bestaat er geen enkel vier-
vlak met deze 6 ribben.

Zijn P ( i,yi,zi), i=1,2,3,4 vierpunten, V het volume van het vier-
vliak P, P? 3P4’ dan 1is

170000 01111 0 1 1 1 1
, 01 x,y,2, 170000 1 (rqor, ) (ry.r,) (r rysT3 ) (rysry)
-36 Vo =10 1 XoYoZo | X 0] X, x XBX = |1 (Y‘,;:l“ ) (r Lo, ) (r QJPB) (?2;‘5‘)_;,)
0 1 x3y325] |0 yqygyByh 1 (rgrg) (rpury ) (rysr3) (rg,ry)
0 1 XI‘LyLLZl} 0 21222324 1 ( :P4) ( 2:1")_!,) ( JP)_‘) (1?4:?14)

zodat
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1 ~2(pq,r4) 52(P2,r4) —2(r3,r4) -2(r4,r4)
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: 2 5 opl 2
RIS -G 1 SR ) I
_ 2 2 2
=| 1 P1P2 0 P2P3 P2P4
1 p,.p° P_P° 0  p,po
173 2”3 34
P.PS P.PT p.P2 0
TORaR TRy B3Fy

Wil dus een geordend zestal (xq,xg; YqsVos 21,22) een viervlak
voors“ellen dan moet de determinant |

0 g 1 1 1
.2 2 2
1 0 X4 Vg 21
_ 2 2 2 - .
D = | 1 x1 0 Zy Vg positief zijn.
2 2 2
g Vi 25 0 X5
2 2 2
g 2, Vs % 0

Deze woorwaarde is op zichzelf ook niet voldoende, een tegenvoor-

beeld is
(1,35 5,3; 1,7).

De biibzhorcnde determinant 1s positief; geen van de drietallen
(3,3,7), (3,5,1), (1,3,1), (1,5,7) vormt echter cen driehoek.
Bestaat echter een van de driehoeken, bv. (Xg,yg,zg) en is D posi-
tief, dan bestaat r=t viervlak. Ve laten het bewijs van deze bewe-
ring hier achterwegs., We faan nu bewijzen dat N(a,b,c,d,e,f) iedere
gehele niet]negatieve waa;de klciner da? 31 kan hebbep. We stellen .
a s (; = 5)E, b= (5o H)E, e = (84 3)4,d = (8 +2)4, e =(t + 1)2,
= %<,

D wordt nu een polynoom van de 3e graad in t. LElk van deze polynomen
i1s negatief voor t = 0. Voor zeer grote waarden van t zijn de ribben
nagenoeg gelijk, zodat zeker alle 30 polynomen positief worden,
N(a,b,c,d,e,f) wordt nu een functie N(t) van t alleen; N(0) = 0,
N(+oo) = 30. Laten we t aangroeien van O tot +oo dan gaat elk van

de 30 D's op een gegeven ogenblik van negatilefl in positief over;
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iedere keer als dat gebeurt neemt N met 1 toe. We moeten dus be-
wijzen dat de polynomen een voor een van teken omkeren, m.,a.w, dat
er geen twee polynomen een positieve wortel gemeen hebben,

Substitueren we in D x2 =t + o, x2 =t +B, y% =t +%, yg =t +-3

1 2
zﬁ =1t + &, Zg =t +§, waarbl] («,p,7,d,¢, y) een of andere permu-

tatie van de getallen 0,1,2,3,4,5 is, dan komt er

0 1 1 1

1T 0 t+e t+y e

D= 11 t+ax 0  ©+7 t+d =4t3+2t2@xﬁﬁ+7+5+&+§) + At+B=
1T t+y £+ 0 t+p

1T t+e t+d t+p O

TR 30t2 + At + B. (A en B geheel).

Twee van deze polynomen hebben als verschil een lineaire vorm in t,
met gehele coéfficiénten. Willen twee polynomen dus een wortel ge-
meen hebben, dan moet deze rationaal zijn,

Wle gaan de viervlakken nu nummeren., Z1j V een of ander viervlak met

ribben a,b,c,d,e,f. Als x, kiezen we de langste, dus a. Daarmee

/]

ligt x, vast. Als V4 kiezen we weer de langste dle nog over 1is.

2
Daarmee liggen alle andere ribben vast. We hoeven op die manier

alleen de ribben X5 VpsZy B8N te geven: x_=a; 1is x.=b, dan is Y4=C>

is Xg 4 b, dan Vg = b 52Pibben liggen dug al vast? en daarmee de
zesde ook, We nummeren nu de viervlakken (Xz,yg,zz) in alphabetische
volgorde: V, = (b,d,e),0.., VBO = (f,e,d). ’
Hieronder volgt een tabel van de polynomen U(t) = %D(t)~2t3—15t2 en
van de waarden van D(t) voor t=%, t=1, t= % , t=2.
Uit deze tabel zien we:
1) Alle co&fficiénten van de tweetermen U(t) zijn geheel,
2) Voor t=0 zijn alle D's negatief.
3) D(2) is steeds positief. Alle polynomen hebben dus een wortel
tussen O en 2.
4) Daar alle op te lossen vergelljkingen van de vorm 2t3+15t2+6tt—ﬁ==0
zijn (a, p geheel) kunnen rationale wortels alleen maar getallen
% zijn, n geheel. Samenvallende wortels ftussen O en 2 kunnen dus
alleen optreden voor t = %, t=1, t = % .
5) Geen der polynomen wordt nul voor t = 5, t=1 of t = % . Hun posi-
tieve wortels zijn dus allemaal verschillend.

Hiermee is bewezen dat N(a,b,c,d,e,f) alle gehele waarden van O tot

en met 30 kan aannemen.



Volgorde i |

waarin de | 1| X, y,Z, U D(%) 1 D(1) D(% D(2) |wortel
polynomen 1
door O gaan ‘ E.

6 11 bpade 4t-53 | - ol i - 64 | 13 62 | 1,6001

25 21 bdrfr bt-52 | - 92 | - 62 | -1 64 | 1,5852

28 3] bed Tt-77 | =139 § -106 | -52 26 | 1,8506

27 L1 per Tt-73 | =131 i - 98 | -4k 34 | 1,8017

30 5/ b fd 8t-84 | =152 | -118 | -63 16 | 1,9107

29 6| b fe 8t-01 1 -6 | -112 | -57 22 | 1,8760

16 71 ¢ de T6-17 |- 19 | Ak | 68 146 | 0,8220

11 8| cdf 76-13 | - 11 22 | 76 154 | 0,7021

23 9| c e d 11t-41 ' - 63 - 26 32 114 1 2484

19 10| ce f 1Mt-29 | - 39 | - 2 56 138 | 1,0211

oL M| ¢ £ ad 13t-4g | - 77 | - 38 22 106 | 1,337k

22 12| ¢ f e 13¢-41 | - 61 | - 22 38 122 | 1, 2060

6 13] d c e 8t- 4 8 4o 97 176 | 0,311

1 Ml decf 8t~ 1 14 48 | 103 182 | 0,1043

21 151 d e c 16t-36 |- 48 | - 6 57 4L | 1,0564

7 16| def 16t- 9 6 8 | 111 198 | 0,4025

20 171 da f ¢ 17t-37 | - 49 | - 6 53 146 | 1,0554

8 181 4darf e 17t-13 | - 1 Yo | 106 194 | 0,5148

14 19| e c d 13t-19 | - 17 22 82 166 | 0,7492

9 20| e c f 136-11 | - 1 38 98 182 | 0,5168

18 21| e d c 17t-27 | - 29 14 78 166 | 0,8603

2 221 e df 1 17t- 3 19 62 | 126 214 0, 1549

13 23 e I ¢ 19t-23 19 26 92 182 | 0,7381

5 2h | e £ 4 19t- 7 13 58 | 124 214 | 0,2964

17 25| f ¢ @ 16t-25 | - 26 16 79 166 0,8354

12 26| fce 16t-20 | - 16 26 89 176 | 0,7190

15 271 £ dc 19t-25 | - 23 22 88 178 | 0,7823

il 28| r de 19t- 5 17 62 | 128 218 | o0,2228

10 29| f ec 20t-20 | - 12 34 101 192 | 0,6527

3 30| £ e d 20t - 5 18 64 | 131 222 | 0,2145
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Vraagstuk 2., Is het mogeliljk een dusdanig zestal aan te geven, dat

de alfabetische volgorde ook de volgorde van de volumina is, opklim-
mend van klein naar groot?

Vergelijken we in voorgaande tabel Ugn-1 en U2n’ dan zien we dat de

coEfficiént van t steeds dezelfde is, en dat U, > U

2n 2n-1°
Dit is niet toevallig. Vzn_q en VPn gaan in elkaar over door verrul-
ling van de overstaande ribben zq en z,. Werken we de determinant

D(Xq,Xp3 Vq5V55 24:%5) uit, dan komt er

1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1D = (x] X5 b VG b yn b oag v oag) (xDxg o+ yiys + 21‘2)
2.2, 2 2 2.2, 2 2 2 2, 2 2
- P - -
qug(x1 + xg) Ey,]yg(y,l + yg) 22122(21 + zg)
2.2 2 2.2 2 2 2 2 222
T EpVoho T E Y gEs - KoV 24 - XgYoZge

Schrijven we V(x,i,x2 3 VasY0 s 21,22) = $D, dan wordt dus

V(X/].vxg E yz]:yzg 21:22) - V(Xzaxx]} yg"y’l; Zesz/l) =

222 222 222 2202 2202 22022
= = XgVoBp - XGVqZp - NXp¥qEy - XIVoEL b XQyGEy o XoynEy +
2202 2272 2 2,2 2,2 2
PR b Xp¥azy = (x5 - x) vy - ) (Eh - 2p).

m A r . ° 5 -
Ngmen W nu V,, voor I(xqfxg, Vs¥ps zq,zg), dan is x, = a, dus
X4 - x;> O; evenzo 1s V47 Voo De alfabetische volgorde brengt nu

mee dat z, verder in het alfabet staat dan Z, (d.i. de Zo Van Vgn_q)’

dus ook zqz-zg.

N 2t 4y C ot bm., 25 =t i = 1,2, dan i
emen we Xy = iy Vo= Ny, 2y = + Si’ i = 1,2, dan is

Vopy = Vonoq = ( fq - §2)(4?1 ~722)( V- 32), onafhankelijk van t.

Voor voldoende zrote waarden van © vallen Vﬂ""’VBO dus uiteen in
15 pakketten von 2; deze paren zijn opeenvolgend genummerd; de volg-

orde van de pakketten wordt bepaald door de co&fficiénten van tq.

Stellen we %, + ¥2==§9 Mgt =, St =5, 5,55 =%",
Mate =N S48 =8 Fam T =N, F 4t w5 =4, dan is:
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V(x,l,xg; V4955 z,l,zg) = (6t+7\)(3t2+7\t+,u,)—2(2t+‘;)(t2+§t+‘g')
(£ g 1) (2b+ ) -2(6%+ § £+ § 1) (26 ¥ )-bt3-2a t7

~E(F o Mot T o St ot T4 Mt 54 50% My For 5o M5t 5t et
R E L AN PR Po By FI ol P PR Pl PR A 2133“"02

2 11
2 2,2, .2 .2 .2 FR
Ft {3‘—2— - % ( 1+72+~13,|+772+§,1+3’2)—M}+ V(52,5257 2 "Q 255 1’32

|\) A Nj

Nemen we nu a‘=t+y, bo=t+@ , comt+y , do=t+d, eS=tre, £o=t;

,,

0«>‘3>')f‘>5’>&>0 Substitutie van a,b,c,d,c,f voor
2425 in een of andere volgorde in V( 1, 2Jy%,yg,zq, ,‘ geef? e n polynoom
3 3
in t waarvan het stuk 2t°+ 2t +t{ > - 5 +‘32+ 'qu+'»zq+§ +‘g )} niet van

de keuze van de permutatie van a,b,c,d,e,f afhangt. Van twee poly-
nomen zal dus datgene de grootste co&€fficiént van t hebben, waar-

voor M= %, F.+ %, Mo+ ¥, 5, het kleinste is.

Het probleem is dus teruggebracht tot het volgende: kunnen we in-
dien u = },I § ot 14 M0+ 54 3’2 is horende bij Vgn(x,],xggy,l,yz;z,i,zz)
de o, p,Y ,d,& zo bepalen, dat de alfabetische volgorde van de

V2n correspondeert met een monotone daling in de rij ,M,],...,p,vj?
Hieronder volgt eerst een 1lijst van Mgreees Mg

TABEL IT

}A’l = 0(/5-;—‘)(0(

Mo = &+ TE Moy = My = Y(I-2)>0
,U~3=°<ﬁ+f3'€ ,ag—,cn3=€(')f—c7')>0

My = ®Y L ph gy =y = (B-Y) - I(p-t)
Mg = Y+ pE My - phg = p(T-8) > 0

R Mg = phg = (A=) >0

My o= BT BT g - = Y (w-p) - I(x-E)
Mg = XL PE un - kg = Br-2) > O

Ky = ®ILTE Mg = Mg = &(B-7) >0

My = %PV g - o= a(@-8) -y (s-¢)
Mgq = B ES po Mao T Aqq= p(r-9)> 0

Mg = CEFTE gy = = T(E-7) >0

Mz = pr+d¢ Mo "/“/]3= g(n-d) - ry(p-9)
My = I+ TE Mgz = A= B-€)(r-a)>0
Mg = PEF Yo gy - My5= (B-r)(@-¢)>0
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Kiezen we p>7 > g > & >0 willekeurig en nemen we & groter dan de

grootste van B, I(p-2) s er-Je s Yip-¢) s r(p-2)rde , dan vormen
B-7 y-d J-¢ & |

de u's inderdaad een dalende rij. Bij voldoend grote t zijn de 30

viervlakken dan naar opklimmende grootte geordend wanneer ze alfa-

betisch worden opgeschreven.

Een voorbeeld is &= 11, g =4, y=3, J=2, ¢=1, met u, = 50,
Moo = BT, Mg = 46, oy = 41,‘#5 = 37, Mg = 35, Mo = 34, g = 26,
Mg = 255 Mg = 23y Mg =19, gy = AT, Ay = Th Mgy = T

/(""15 = 10,

i

TABEL III

1] v-etd-21t° v(89) | 1] v-2t3-21t° v(89)

11 -56t-371 1 570 924 16| -32t-123 |1 573 308
2| -56t-364 1 570 931 171 -31t-211 1 573 309
3] -53t-431 1 571 131 181 -31t-139 |1 573 381
b -53t-403 1 571 159 19 -29t- 43 1 573 655
5| -B2t-Lik 1 571 207 20| -29t- 23 |1 573 675
6 -52t-423 1 571 228 21 -25t- 99 |1 573 955
71 -47t-209 1 571 887 22 | -25t- 39 |1 574 015
8| -47t-193 1 571 903 23 | =23t-107 |1 574 125
9 | -43t-281 1 572 171 24 | -23t- 67 |1 574 165
10 | -43t-233 1 572 219 25 | -20t- 7 |1 574 4a2
11 | -41t-301 1 572 329 26 | -20t+ 4 |1 574 503
12 | -41t-269 1 572 361 27 | -17t- 43 |1 574 723
13 | -4%0t- 76 1 572 643 28 | -17t+ 1 |1 574 767
14| -4ot- 67 1 572 652 29 | -16t- 44 |1 574 811
15 | -32t-204 1573 227 | 30 | -16%- 11 1 5T Bhk

Alle viervlakken in deze serie bestaan vanaf een waarde van t die
tussen 4 en 5 ligt, maar de volgorde is pas alfabetisch voor t»> 88.

Een paar viervlakken zoals V_, en V2} waarvan we bij voorbaat weten

1
welke bij alle a»>b>c>d>»e >»f >0 de grootste 1is, zullen we verge-
lijkbaar noemen. Een paar als V,1 en VB’ waarvoor in tabel I wvoor

t = 2 V,]>‘v'3 maar in tabel IIT V3>‘V

1 zullen we onvergelijkbaar

noemen,
We kunnen het voorafgaande resultaat nu ook zo formuleren:
Stelling. 2Zijn V, en Vj vergelijkbaar, dan komt 1n de alfabetische
rangschikking de kleinste van de twee voor de grootste.
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Vraagstuk 3. Welke paren zijn vergelijkbaar, welke niet?
Anders geformuleerd: De ongelijkheidsrelatie bij vergelijkbare V's
maakt de verzameling (V tot een halfgeordend systeem. Hoe

1,...,V30)

ziet dit systeem er uit?

Vraag 3 kunnen we stellen

a) voor complete zestallen, dat zijn zestallen waarbij de viervlak-
ken alle 30 bestaan.

b) voor niet noodzakelijk complete zestallen.

Het zal blijken dat voor complete zestallen bij bepaalde paren

Vi,Vj Steeds Vi> Vj’ terwijl er een niet compleet zestal bestaat
waarbiJ'Vj> Vi’
3b. Willen we vergelijkbaarheid bewijzen zowel in geval a) als in
geval b) dan zullen we die moeten bewijzen voor niet noodzakelijk

Systeem 3a is dus rijker aan relaties dan systeem

complete zestallen. Tegenvoorbeelden zullen we daarentegen met com-
plete zestallen moeten geven, willen ze zowel voor geval a) als
voor geval b) bruikbaar zijn.

We hebben al gezien dat V. > V (15 relatiles).

2n 2n-1
Andere relaties vinden we uit:

V(X1Jy2 5 yqﬁxg H 21322) - V(le)XQ 5 y/]:yg 5 Z/\:ZE) =
2 2 2 2 2
= (X1 - Y1)(X2 = yg)(xq + y1 + X2 + Y2 - Ezq - 22)‘ (1)

Nemen we aan dat de voorste de laatste 1s in de alfabetische volg-

orde, dus x 7'y2, dan 1s het teken van het verschil dat van de factor

xf + y? + Xg + yg - 22% - zg. Hierin is X, = a8, X5 = b of Vg = b.

De enige mogelijkheid dat de factor x? + y% + Xg + yg - 22? - 22§-<O

is dat Z, = C, Zy = d of z, = 4, Zy = C; in alle andere gevallen is
2 > 3 2 2, 2

2 ’2 2 Jas 2
22,l + 42-<2c + de< a” + be + d™< x5 Y + Vo-

Dit geeft o.a. de relaties: V28>.V18’ V27>'V17, V26:>V12’ ’\/’25:’V,MJ
V22>'V16, V21>'V15, V20> qu, V19> V9, V14> V8’ V43> V7, V25”V6’
V19> VM’ V43> V2.

Verwisselen we in (1) de letters y en z, dan vinden we op analoge
manier de relaties: V6<'V21, V5<:V15, V4< V27, V3‘<V17.

Een andere vorm van (1) is:

V(X074 5 %pa¥p 3 2qsZp) = V(XqXp 5 VsV 5 24525) =

2 2 2 2 2 2 2 2 2
= (Xﬁ - YQ>(X2 - yq)(xq + X2 + yq + yg - Zq - 222)- (2)



Q..

Hieruilt krijgen we: V, o>V, Va6 Vgs Vo™ Vg, Viq> Vs, Vaio” Vs
> ‘
V9 VB, V8>V V7> Vv,

Verwisselen we in (2) weer y en z, dan krijgen we nog: V

V.o ;
297 Vigs Vos > Vaou Vag> Vo, Vou> Vs Vg >V,

2’ 1°

30" Vo>

Verder kunnen we nog bewijzen:

VisVy = (Vig-Vg) + (V5-V5) =

= (22-e%)(b°-d%) (a%+p%1a%+e”-c %12 £ (c%=d") (eP-1?) -

2
2.2, 2 .2 2
(
(

.
—~ o~

c+d +e“+f"-a -2b2)
+ (82~e2)(bd 02)(82+b2+d2+62—02~2f2) - cg—dz)(b2~c2)(e2—f2)+
2

+ (a%-e?)(c®-d2) (a%4b%ra%re®-c?2r?) - (a%-e?)(c%-3°)(e®-1%)

S (b7-d%) (c?-d?) (e®-£%) > 0.

= (a%-1£7)(1°-d%) (a%4p2+a%+£2-202-e%) £ (c%=d%) (e°-£7) .
-(32+2b2—02—d2—e2—f2)

> fz'{(a2—f2)(b2—d2) - (eB-£%)(c®-d%)} > 0.

VooVq5 = (a2-c?) /12 £2) (a21c21a2 172 02 262 )5 (a2 12) (a2-17) (cP-e?)=
=V, -V zodat V>V, +V, =V, >V
. - - - ~—~t__ 3’ 29 "15774773 4
VogVq7 = (V29 V23) + (v23 V17) = 2 _
= (2°-p%)(e®-£%) (a%+0"+e®+r2 ¢ 2d%) +(2%-c?) (d°-e7)
[
'(a2+02+d2+e2—ba—2f2)
2 ’ s
= (a2~b2)(e‘—f2)(a2+b2+f2—02—d2)—(a2—b2)(d2~e2)(ea-f2)+
+ (a2—cwf;dg—egj(a2+02+d2+e2—b2—2f2)> 0.
, 2 2y, 2 2y,,2 2 2 2 2 .o
- - - a ! U = - - -3° -~
VaoViq = (V30-Voy )+ T pg-Vyy) = (p7-3%)(c™-e) (b7+e“+d +e -a"-217)
- (ag—bg)(cz—fg)(32+b2+02+f2-d2-2e2)> 0.
V. V.5 VooV, = (82-b2)(3%-12) (a2+b2+d%+1%-c22e?) » (a2-p2) (d2-e?) .
27 5 27 17
2 .2
o \ . » .
(cT-f7) = Ve V5, zodat V27>XQ7
o 2,2 2\,.2.2 2 2 2 2 2
_ . (V,-V) = - - ~b+d - - -
Vos-Vg > (Vg -V,n)=(Vg-Vg) = (a%-c%)(d%-e7) (a"-p"+d"+e -1+ "-1")

- 8202y (aP-e®) (cF-1F) ¥ 0

- 2 . 2y,.2 2 2 2y, (42 e2\1_ o
Vg V15>(a -b%){d=-e%) {(c"-a")+(d"-r )}_ Vg V5,Vzodat Voo Vg
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Vo3=Vy = (V23-v17) + (v17-v3) - (v4-v3) _

2
= (a%-c®)(0%-%) (a2 p24cPia%re®0r?) 4 (22-52)(p2-42).
.(a2+b2—2c2+d2—e2+f2)
2 .2 | .
~(a%-p%) (6%-e?) (4°-£?) ~(a®-b®)(c?-a%)(a%-£%)> 0

VoqVy = (Vor=Vy)=(Voo V) > (25-0%) (e%-07) (aP4pP4a®er®-20-e®)

2 ~
+ (e ndg)(e2—f2)(a2+b2+d2+f2~202—e2)—(a£~c2)(eg—fg)-
2,2, a2 .2 2)

- (arccre+reope-2d
2 2
» (2%-c®) (e"-1%) (2b°-3¢%430% 2¢%) + (c2-a?)(e®-£?)(a°-c?) » O,

VogVg = (V28-V7) - (V7—V9) =

= (c2-£2)(a%-e?) (a%+c1e2 112202 02) + (02-£2) (4°2-?) .
-(2a2+02—b2—d2—e2—f2)

~ 12 (a%-e%) (c2-£2) - (a%-e?) (d%-2) (c2-17): (3"-e?) (d%-e®) (p°-£?)-
_r2(1%-£%)(d%-e?)» 0.

205 = (VQQ"V?7> + (VQT«V29) + (vgg—V15) =

2,2 .2

2 AR .
— (2%-17) 979 (cPue®) = (b%=c?) (d%-e®) (pPrePrd e ? g

2r°)

2 c®)(a%-72) (a%-p%+c%+a®-2024 1) ~

SOV 2P Py (PorP) (2%-bPic P raPo2e?ir?)

+ (b%-c?)(d%-e?) (2a°-2p°-3e°43£7)

2, .2 2, .2

r f) ‘
*e?) {(cBar®)r(a®-b re P iat 2eRer )-3(d2“e£)} 7 0.

Derze recullaten z .7 sanenzeve’s in tabel IV, waar de vergelijkbaar-

heid van V:.L 21 7 is aangegeven met een zwart hokje of een kruilsje
]

op de plaats (i,j), Een krulsje op ..k) greft aan dat Vi en Vk
vergel? jkbaanr #'jn terwijl er zelfs een Vj bestaat zodat
Vi“-Vj:~Vk.

Hiermee 1s tevens problzem IIIb opgelost. Van alle overige combi-
naties (i,j) 1s nl. een tenenvoorbeeld te geven waaruit de niet
vergelljkbaarheld blijkt. De getallen in de betrokken vakjes
(veorzoran 27 5) verwljzen naar do kolom in tabel V waar dat tegen-
voorheclid t~ ird-n is,

Alleen de gctnll2r O hehoeven nog nadere toelichting. Deze zijn
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verkregen uit het ordeningsschema van de bij vraagstuk II te pas
gebrachte grootheden (zie tabel II). Hier waren bv. Ay €D

My onvergelijkbaar: g > sy voor €=1, J=2, v=3, p=h,x=7;
oy > Mg voor &=1, Jd=2, v¥=3, =4, «a=5, Daar voor grote waarden

van t Vo >V, 4>V, >V, , indien u >mM, Impliceert de onverge-
1ijkbaarheid van m en u, die van het paar V., V., met het
paar v2m’V2m—1'

Als aanvulling op tabel II geven we hier:

TABEL Ila
My o= My o= (R=F)(B-T) 7 0 phaq = Mgy = Ela-7) >0
Mo = /u‘5 = (“—E)(P’T) >0 Mo T /""/!5 = 8‘(“_/” >0
/"('3 - Mg =N(ﬁ-?’)" 0 Mg T Mo = (Ol—ﬁ)(’y'—&) >0
My = Mo = (6-p)(r-d) =0 woy - Mg = (x-e)(p-9) >0
My = g =&(y-9)> 0 Mg - Mg =TI(-A) >0
Mg = Mg = (%-2)(r-9)> 0 Mo = My = Ie&-p)>0
/“7 - /(,4“}0 -_—‘*f.(iw—f'.)} 0
pg = Sy = (ep)(I-7) > 0
My = fyp = (%=7)(I-8)> 0O
’“”]O "'/"‘43 =€(0‘-—5‘) >0
TABREL IIb
Moo = fy = pla-3) -7(x-€) Mg =ty = VR-p) —e(x-d)
frg = pog = 0 (B-F) -7(f-%) Mg = My = % (r-x) -5(p-€)
Y O R A ORELICEL) Ay = gy = % (T-€) -p(y-e)
'.5'.:3 "'/['7 =.f?’ (“*7’) “(‘}J(%—ﬁ> /(’18 = /"(‘/}3 = (‘T(O(-—f,) "ﬂ(')’"‘&)
/‘L,_) - ,"/,,loz /)(1"—- ") —5(‘1‘4-—5') /(4/9 - /u‘/]q = a'(m_ﬁ) "3(0"7’>
fr =Sy o= (=) p(r-g) Mg = Mz =T (x-8) -y(R-¢)
rg = fg = 8r=9) -2(p-2) Aogq = My = B@-G) ply-T
/“/|2 "/u‘/ll_l_ = F'(&'}’) —-J(,G—-T)

Fig.,1 geeft het ordeningsrcostsr van de /ﬁ) fig.2 geeft het
ordeningrschema van de complete en incomplete ribben-zestallen,
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Oplossing van vraagstuk IIla :

In tabel V kolom 10 en 11 zijn incomplete zestallen gebruikt ; in tabel IV
wordt hiernaar op 11 plaatsen verwezen, nl, daar waar V; met V” 3 V,, met V1,,
ViseVyy en V, 05 V., met v”,v“,v” en Vi, 5 V,, met v,, en V” worden verge-
leken, We zullen bewijzen dat in al deze gevallen bij complete zestallen tot
vergeli jkbaarheid kan worden besloten, Hiermee is dan ook probleem IIla opge-

lost. Het bijbehorende ordeningsschema wordt gegeven in fig,3.

Bewijs :
V, = a?b?(c? +d? +e? +12 ~a% -1? J=(P2-c? )(c2-R )(e2 = )u(a2 -2 )(2 =i )(e2 =) -
-l -@ ) ~R(P-f2 - (- )(E-2),

Wil Vy positief zijn, dan is dus op zijn minst nodig dat @ + & + ¢ o+ 12
> &! ¥+ (4 ®
Hu is
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Viq - V4o = (¢2-32) (a%-e?) (2b°+r2-a%-c°-d°-e?)
Vip - Vo = (c®-e?)(a®-d2) (2b°+r2-a2-c?-g%-e?)
e
Viqg = Vyy = (dg-eg)(aa—cg)(2b2+f2—a2—02—d2—e2).
Is nu 2b2 + f2 - a2 - c2 - d2 - e2>-O dan 1is 2b2+f%>32+02+d2+e2,
2. .2, 4,2 2 2 2.,2. 2, 2, 2

dus b™>» ¢"+d~, dus a“» e2+f , dus a~+b"» c“+d"+e +f2.

. ledi R
Bij volledige zestallen is dus V17:>V11, V24>-V23> V12>VV11>‘V24>VH8.

Verder is V - V2

12 9= Vi = Vg + Vpg = Vg =

—(32-b2)(02-f2)(32+b2+c2+f2—2d2—e2)+(b2—d2)(02—82)(2a2+f21b21c2—d%e2}
= (0°-0%)(cB-e?) (b24rP-c?-aBoe?)-(a%-p%){2(p%-a%) (eB-5%) +
+ (cz—fz)(ag—b2+cg-e2+f2)}.
Indien V127>V29, dan is b2+f2> 02+d2+e2, dus b2> 02+d2, dus V. < 0.

5
307 Vog ” V2> Vqq-

Evenzo: qu - V27 = qu - V25 + V25 - V27 =

= (aP-b?) (c®+£?) (a%+2e2-a2-p2 02 r2) 1 (p2-e?) (c2-a?) (2aPt £ 2 -bmcP-d% e
= (p°-e®)(c2-a?) (b2+£%-c2-a%-e®)-(a%-p2){ (a2-£°) (a®4p7rcPa"2eB £ ) +

+ (02—d2)(82—b2+02—62+f2)}

1l

Voor volledige zestallen is dus V

2 2 2

en v --V2 >()a>b24~f >c” + d +-e2=¢‘v5<o.

11 7
Ook V,IB - VjO = V/]8 - V28 + V?8 - VBO =

- (a2.02)(a2-£2)(2c2+e2-a212-0%12) 1 (pP-c?) (a%-e?) (2821 2b2 02 deP)
> .2 2 2 2
2_c2)(aP-e?) (p2412-c?-a%-e?)-(a%-0%) {(a%-r7) (a®-D"+d" e

+ 2(p%-c?) (%)}

- (b FE2) 4

zodat voor volledige zestallen ook V30>'V18.

\ =~(a2—02)(b2~e2)(d2-f2)+

NS S ST S :
9 "'297°'9g 10" "10 29
2 2 .2 D P 2 2 L2 2 a2
+(a2-a2) (c2-£2) (202 1eP-a%-c?-d%-£%)=(p"-d%) (¢ “-a%) (b -c -d"+e - T itfzgg)
2 2v,.2 .2 2 2, 2 -

(a2-p2) (a2-£8) (2%-a°-12) - (a2-p7) (c®-d7) (a°-D"4c"-a"+e")
(d®-e?) (a%-12)(2a%-c"-a").

2 f2
Dus V9>'V29m> b2 + e2> 02 + d2 +?\f2, A= QE—EQ > 1. (4)

C -

In dat geval is



))v -2, -2: P :2 A~ P; T~?rq2 ‘“2)’!‘24-21.)2'—0242-02~f2)
:) - s
P )
‘2(02~f2)(d2-e‘)<b4(c‘+d +e2+f2-2b2)... (2)

Uit (1) en V5> 0 volgt 3e2> c2+c32+(27\-’i)f2, dus e®-1°> ce—dz, dus
N> 2,

Uit de drlehoeksongelljkheid voor de driehoek met zijden b,e,f
rolzt P2 - o2 - 24 2ef, (3)

Neem nu f = 1, d2=e2+3,02=e2+7’, be-ee-’lmﬁ.Danis‘

B < 2e, bovendien B>Y+d+A-1 =7 +J+ w_______e):-J; > 2d + 2(e2+d-1)<.
3 i L
ULt 2 9+ 2(e®+9-1)% <p <2e volgt ¥ <1, zelfs I<e-(e°-1)%= e+(; —

1 o
ULt B > 2(e2-1)7 volot g =2e-8, B < (e?1)7Z,

2
Uit 7 -4 - £ fa‘"q < 2e - 29 volgt (y-J)E-E(e-J)('r—a')+(e—5')2<’l-3+c‘72-

Ped <1, of e-1<7T < e+1,
1

]

- 3
Uit e“> Y +d+ (2a-1)> e+2 volgt e »2, J<2-37, 6<3

Berekenen we nu V. voor a° = b° = (e+'\)2 -6, c° = e s e +5,

a° = e® 4+ 7, 15) <1, dan komt er
V5 = -4e'!1L - pe3 +qe2 + re + 8;
p =16 -98 -5 - 47 > 2 + 2.3%> 5
N = i - 20 + 11 + 8Y - 36° - ¥°- §C.yy-298 - 2§0<3

196 - 8 + 5% + 2% -118° - 676 - 4y + 29f-F°<0

3
il

o = 1.

Dus V5< —U,el‘L - 5e3 + 3e2 + 1< -91 voor e>2,
o~ olledige zestallen 1s dus VC)9> V9.
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3971
4301
4301
3861
3971
3861
3971
4181
4181
4181
4184
41814
5181
4180
180
4180
k180
4180

4180 |

12,11

205
205
205
205
129
129
2653
2941
2653
2941
2833
2833
2653
2941
2640
3045
2896
3013

9.9

627

609
620
609
620
927
927
895
919
895
919
927
927
895
919
895
919

6| 7

1,10 | 72,7

110,10 2.6
309 473 | 608
309 | 473 | 608
309 473 | 608
309 | 473 | 608
309 473 | 598
309 | 609 |608
309 617 | 608
309 | 617 |608
309 608 |98
309 608 | 598
867 609 | 608
867 | 617 |608
841 609 | 650
860 | 617 | 678
841 608 | 650
860 608 | 678

123
124

93
109

92
107
123
124

93
109

107
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