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Voordracht van Prof. Dr s.c. v. Veen 
THEORIE VAN·uE CIRKELVERDELING 

in de; scric J?!~~~e!~!!~_QE£~!:!~!]2!:~-Y~!L~2~~:: .. ~!~1Im~!_stt:. 

Tot de oudate problemen uit de elementaire vlaldce meetkunde mag 

wel worden gerekend bet probleem van de cirkelverdeling, d.w.z. 
het verdelen van de omtrek van een cirkel in een gebeel aantal 
gelijke delen, uitsluitend met behulp van pa.seer en lineaal. IJe 

verbindingslijnen der deelpu.nten be::,alen regelmatige ve:elhoeken, 
zodat het gestelde probleem gelijkwaardig is met het vraagstuk 
va.n de constructie van regelmatige veelhoeken. 1:oemen v1ij bet 

aantal golijke delen = n, dan is het gestelde probleem reeds door 

de oude Griekse wiskundigen voor 

n = 2m, 3.2m, 5.2m en 3.5.2m (mis een natuurlijk getal). 

Men vindt de grondslagon b&handeld in het vierde boek va..n de Ele­
menten van Euklides. 
Nadat er gedurende een tijdsverlopp van 2000 ja.ren geen principielc 
vooruitgang te bespeuren was, is het bovengenoemde problecm in allc 
vollcdighoid opgelost door Gauss(±; 1800). 
De jcugdigo Gauss heeft op 30 Ma.art 1796 een klaase van met passer 
en lineaal construeerbare regolmatige veelhoeken ontdekt, wclkc de 
bovengcnocmde onvat, maar welke bovcndien nog tal van a.ndcren be­
vat (wellicht nag orn:.:indig vele andere). Eerst later, in 1801 
hoeft hij g0vonden, dat bet gcstelde probleom door zijn oplossing 
van 1796 afgealoton was; or zijn goon andero regolmatige veelhoa,kon 

to ·construeron m0t passer 0n lineaal, dan do in 1796 govondone. 
net rcsultaat van Gallss kan in do volgende uitkomst wordcn samen-

govat: 
!'loodzakolij}t§:. en voldoendc vooorwaarde voor de construoorba.arheid 
van oon rog0lir.atigc vcclhoek met passer en lim,aal is, d.s,t hot 

aantal zijdon wordt gogevcn door 

n = 2mTfpk. (1) 

m gcheol ~ O; hot product wordt ui tgestrekt over een willekcurig 

aantal vorschill<-nde prieffi.8ytallf!!,l van de gedaantlit 

28 + 1 (s geheel ~ 0) 

Het is evident, da.t de exponent a zelf van de gedaante 2t (of 0) 

rnoet zijn .. Voorbeelden1 .Pk= 3, 5, 17, 257, ....... 
Wij zullen eerst one bezighouden met de afleiding van het resul­
taat, dat de gestelde voorwaa.rde voldoonde is. Daarbij zullen vrij 
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ons voorlopig beperken tot het geval m ~ O, torwijl het product 
slccbts 1 factor bcvat, dus De u.it:breiding op ..,_ 

2t de mocr algemono 
n = P (p priom, van de gadaante 2 + 1) vonn (1) is trivina~, 

Bet is in deze vorm, dat bet probleem in 1796 dobr Gauss is opgo­
lost, i~h.b. voor p = 17. 
Gauss werd tot dit ondorzoek gevoerd door zijn werk op algebraiscb 
g0biod. Hij hield zich toen bGzig met het ondcrzoek naar de alge­
braische oplosbaarboid van de binomische vergelijking: 

xP- 1 = 0. 

In analJ::.,tiscbe vorm kunnen do p verschillende wortels van deze 
vcrgolijking (ecnheidswortels) onmiddelijk worden neorgeschrevon 
in de gcdaante 

2-zr ik -.~-p 
(k = O, 1, 2, ••••• , p-1) 

Hot is duidelijk, dat met deze oplossing ook het probloem der 
cirkelvordeling zou zijn opgelost. 

Allee:? x 0 is rel!el = 1. De p-1 com;Elexe wortels voldoen aan 
J(\J_ 1 
, 'T = o 

of 

:uit 

]( -.. 

p-1 p-2 
X + X + ••••••••• + 1 = 0 

is do vergelijking van de cirkolverdeling. Stellon wij 
2fli --x = e P 1 = r , 

dc,n is 

k xk = r, 

zode:!; allo com:ploxc wortols ku.nnen worden voorgosteld door 
2 3 p-1 r, r, r, .•••• , r 

(2) 

(3) 

Icd0ro wortel is dan een oenvoudige rationale functie (gohole macht) 
van do corstc uit de rij. Gauss gaat nag cen stap vordor, door to 
latcn zion, dat bij bepaaldo rangschikking van de rij (3) iedBre 
'Nortol dezolfde gohele (g-do) macht van zijn voorganger is, wP...ardoor 

de rij (3) do volgendo gedaante vcrkrijgt: 
g2 gP-2 

r, rg, r , •......... , r (3•) 

))it wordt boroikt, door voor g eon zodanig gchoel gotal to kiezen, 
dat do p-1 gotallen gk( k = 0,1,2, ••••• ,p-2) ecn goroduceerd reat­
systoom (mod.p) vormen, dus op do volgordo na congruent mot de gc­
tallcn 1,2,3, ••••• ,p-1 zijn. g moot dan con primiticvo wortel 
(mod p) zijn. Men kan bcwijzen, dat voor icdor priemgc-tal van 'de 

g~daantc 28 + 1 o.a. hot getal 3 aan de gostelde eison voldoet. 
l,u.is~ in do bij zondor_c_ ;rangschikking L~') pchui1:,j; d9 kcrn van do 
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9pl9ss:!f!.gsm_otbode van Ga.use_., Daartoe wordt de rij (3 1 ) voor 
p = 28 + 1 in twee rijen van 28 - 1 term.en gBsplitst als volgt: 

2 3 . P-3 gP-2 
r, rg, rg, rg ,~···••trg , r , 

e.n men stelt 

2 4 6 
7 = r + rg + rg + rg + ••••. 

I . 

2s- 2 
+ rg , 

3 5 g7 
7 = rg + rg + rg + r + ..... 
.l. . 

2s- 1 
+ rg • 

Het is duidelijk, dat: ~-, 
~ I<' 

'7,-, + ~z.-= L 'L =- - 1 
k= 1 

(4) 

?1 •;2 = A0 + A1 ?, + A.2 7, (Ak gohccl) (5) 

Uit (4) blijkt, d£1.t bij vervanging van r door rg ?,,, in ~Z overgaat, 
en omgekeerd dus 

7,,,1)2. = Ao + A1 71.. + A2 7_,, (6) 

Uit (5) en (6) volgt door optelling 
A1+ A2 A1+ A2 

74 72. = A.o + - ~ ( ?, + 1z.. ) = Ao - - 2 

dus ra,tionaal. (Men kan bowijzen, dat A1= A2 , dus z/12 = A.0 - A1 , 
due gcheel, me.ar dat is voor ons doel van minder bclang). 

71 en ?z zijn dus de wortels van de vierkantsvergelijking met 
rationale (zelfs gchele) coeffioienten; 

2 . A1+ A2 
x + x + A0 - - 2 = O. 

Ze zijn dus door worteltrekking te bepalen. 
Op dezelfde wijze word en 7. en 7 verder gesp1itst in: 

{' . L/18 ,, ls-'t l 
111 -== "i.. + -i. + ,t +- - - - + 'l ';1- s _ ft. ~ b tJ -1() j 2 ~ l 
?,11. - ~ + l'l, + ll. 4- - - - _-.,I( S 

t;i q5 eij ~-j 
711 x. 1ZJ+ 1 1 t- I'('°+ - - - +1 . .# .s 

{J. q7 ff 1-1 
71.,._ ~~ +.ri' +t13+_ --t-1<-' 

7 "1 + '71 ,t :;:: 1? ~ 7_ + h 2 I; 
'A . lt (2<- l.J... 

7'11 7-1z:::: "1:,0 + ~'11,n +:c\_ 71{ + 1:>..1 /11 + --:BL/ 122 

'M ?1.1.. ::t c.> + c,,, 7,,1. t t\. i-z-1,+ c~ 'l . + /J. ' l 2, "'" c 1·~ •• 1. 
.Zi I..,. 'i l t t \ 
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.,,ar bij vorvanging van r door rg h ~ ? r, ~ >, , is : 
CH f-- .-1?..) 1z1 .,t-- I iJ.. 

Du.s: ~A'! ii,.2.:;:. Jsc + :B,, '1-'fi + :B~ 7-11 t- h3 ?ii+ I>~ 711 
Y./41 ?,11.. ~ 'Bo -t- -:P~--,..'151_ 17 -t ~~+.':8_1/ rJ 

2... l'1 l l2 

7t.-, 714--s. Co +-<:1 :<!1- 7, :t-- ~tc:i 'lt 
De getallen Ji , h kunnen nu warden bep0,ald als wortols van d.e 

{-11 {-12. i 

vierkantsvergelijking: xi ..... '?,,x + {1>o + :B..,;~i ?-1 t- ~ 3 =-:),, '7i1 :;:'O 

analoog 'Zt1 , ?u. . Zo kan men doorgaan en tenslotte bepaalt mer.i uit 
een schak0l van vierkantsvcrgelijkingen: 

:c'~1 
1. + 't 1 =: 'l +- '7- j : 2 c.os t 7i"" 

p 
waarmado het 

voltooid is. 

Voorbeeld: p 

~gepraiscg gedeelte van het cirkelverdelingsprobleom 

Dus: 

t7r i. 
= 17 , g = 3, r = e .,,, 

_g -'I -t -1 g "f l. 71 = -'2 + ti. + '2. i"" 1 + ll... + /z... + ."1 .J.. k 

~1. = i?+-1.-?~,if +- "l-'+1c..-J t kt +/?.-s+-1.6 

11+72 = - 1, ?,,/71.. = 471 + 4'Jz = -4. 

7
1 

en 72 zijn de wort els van de vergelijking y 2 + y - 4 = C, 

=-½. ±½\/17-
Nu k_o}£q _ _E£~_£og eep kleine finesse. Welke van de gevonden wortels is 

h , welke fi ? h = 2( cos 2""lr + cos -11,71: + cos-~ + cos fill ) > 
( '1 lz 11 ;;-:;. "'1} 11- '1}-

dus 71 = - ½ + ;{ Vn 
? ::::. '1.-t-"'l.-'1-+li ... 1+-1'-I 

'11 
• ~ --t t l 

,,.,~ ;:: "l +·1 t"' 'c. + -"'l 

" = 1~ + 'tf +-f~ + -1-5" 
{ t1 

.. :J -6 ':) 6 In :.: l"t r + t1 + 12, + 1 

Dus ~ en h. zijn de wortels van 
-,,,,,,, l'1t. 

evenzo en " " n 

2( ½_ - 1 + 0 + ~) = 0 

7 '11 + '1,,,,1.. = ?,,, 

'i1 + ?-i.t. ~ 11: 
t11--t1., ll:. t., +- t,4. 1"' 11.:1 .J... ??.'t. -;:::.. -1 

2 z - 7-1 z - 1 == 0 
2 z -12 z-1=0 

Do wortels van (7•) en (7'') zijn 

'11, = 2( cos~. + cos ~ ) . > 0 

re~el en van tegengcsteld 

'1 = 2 ( cos -1't"i<: + cos ,-rz.;:-) < 0 dus 7 > 0 
/it, -1f "";fj.- L1 

(7') 
(7''.) 

teken. 



Tenslotte is: 

1,,,.,7.. 

7,111 + /"111.. = 711 ' 

-1 = r + r 

= r4+ r-4 
= 2 cos .l.lL } 

-11 dus 
= 2 cos 2iT 

-'1:J 
h t = r 5 + r-3 + r3 + l"-5 = '7 
1~11 7~14 . t~ 

Dus 7//11 is de _grootste wo:rtel van u.2- t., u + ,z_,, = o. 

5 

Ten~lotte ~s hiermede cos;;[ uitgedrukt m0t behulp van vierkants­
wortels. Uit bet voorgaande is gemak.kelijk een meetkundige con­
structie voor de zijde van de regelmatige 17-boek af te leiden 1). 

Bepaalt men gehele getallen ak, welke voldoen aan [Ci« = 1- · . 

( . . . . Px 7/f.K 
steeds mogel1.Jk!), dan is hiermedo het probleem van de cirkelvcr-

deling in lf Pk gelijke dolen opgelost, terwij 1 de verdere uitbrei­
<l ing tot il-,,,.TrrK door voortdurende halvering volgt. 

Wij willen dit gedeelte besluiten met enkele opmerkingen over d6 
priomgetallen van de gedaante 

t 
22 + 1. 

Voor t = 1,2,3 ,4 vindt mon inderdaad priegi_getall~n, n.l. 5, 17, 
257 en 65537. Dit leidde Fermat tot bet vermoeden, dat p,llo ge­
te,llen van deze vorm priemgetallen waren. Dit is echter onjuist. 
Euler heeft reeds aangctoond, dat 

225 
+ 1 = 641.6700417. 

Ook meerdere volgende getallen uit deze rij zijn deolbaar geblekeh. 

Hot is nog een open vraag of d0ze rij eon eindig of oneindig aantal 
priemgetallen bevat. 

Wij zullon nu overgaan tot bet tweede gedeelte, de p_oo~zakelijjch~id 
der gestelde voorwaarde, dus de negatieve kant van de zaak: 

Slochts de veelhoeken van het bovenstaande ty-pe zijn met passer 

en lineaal te construeren. Wij merkten reeds op, dat Gauss ook dit 
probleem heeft opgelost, in 1801. Aan bet slot van art. 365 Vt?,n 
zijn in do zomer van 180_1 verschenen "Disquisitiones arithmeticao'' 
staat te lezen: 
ttwannoer echter p-1 andere priemfactoren behalve 2 bovat, komen wij 

steeds op vergelijkingen van hogere graad, £!! wij kun,J:'l.on met allo 

£trengheid bevdj~ni. dat. ~eze ho_g~re vergelijking~_!! __ BQ.9it~odon 
kunnon wordon, of ~-o.t vergelijkingon van lagere graad _ kunncn wordon 
herleid; ofschoon de grenzen van dit boek niet veroorlovon, dit 
bewijs hior mede to delen,menen W'.i_j to-ch dae.rop to .moeten wij zen, 
opdat niet iemand nog andere verdelingen, behalve do door onzo tbco-­
ric geleverde, b.v. in 7, 11, 13, 19 dclen op goometrische construe- , 
ties boopt terug to kunnon brcngen, 0n daarmede zijn tijd onnut 

verkwist .It De spatieringen in verscbillende gra2:.d · zijn afkomstig 
... ~--...... -•·----:· .. ~---- vc,.n G~ .. uss • 

... \ r7 -" , ,,. - I • - -··-- '\ 
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Uit zijn dagboek is gcbleken, dat Gauss dit bcwijs oorst ont­
dekt heoft op 6 April 1801, tijdens de corroctio van do laatsto 

drukproeven, zodat bovena~ngobaaldc passus ongotwijfeld eorst 

OiJ bet laatsto moment is ingevoogd. Ho"e bot door Gauss gclcvcrd0 
bowijs vcrloopt, is (nog) niot bokond. 

Wij Willen nu besluiton met oon ccnvoudig bowijs bicrven. 

Gogovon: L0 is het licbaRm dcr rationale gotallcn. 
c<.'_,, is eon get al uit L0 t k.wadraat VP..n getal uit 

L1 = L0 ( Y-<, ) is ontstaan uit L0 door adjunctio 

«2.. is oon gotal uit L1 t kwadraat ve.n gotal uit 

L. • 
0 . -

van v~ ' 
11 

L2 = L1 ( Vc:x12.) == L0 ( V,;x'7) ~z.) ontstaat uit L0 door echtor­

eenvolgendo adjunct ie van 'tci,r) v;;t. , etc. 

L0 (\ro; ,\'~, •. o ••••• , v::,) ontstaat uit L0 door achtcr­

ecnvolgendo adjunctic van fZ.. ( cl in L , VO<'. niot in L ) 1 
1 -1 0 · :.'1 0 · 

'{;;2 ( o!.2 in L1 , Q'L.. niot) ••••• fc,1k( o<k in Lk-i' Ycxk niE::t) .. 

Stelling: Wanneer 8 ocn willekeurig gotal uit ~ is, dat £!£1 
bohoort tot Lk_1 , da~ is 0 eon wortol van cen onhcrloidbaro 

L0 - vorgelijking van de graad 2k. 

Bewij~: (volledige induotio) 

Do stelling is uittorRard waar voor k=1. 
~ 

Noem aan, dat de st el ling geld t voor k-1 , dus dat fJ· c.ls ,.Ii.'Dll'ii 8i.. 

van L1 ( f;1 , Qi , ••... '{;iK) voldoct aan een onhorloidbaro L1-vor­

gclijking van de graad 2k-1 : F(x) = O. De coSfficienten van dczo 
vcrgclijking zijn got all en ui t L1 = L0 ( V ol,1), dus de godaante 
b + c \~ , (waarin b en c E. L 0 ) ! Dus F(x) '= r(x) + s(x) V:Z. , 
waarin r(x) en s(x) vccltormcn in x zijn van do gre.nd ~ 2k-1 , 

met coofficiontcn uit L. 
Zondor bcporking kunnli:~i wij do oerstc coofficiont ven Ff-::), dus 

de coefficient van x2 

gclijk 2an 1 nemcn, zodat r(x) van de graad 2k-1is, on s(x) van 

12,gorc graad. 
13 is dnn een vrnrtel van oen L0 -vcrgelijking: 

G(x) = l r(x)' 2 - o<"1 { s (x)r 2 = 0. (grae.d 2k) 
Wannoor wij bewijzen, dat doze vorgelijking onbcrloidb~ar is in 

L0 , is allos bewezen. k 

Zij f (x) een facto=:_ van G(x) ve.~ e0n g~aad > 0 en ( 2 :·,, 
: F(x) = r(x) + s(x) Vc1,, is onherloidbaar in L1 , dus dcclb'-,'-'r op, 

of ondorling ondeelbaar met !f (x) ( oo~ 11-polynoom) •. 
Mot r(x) + s(x)Vo(-1 is ook r(x) - s(x)VQ(,,, L1-onherlcidban.r, want 
iedorc ontbinding van r(x) - s(x)Vcl, in 2 L1-polynomon levort 
con analogc ontbinding van r(x) + s(x)k , door v-.:.rvanging van 

+V~ door-~. Dus ook r(x) - s(x)V<::1-1 is of dculbae:t'. op, of 



- 7 -
ondorJ.ing on~elbe.ar met 'f (x). Uit de onherleidb2,.r,.rhcid in 11 v11n 

r(x) + s(x) V~ volgt, dat r(x) en s(x) onderling ondeelbe.:-·,r zijn. 
Hieruit volgt, dct ook r(x) + s(x) v;;_ en r(x) - s(x) i.;;;, onderling 

1 4 
ondeolba'.",r zijn in 11 , wnnt iodere gomoonschappelijko fc.ctor zou 

in bt::t..n som en vorschil, dus in r(x) en s(x) V~ begrepon zijn, wr.r.r­
door in t(.;gonsprank met do aanname r(x) + s(x) V:Z, hcrloidbc.e.r (L1 ) 
ZOU Zijn. 

Anngonomen is: 

T (x) is ~JJl,:iJk dcolba::::.r (L0 ) op 

G(x) =ir(x) + s(x)~}{r(x) - s(x)~~ 
dus de grac~ van y (x) zou < 2k moeten zijn. 

I/ (x) kan dc:cn niot ondorling ondcelbae.r zijn met beido fr:.ctoron v!·r. 
G(x). 

Dus If (x) zou ( eventuecl op een constante factor n2.) idontick r:ic,_,. 
ten zijn mot 

r(x) + s(x)~ of met 
t-

r(x) - s(x) ~·ci!-1 

])it is in strijd mot de annname, d2.t 'f (x) een 10 -veolterm is. 

])us: ft.( xl_ is ..,2E.ht2_r~~idbaar L0 t w. t. b. w .• 

Govolgen: k 

1) Eon onhcrlej...d'bare verg. in L0 , waarvan de graad -:J: 2 (k = 1,2,3 .• • 

k2.n nooit 0cn V{ortol bozitton, die door viorkantswortols is uit 

to drukk0n (m.a.w. met pc,,sser en linenal te construcron). 

2) Ecn regolm2.tige p-boek (:p priom, p-1 f 2k) is E.1£! mot pa.sser 

en linea2l construoerbaar. De algebraischc oplossing voort n.~. 
onhorlcidbarc vergolijking van de graad p-1 t 2 • tot eon in L0 __ ,----


