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Tot de oudste problemen uit de elementaire vlakke meetkunde mag
wel worden gerekend het probleem van de cirkelverdeling, d.w.z.
het verdelen van de omtrek van een cirkel in een geheel aantal
gelijke delen, uitsluitend met behulp van passer en lineaal, De
verbindingslijnen der deelpunten bepalen regelmatige veelhoeken,
zodat het gestelde probleem gelijkwaardig is met het vraagstuk
van de constructie van regelmatige veelhoeken, liocemen wij het

aantal gclijke delen = n, dan is het gestelde probleem recds door
de oude Griekse wiskundigen voor

n = 2%, 3.2m, 5.2% en 3.5.2m (m is een natuurlijk getal).

Men vindt de grondslagen behandeld in het vierde boek van de Ele-
menten van Euklides.

Nadat er gedurende een‘tijdsverlopp van 2000 jaren geen principielc
vooruitgang te bespeuren was, is het bovengenoemde probleem in alle
volledigheid opgelost door Gauss (+ 1800). |

Dec jeugdige Gauss heeft op 30 Meart 1796 een klasse van met passer
en lineaal construcerbare regelmatige veelhoeken onmtdekt, welke de
bovengenoemde cnvat, maar welke bovendien nog tal van anfdcren be-
vat (wellicht nog oneindig vele andere). Eerst later, in 1801

nceft hij gevonden, dat het gestelde problecm door zijn oplossing
van 1796 efgesloten wass cr zijn geen anderc regelmatige veelhocken
tc ‘construercn met passer c¢n lineaal, dan de in 1796 gecvondene.

et resultaat van Gauss kan in de volgende uitkomst wordcn semen-
gevat:

Noodzakelijke en voldoende vooorwaarde voor de construccrbaarheid
van cen regelmetige veelhoek met passer en linceal is, dat het
aantal zijden wordt gegeven door

n = Zmﬂ-pk. (1>

m gcheel 3 03 het product wordt uitgestrekt over een willekcurig
aantal verschillende priemgetallen van de gedaante

28 41 (s geheel > 0)

Het is evident, dat de exponent s zelf van de gedaante 2t (of 0)
moet zijn. Voorbeelden: py = 3, 5, 1Ty 2575 sacas

Wij zullen eerst ons bezighouden met de afleiding va? het resu%f'
tast, dat de gestelde voorwasarde yoldocnde is. Daarbij zullen Wij
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ons veorlopig beperken tot het geval m = 0, terwijl het product

slechts 1 factor bevat, dus De uitbreiding op

‘ t de mecr algemecne
n=rp (p priem, van de gedaante 22 + 1) vorm (1) ig triviaa

Bet is in deze vorm, dat het probleem in 1796 door Gauss is opge~
lost, ith.b. voor p = 17.

Gauss werd tot dit onderzoek gevoerd door zijn werk op algebraisch
gebicd., Hij hield zich toen bezig met het onderzoek naar de alge-

braische oplosbaarhcid van de binomische vergelijking: '

Xp'- 1 = 0.

In analytische vorm kunnen de P verschillende wortels van deze

vergelijking (eenheidswortels) ommiddelijk worden neergeschreven
in de¢ gcdaante
27 ik

Xk=o P (1{'—:0, 1, 2’ csovey 9-1)

Het is duidelijk, dat met deze oplossing ook het problcem der
cirkelverdeling zou zijn opgelost.

Alleef X, is relel = 1. De p-1 complexe wortels voldoen aan

of
A TOUUUPP R | (2)
Dit is de gggﬁelijking van de cirkelverdeling. Stellen wij
X4 = eﬁﬁwn =T ,
den is
X, = rk,
zodat alle complexc wortels kunnen worden voorgcsteld door
r, r°, 3, ....., o1 ' (3)

Icdcre wortel is dan een cenvoudige rationzle functie (gchcle macht)
van dc cerste ult de rij. Gauss gaat nog een stap verder, door te
laten zicn, dat bij bepaalde rangschikking van de rij (3) iedere
wortcl dezclfde gehele (g-dc) macht van zijn voorganger is, weardoor
de rij (3) dezvolgende gedaante verkrijgts

p.—
I‘, rg, rg’ o 0pe sy rg (3')

Dit wordt bercikt, door voor g ecn zodanig gecheel getal te kilezen,
dat de p-1 getallen gk( k = 0,1,25000..90=2) ecn goreduceerd rest-
systecem (mod.p) vormen, dus op de volgorde na congrueunt met de ge-
tallen 1,2,35¢e00es0~1 2ijn, g moet dan cen primiticvec wortel

(mod p) zijn. Mcn kan bewijzen, dat voor icder priemgectal van de
gcdaante 2°+ 1 o.a. het getal 3 san dec gestclde eiscn voldoet,
Juist in dec bijzondere rangschikking (3') schuilt dc korn van de
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oplossingsmethode ven Gauss, Daartoe wordt de rij (3') voor

P = 25, 1 in twee rijen van 28~ -1 termen gesplitst als volgt:
2 3 p-3 p-2 '

Iy rg, rg s I’g ,Q'ouoo’rg ] rg ’
en men stelt
o 4 6 25_ 2
7” =I‘+Tg+rg *‘ rg+ ® ¢ e 0 o +rg s
305 7 2% (4
7=rg+rg+rg+rg-+....+rg_ .
A ,

Het is duidelijk, dat: fet
&

74*71127 = -1

k=1
terwijl hct gemakkell;;k 1n te zien is, dats
$
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waarin iedere som van het rechterlid gellgk is aan 4 of t/ of 2% 1
‘ I

Dus ]
b‘{ ::.A. + A1 ’2 + .A.2 7.{ (Ak gehcel) (5)

Uit (4) blijkt, det bij vervanging van r door r® 4? in 1? avergaab,
en omgekecrd dus

74?2 = b + A, 17&+A274 : (6)
Uit (5) en (6) volgt door optelling

1t Ao Ayt Ay
by = ket R (g ey ) = A - Iyt
dus ratlonc"al (Men kan bevugzen, det Ay= A5, dus ? 7 = A~ Ay,

dus gcheel, mear dat is voor ons doel van minder belang)

7 en 172 zijn dus de wortels van de vierkantsvergelijking met

I‘a“tlol”l"l(, (zelfs gehele) coefficientens
2 A+ By
X 4+ X + AO —'2'-—- = 0,

Ze zijn dus door worteltrekking te bepalen,
Op dezelfde wijze worden 7 S 7 verder gesplitst ins
1 -

g"l 33
Vl,m‘:"?-*i-’l + U7+ —~..+'l s
g gﬂu -2
’) = A + 2 4-.,s-,_-y"(g‘
2
?11 Z’Z?"“* Qg 'f'/?.j:-}lr - 4 5 -3
3 7 » 19
721:45_%,2‘?*&5‘{_*—**_&?

‘741+‘713=*?A R 711+7z¢"2
747 '741* 23 +j)7'741+2>

291y + By 997+ By 1,9
14 e 2 G+ €, byt O

crat Oty 1 Cyp,, |0 € aed
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V1T Ty 0,2 Nyp is:
+ 32 M+ 33 Dert By e |
Nt fag = Bo+ 34-*?527 +§3_§-§z72
T2 035 Co v Cﬂ,(’t n, + C3+Cv 9.
De getallen ? 4 }/’rz kunnen nu Worden bepaald als wortels van de
Vierkantsverg;llghlng. 1 nx + {'.BQ +?’1;;}i }24 “3 ‘2 ‘§

«2r blj vervenging van r door r8

DHS: %tm ’7,,&330’*34*)

analoog P4z ? /722 . Zo kan men doorgaan en tenslotte ’oepaal'b men uit
een schakel van vierkantsvergelijkingens:

1

<

\ T+ =’Zf*’2'j«2cdsior
wasrmede het algebraisch gedeelte van het cirkelverdelingsprobleem
voltooid is.

Voorbeelds p =17 , g = 3,

2.0
r = 77

-8 - - -4 4 b4
7, = T+ v e +/zg.+-4 -4

A, = (AL INDSE i 27 e a8
Nyt h, == ’l;' Wty =4h, + 4% = -4,
DQS'

i) en l) zijn de wortels van de vergelijking y2 +y -4 =

Nu komt er nog een kleine f:messe. Welke van de gevonden wortels i1s
b s “welke ) ? h o= 2(00331’ + cos 7E L c0siE 4 cos 4‘4 ) >
1 2 1 ) 7 7

2%'1”0”./2):0
dus )7/}=~j/2 +‘/1\/~*1—'“7'

N, = 4 Al T Y (27 P 2
41 8 2 |

Pag 22+ T Y2s t ?21‘72

PR AR A

?44 742_: ZH‘*‘ L(az + Jzu Fhe = 1
3 <6 7 6 ,
A+ T R

Ty G
2
Dus #_en 4, zijn de wortels van z =4,z -1 =0 27"))
o noow b z=1=0 vall
evenzo en v z 72

De wortels van (7') en (7") zijn reel en ven tegengesteld teken.
Ky = 2(oos 1T L cos st ) >0

7u 2(0031}’., + cos 127 ) L O dus 17 > 0
. 73 ey
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Tenslotte isz Ty =T + =1 2 cos‘%; |

R | ‘ dus

= I‘4+ I'-4 = 2 cos é’%_’ 74M>12715> 0
4 .

= r2¢ v734 34 r*s =4,

’LM

441 7°14l = ';‘4 § 17411 I/M:,
Dus is de groot 2.
54 g ocotste wortel van u 7M u-+}zf = 0,

Tenslotte is hiermede cos‘fih uitgedrukt met behulp van vierkants-
wortels., Uit het voorgaande is gemekkelijk cen meetkundige con-
structie voor de zijde van de regelmatige 17-hoek af te leiden 1),
Bepaalt men gehele getallen a s Welke voldoen aan L

k Z’ﬁx T pe

(steeds mogelijk!), den is hiermede het probleem van de cirkelver—
- deling in J[ Py gclijke delen opgelost, terwijl de verdere uitbrei-
ding tot 2"[Th; door voortdurende halvering volgh.

Wij willen dit gedeelte besluiten met enkele opmerkingen over de
priemgetallen van dg gedaante

22 4 1.
Voor t = 1,2,3,4 vindt men inderdaszd pfiemgetallen, n.l, 5, 17,
257 en 65537, Dit leiddec Fermat tot het vermoeden, dat alle ge-
tallen van deze vorm priemgetallen waren. Dit is echter onjuist.
Euler heeft reeds asngetoond, dat

22

Ook meerdere volgende getallen uit deze rij zijn deelbaar gebleken.

Het is nog een open vraag of deze rij een eindig of oneindig aantal

priemgetallen bevat,

Wij zullen nu overgaan tot het tweede gedeelte, de noodzakelijkheid
der gestelde voorwaarde, dus de negetieve kant van de zaak:

Slechts de veelhoeken van het bovenstaande type zijn met passer
en lineaal te construeren. Wij merkten reeds op, dat Gauss ook 4dit
probleem heeft opgelost, in 1801, Aan het slot van art. 365 van
zijn in de zomer van 1801 verschenen ”Dlsqulsltlones arlthmetlcae"
steat te lezens :
"Yannecer echter p-1 andere priemfactoren behalve 2 bevat, komen wij
steeds op vergelijkingen van hogere graad, en wij kunnen met alle
strengheid bewijzen, dat deze hogere vergelijkingen nooit vermeden

kunnen worden, of tot vergelijkingen van lagere graad kunnen wordcn

herleid; ofschoon de grenzen van dit boek niet veroorloven, dit
bewijs hier mede te delen,menen wij toch daarop te moeten wijzen,

opdat niet icmand nog andere verdelingen, behalve dec door onze theo--
ric geleverde, b,v, in 7, 11, 13, 19 delen op geometrische construc-

ties hoopt terug te kunnen brengen, en daarmede zijn tijd onnut

verkwist M De spatieringen in verschillende graad zijn afkomstig
wwwww > ? —- L . . " . th (I"ll%u.
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Uit zijn dagboek is gecbleken, dat Gauss dit bewijs corst ont-
dekt hecft op 6 April 1801, tijdens de corrcctie van de laatste
drukproeven, zodat bovenaangchaaldc passus ongetwijfeld eerst
op het laatstc moment is ingevoegd. Hoe het door Gauss gcleverde
bewijs verloopt, is (nog) niet bekend. |
Wij willen nu besluiton met cen ccnvoudig bewijs hierven.

Gegcvens Lé is het lichaam der rationale getallen.,
oy is ecn getal uit L, ¥ kwadraat ven getal uit IL..
L, Lo(fvg') is ontstaan uit L, door adjunctic van‘%g .
OQ_'S cen getal uit I%-# kwadraat ven getal uit Ly
L, = L1(VGQ) = LO(VZL)VGQ) ontsteet uit L, door echter-
eenvolgende adjunctie van Yo/, ,Voe, , ete.
Ib(\ﬂ;,val, ....... .,V&;) ontstaat uit L, door achter—
eenvolgende adjunctie van %Q;(oé in LO,\QQ nict in L),
Y-;ZZ( 9(2 in L1, %O{,L nlct) e e 0 e hk/l(( O(K in Lk"‘1, Y(_)(K nlet).

el |

Sﬁellingi Wenneer & cen willekeurig getal uit Iy, is, dat nict.

behoort tot Lk—1’ dan is 6? een wortel van cen onhcrleidbare

Lo— vergelijking van de greaad Zk.

Bewiiﬁ: (volledige inductie)

De stelling is uittersard waar voor k=1,

/céémnzq/ﬂ-

Necem san, dat de stelling geldt voor k-1, dus dat G ols vewnked
van L1(V§;,¥§§ yeu... Vo) voldoet aan cen onherlcidbare Ly-ver-
gelijking van de graad 2k'1: P(x) = 0. De cocfficienten van deze
vergelijking zijn getallen uit Ly= Iy (Yo, ), dus de gcdaante

b + cloy , (waarin b en ¢ € Lo), Dus F(x) = r(x) + s(x)V&m_,k—1
wearin r(x) en s(x) veeltermen in x zijn van dec gread £ 2 ’

22.
met coefficienten uit L.

Zonder beperking kunnﬁ51wij dc cerste coEffipient ven Pf), dus
de coéfficient van x°
gelijk 2an 1 nemen, zodat r(x) ven de graad 2k‘1is, en s(x) van
lagere graad. '

£ is dan een wortel van cen L -vergelijking:

G(x) = {r(xf;z —c%3§s(x5}2 = 0. (graesd 2Ky ‘
Wanncer wij bewijzen, dat deze vergelijking onherlcidbear is 1n
LO, is alles bewezen, X
Zij (x) een factor van G(x) ven een graad 0 en {2,

CF(x) = r(x) + 8(x) Vo, is onherleidbaar in Ly, dus dcelbcer Op,
of onderling ondeelbaar met yﬂ(x) (ooE_L1~polynoom),

Met r(x) + s(x)M&% is ook r(x) - s(x)V«, Ly-onherlcidbaar, want
jedere ontbinding van r(x) - s(x)Ve, in 2 L,~-polyncmen levert
cen enaloge ontbinding van r(x) + s(x){x, , door virvenging ven
+¥:a door —Vﬁ;..Dus ook r(x) - s(x)V;; is of deulbaar op, of
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O?QTrllng,Onéfelb&ar met p (x), Uit de onherleidbanrheid in L, von
rix) + S(X)Vog volgt, dat r(x) en s(x) onderling ondeelbecr zijn.

Hieruit volgt, det ook r(x) + s(x) Ve, en v(x) - s(x)Vx, onderling
endeclbasr zijn in L1, we :

e ant icdere gemecnschappelijke fector zou
in nun som en verschil, dus in r(x) en s(x)V«g begrepcn zijn, wear-

door in tcgenspraak met deo aenname r(x) + s(x)VZ; herleidbear (I.,)
zou zijn, 1

Aangcnomen is:
Vﬂ(x) is gigenlijk declbasar (L) op

_ g
G(x) -‘ir(x) + s(x)V;;er(x) - s(x)Vgak
dus de graad van 5P(X) zou < 27 moeten zijn.
?9(X) kan den niet onderling ondeelbacr zijn met beide foctoren vrr
G(x).

Dus ¢ (x) zou (eventueel op een constante factor n2) identick mew..
ten zijn met

r(x) + s(x)VZZ of met r(x) - s(x)b;;
Dit is in strijd met de asnnome, det yﬁ(x) een L -veclterm is,

Dus: G(x) is cnherleidbaar Lor W.5,b.W,

presetpudy

Gevolgens

1) Ecn onhcrleidbare verg. in L,, waarven de graad ¥ 2K (x = 1,2,3.. .
ken nooit een wortel bezitten, die door vierkantswortels is uit
te drukken (m.2.w. met passer en lineazl te comstrucren),

2) Een regelmetige p-hoek (p priocm, p—1-% 2k) is nict met passer
en lineasl construcerbaar, Dec algebraische oplossing vecrt n.l.
tot een in L cnherleidbare vergelijking van de gread p-1# 27,

- —— - v



