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1. De groepentheoretische stelling van najds. 

Zij Geen eindi.ge Abelse groep met n elementen. Laat de groE-popcratie 
~multiplicatief geschreven worden. Ala tegenhanger van de fundamentaalstel..­
ling, die 2egt dat G te beschrijven is ala direct product van enige cy­
clische ondergroepen. bewijzen we; 

Zijn g1, ••• ,gr i::l~menten van G, zijn q1, .... ,qr nstuurlijke getallen, 
en is elk elem~nt van de groep op een mnnier te sohrijven ala 

k1 k2 kr 
g1 g2 •••Sr • 

v,aarin k1 , k2, ••• ,kr gehele ge.tallen zijn die voldoen aan O 1:k1 i"qi 
(1=1, ••• ,r), den is minstens een der deelverzamelingen van G: 

2 Q.1-1 
( 1 •gi ,gi '• • • ,gi · ) 

een groep. 
In ·deze stelling beschouwen we een aantal deelverzamelingen, die wel 

l een speeiale gedar..nte hebben, maar geen ondergroep van G behoeven te 
zijn. En er wordt ondcrsteld dat G op te vatten is ala ee.n soort direct 
product van deze de~lvcrzamelingen;dat zoiets kan optreden wordt door de 
fundamentaalstelling op drastisohe wijzb gcgarandeerd: zelfs wanneer we 
eiaen dat al die de~lv~rzamelingtn onderbroep&n zijn, beste.at er zo 'n 
direct product. De stelling spr6€kt nu uit dat bij e~n splitsing met de 
besohouwde eigenschep minstena een factor een ondergroep van G is, of an-
4ers gezegd: voor minstens een waarde van de index i meet gelden:g1qi=1. 
Het is duidelijk dat q1 ••• qr gelijk is ean de orde van G. 

Bij bet bewij a kurmen we ons beperken tot het geval, dat de q1 priem­
getallen zijn. Want is b.v. q1:p1 ••• p8 , waarin p1_. • .,p8 priemgetallen 
(w~aronder gelijke mogen voorkomen), da.n kunnen we eeneenduidig scbrijvern 

ki = ~,+ \P1+ ~P1P2+• • • ~,P1 • uPs-1' 

due 

g ki ,,. ~" (g P1)1. (1:1 P1 P2)).' (g P1 • • •Ps-1 )~' 
i =Q1 • 1 .. • 'Qi • • • i ' 

waarin ~. ( tt =1, ••• , a) een geheel getel ie met O , )..1 .t. p<'S • 1; :>or di t voor 
alle gi ta doen wordt men gevoerd op nieuwe deelverzamelingen met dezelf• 
~ ei~ne.9happen, maar we.arvoor nu steeds net ae.ntal element en ee.n pr1em~ 
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getal is. Hebben we bewezen dater bij een btpanlde wanrde van 1 een ,,­
bestne.t we.arvoor geldt (g/,1 • • .. pt'J- 1 ) P, =1, dnn geldt ook g1 qi=1. 

2. Bij het bewijs ven de atelling van Hrjos leiden wr:. sohcttinsen af' voor 
het a~ntel priemfaotoren in dG orde v~n zekere ondergroepen van G. Ver­
der is bet nodig om naast ondergroepen en deelverznmelingcn van G oak uit­
drukkingon van de volgt.:nde gedn'."·nte in de boachouwing te bi:;;trekke.n; 

0 1S1+0 2S2+•••+0 n8n• 
z.g. complexen. Hi~rbij zijn de o1, de eoe!ficienten van ~~n complex, 
gehele g€tallen t O, en de s1 de verschillunde cleruc.mten van G. Twee 
complexen h1;;:ttn e.lleen gelijk, ale i:-.lle cotGff'icilrtnti;,n gE.lijk zijn. Optel­
ling van complexen gLsohie:dt door optelling van de ool:ff'ioit.nten; verme ... 
nigvuldiging wordt v~steelegd door aistributiviteit tc oiaen en twee 

~lGmenten S;i. ,g,, te vermenigvuldigen, zo3la in di,;; groep gE;.beurt. De com.­
plexen vormen "blijkbac.r cen !in.B,. Ee.n ondergroi::p H of 0en deelverzame­
ling K van G zullen we wel £ens opvatten als een complex, d.1. een &le­
ment uit dio ring, en dnnrbij eon willekeurige coeffici~nt o~ gelijk aa.n 
·J of O te atellen, al naf'.r geleng het ovi.-.ri::enkomstige &lem&nt g-v in H 
resp. K voorkomt of niet. 

" 41-1 Stellen we nog voor i=1, ••• ,r de deelverzemeling {1,g1, ••• ,g1 ) 
voor door s1 , dan kunnen we de ta "bewijzen atelling ~ldus uitsprekent 
Geldt G:::S1s2 ••• sr, dam is minstena een der s1 een groep. 

Ia Been complex/.: s, dan geven we met H(B) de ondergroep van G aan, 
die voortge"bracht wordt door lli elementen van B, waa.rvan de coeftioient 
van nul versehilt. Met d(B) geven we het aental priemfaotoren aen in hat 

llfG.tal, dat de orde aangeeft vP-n H(B); meervoudige priemfe.otoren word.en 
'!i.ierb1j mservoudig g6teld. Zijn B1, ••• ,Bk oomplexen ~ O, da.n definieren 
we H{B 1 , •• ..,13k) Pls de ondergroep, voortgebraeht door d~ elementen die 
in minatens een van de complexon B1 , ••• ,Bk met van nul verschillende 
coefficient voo:rkoment en d(B1, ••• ,Bk) ala het aantal pri.t:imfaotoren in 
de orde van di~ ondergroep. w~ wijz~n er op, dat H(B 1B2 ••• Bk) niet bet­
ztlfde hoeft te zijn ale H(B 1 ,B2, ••• ,Bk), meer er c~n echt detl van kan 
zijn, en dat voorts geldt: 

3. Enige hulpstellingen. 
a) d(G)=r 
b) H1 , H2 --t d(H1) i d(H2) {:a:1 en H2 o.ndergroepen van G). 
o) d(B1 ,B2) i,d(B1)+d(B2), voor willelteurige oomplexen B1 en B2• 
Im.mars, als H1=H(B1), H2=R(B2) is, dan is bet concr~te pro~uct vnn H1 
en a2 te verkrijgen als homomorf beeld Va.D het abstracte p~oduot, en is 

, ,due de orde van H11i2 een deler van het product va~ de order .. van H1 en H.2• 
<l) Zijn H1 ,H2,a3 ongergroepen van G JD]:~t H1 c:. ~, den is 
flJ;:1p!!3,,)-d CH2) ~d (H1H3)-d (H1). 
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Immers, dll:l.i:::.r G Abe:la is, zijn d1:, gt. no\.,;mdc ondergrocpcn t1:. v,~ns normP-aldr.i-

lcrs, en kunnen we de fr,ctozgr .. ?3Pea 11 2/H1 en H2H3/u1H 3 vorm1:;;n, ela 
vcrzcm .. linge:n vr:,n nuv~nkl~sf.rnn. D£;; ecrste io homomorf c:.f ttt bt:1..,ld8n op 

d2 tweed~, on dus is d~ ord~ v~n d~ tw~~de fnctorgroep w~n del~r van diL 
van d~ tcrcte, €n dus 

4. Wf: luvtren nu hL.t be.1:ijEJ V'J.n om:,:; st.:.;lling met \rolledige inductie (JD 

ui t bet ongE.rijmde. Voor r=1 sprcd, t d:..:: • telling Vl')Or zichzelf. WB l8i-­

dsn ~en contrndictie af uit d~ onderat6lling dnt dL stcllini gtldt voor 
r=1,-...,, r-1 en dut G t.eo splitsing s1s2 • .. sr totli:.at, w·-e.rbij gt,_n 1:;n­
kcle s1 een gro~p is. 

J. Wegens de groepeigcm:ichit1p is Ggr=G, of'wel G(gr-1):.-0, of 
qr 

(1) s1 ••• sr_1Dr=O met nr=Sr -1. 

Krachtena ond0rstclling is Dxf= O. In h€.t linlrnrlid vr~n ( 1) 1,,te:n wu zo­

veel mogelijk fectoren Si weg (Event. ge8n onkel1;;;:), terwijl toch ht;t pro­
duct gelijk aan nul blijft. Door g0sohikte n•.unm1.;ring 11an d~ Si b(;r0iken 

we: er is sen natuurlijk g~itnl k m0t 1 ti k 'i: r-1, zodet geldt 

( 2) 

en zodet hierin geen factor meer weggE-laten ke.n warden. V1=1.nzelf mae· de f;,_c­
ior Dr niet weggelaten worden. We zullen nu aantonen: 

I d(S 1, .•• ,Sk)/ k 
II d(S1,.,.,. ,sk,Dr) 4 k. 

lligena d(s1 •••• ,Sk)id(S1 , ••• ,sk,Dr) houdt dit 1:::en contrndictiE: in. 
liewijs van I. Hiurvoor is de minimelit.:..itaeigenschap vr.n (2) nog nict 

nodig. Zij K::::S 1 .... sk. D?.n is K een complEix fi O met all~cn niet-r1ege.tieve 

oo~ffici~nten; K is g~,t.:n ondergroep - o.nder..s we.a isen dor s1 t •• ., ,sk 

wegens inductieveronderstelling eon grotp; KSk+i•·•Sr is wi1 ~en groep, 
n. 1 .. G. Zij H=H(K), q het r;.::>,ntal element en van K en t dr:.t Ve.n H,. Er 

geldt 

dus 
(3) 

Hier st:cAt een gelijkheid tureen twGe complexeo. Rechts in (3) st .. ,..,i:>.t €lk 
element van G t-m~e~l .. Dus is q et:n deler van t t en wel cui (:;chtE:. del(;;r, 

omd~t K ec.ht bE. VP.t is in H .. We dolen door q en tE:lle:m dc. priemf~.ctoren 

in de ~ent~llen elcmenten linka en reohts: 
d(K)+1+..., .• +1 > d(G), ofwel d(K)+r-k > r, due d(K) > k. 

En d(K) is hctzE:lfde; i:tls d(S1 ,,. •• ,Sk), omdat H(S1 , ••• ,S1) ,:~•ort_sE-brt=:.cht 

wordt door g1 , ••• ,gk en die ln..:·tste cl&menten tevtms in K voorkom&n met 

VM nul versobillende coefficient. 
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In plgRte v~n II b~wijzen W6 dL vol~Gndu at,lling: 
Is lltt complex B/: 0 en zij.n do complcx(;n T 1, .... ,Tm prit-mrct:ka~n of dif• 
fer£:ntiea, d .w. z. is olke T,._. vi:.n de f(;drf;.nte 1+g+ .... +gP-1 of &e goc1G,e;i;e 

g-1 C,u =1, ••• ,m)a on geldt veruer 

( 4) BT 1 • • • Tm :::0 , 

ttrwijl bet linkerlid van (4) ~ 0 is, ala een factor T .. ,., weggelaten wordt, 
dan geldt1 

Voor m=k+1, B=1, Tm:=;l\.• T~ =8-M (_(A. =1, ••• ,k) ontataat II. 
We bandelen nu eerst bet g~val m•1 af. Is T1 ~en diffarentie g-1, 

den is dus B(g-1)=0, otwel Bg=.'B, en due g bevat in H(B). Ia T1 een priem-· 
reeks 1+g+ ••• +gP-1, dan is enerzijda BT(g-1)::.B(gP-1):::0, dua gP~R(B). 
Anderzijds is B(g+ ••• +gP-1)=-B, ten element b2 rechte komt ook links voor, 
leg ale b 1g1 met i6- i .6:,p-1. Dan is g16 H(B). Door combinatie volgts 
g( H(B). Bijgevolg is altijd H(:B,T1)=H(B), due d(B,T1)-d(B):O en de 
stalling voor m=1 bewezen. 

Vervolgens busohouwen we het g~val: d(T.M.)=1 voor .>t=1, ••• ,m. Wegens 
het gGgeven is bet complex BT 1 ••• Tm_1fi O en op grond van de vorige alinea 
toegepast met Tm i.p.v. T1 en BT1 ••• Tm_1 i.p.v. B, is dens 

{5) d(BT 1 ••• Tm_1 ,Tm)-d(BT1 ••• Tm_1 )= O. 

VGrder is wegens 3 d) met H1=H(BT 1 •• -Tm_1), H2=H(B,T1, ••• ,Tm_1), H3=R(~m)a 

( 6) d(B ,T 1 , • •• ,Tm_1 ,Tm)-d(B ,T 1 , •• • ,Tm_1 )6 d (BT 1 • • .Tm_1 ,Tm)-d(BT 1 ••• Tm ... 1} • 

en kraohtens 3 c) hebben we de ongelijkheid: 

{7) d(B,T 1 , ••• ,Tm_1 )•d(B) ~d(T 1) + ••• +d (Tm.1) =m-1. 

ffoor optellen van (5), (6). (7) krijgen we de stelling ook voor dit geval. 
In het algemen9 geval pa.seen we volledige induotie toe naar de uit­

drukking 

F=d(T 1 )+.,. .+d(Tm)• 

Het is na bet voora.fgaande voldoende de stalling aan te tonen voor een 
zekere wearde van F in de onderstelling de.t h1j al bevn,~:i.m is voor de 
lagere waarden van F. Verder mogen we aennemen d(Tm)~2. Wt gaan nu op 
geschikte manier een differentie D kiezen, die verkr~gcn w0rdt door Tm 
met eeo zekere factor te vermenigvuldigen, terwij 1 d (D:, :::e. (lI'm)-1 is. 
En wel, ala Tm=g-1 is en q de orde van het groepselement g (wegens 
d(T )~ 2 is q g~en priemgetal), kiezen we een priem.factor p van q, 
D=g"•1 voldoet dan a.an de ve.reisten. En ale Tm=1+g+ .... +gP"'1 is, vormen 
we eerst D1=!.I'm(g•1)=gP-11 dan is d(D1)=d(Tm) of d(:¥=d(Tm)-1; in Ret 
laatste g~val zijn we al kle.ar; in het eerate geval voldoe·t een zeker veel­
voud D=gPP1-1 van n1 aan da vereisten. 

Oonclusie: BT1 ••• Tm_1D::O. Laa.t bij gescbikte nummering van de T--t.t. 
gelden: 
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(8) 

t1:..rwijl bet l~.::k~rlid. v~n (8) nii,;t tn,::cr .cul is bi;j schro.pping van ecn ~ ,, 

Wegena hct ge5~v~n knn uok D ni,.t goechrapt wordLn. 
Hie.rbij io O :.k ~n-1. lhit gcva.l k::O mot..t apar·t bcha,.J&ld worden .. 

n~.arbij is op grand 'lrr.m h0t voorgr.cnd"' d(B,D)-d(B)::O 1:.n vo1·<li::.r op grond 

van 3 rl): d(l,,11:\)-d(:;],D)t~d(Tm)-:-d(D)::1 .. Due gbldt: 

(7•) d(B,T,..)-i(B)~ 1 .. 
~•• 

Wcgane inducti~v~ron1~rst0lling is 

( 5 t) 

en uit 

( 6 t) 

~n he, t e'' Vl?:l k) ,J l, .. : : .. ',: ·,,r,~ 

d (B T rn Tt) _.:i h,~ ' 1 .( , ...., 'I , 1, •.• , ..... 1;·'--"'' l..a\ .. ·•· ..... i 

en dus 

ui t da. iniluc ti evcron:1,.:ratcllinr; af 

(m~guns d (T 1) + •• • +d (Tk )+t.'! (D) i d(T 1'°• •• +d (Tm)-1), 

Ook kunnen we uit de iaJuoticveronderat~lling afleideni 

(5tt) 

Op grond van 3 d) hebben v,,e .aog 

(6") d(P,T 1 , .... ,Tk' Tk+i' ••• 1Tm)-d(B,T1 , ••• ,Tk)~ d(BT1 •• ..rk,Tk+1 ,,, .. ,'ti) 
-d (BT 1 ..... Tk). 

Door optelling van (5'), (6~ (7'), reap. (5"), (6"), (7 11 ) o.:.1tataat in 

jeide gev~llen de uitsprea.k va.n de stalling. 

5 .. Wij willen nu overgaan op continue Abelse groepen. ne fOep G, waarvan 
in het vorige aprake was, wordt voortgebracht door de elerenten 
g1 , .... ,gr. We kunnen dit zu. zien, dat aan elk stel van r ;ehele geta.llen 
k1 , .... ,kr een element van de groep is toegevoegd. Componmtsgewijze op-
tellen van twee zulke stellen bea.ntwoordt aao de groepop·:ratie. Het komt 
zeker voor, dat ar..n verschillende st ell en hetzelfde grcq>selement is toe­
gevoegd.; de groep G was zelfs etindig. Er zi,jn dus ident:f.:.cr;.ties; daa.r­

bij zijn er natuurli;jke getallen q1.' .... ,qr (~ 2), zod<J.t :;e stellen met 
O~k1< qi (i=1, ... "',r) aitle elementen van G precies een.:1;:,11 leveren. 

We besohouwen nu een groep G met de volgende eige.'leChiippen: een wil­
lekeurig element g wordt beschraven door n reele parameters y 1 ,.,. •Y n• 
Aa.n bet optellen van twee atellen param€ters beantwoorct de groepopera.tie .. 
Er zijn verder identificaties; en wel n positieve getellen ... r-1 , ••• ;~, 
zodat de atellen mat O t'!::3 1'-"tc (i=1,., ... ,n) alle elemen:;en 1:r-Jn G precies 

eemnaal leveren ( vgl blz .10, lr-atste alinea). 
Stellen we het element met paranet.::rs y 1: .•• ,Y n vo11r 

door g(y 1 , ... ,yn)., Blijkbaar is g(O,O,. .. ,O) bet ee.c:h0idse~ement, zeg 1, 
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van de groep. We zullen in 8.en 9.bewijzen dat voor minstens een waa.rde 
van i het element g(O, ••• , Ti' •.. ,O) het eenhoiclsolement 1 is. 

We mogen ons bt::!per.lam tot het gcval 7: 1 = 1 (i~~, ••• t h ) • 'Hant we 

kunnen ale parameter~ even gped gebruike.tl y 11 = ,,,;J;.. 
"· i We kunnen een ::n~etkur1dige voorstelling van G .,ntwt.rpen in wen eucli-

dische ruimte R. We kiezon da.arin een aeaenstelsel rr.et ooreprong Oen n 
noemen de eenheidsvectoren in de cocrdina~triohtingcn 01, ••• ,en• 
Aan het punt x=y1e1+ ••• +ynen (- oo < y1 <:. + a> ) vo3gen we het groepsele­

l'l'l.ent x'-:.:g (y 1 , ••• ,y n) toe. n·e punt en van de eenheidnlrubn'3 W: 0 ~ y i < 1 
(1=1, ••• ,n) rep::ceeenteren da.n eeneenduidig de grocps'1lementan. Latten 
we nu op de verzameling ~') der punten x=y1e1+ ••• +y11en' we.e.raan hat eem­
heidaelement van de groep is toegevoegd. Allereerat behoort O tot)). 
Ale x1 en x2 el"' toe behoren, dan ook .x1+x2 • Want a.ls g(y1, ••• ,yn)= 

.:g(m: 1 , •• ,.,~;:-)~'=1, da.n is ook g(y1+z1 , ••• ,yn+zn)=g(y1, ••• ,y0 ).g(z1 , ••• ,zr) ... • 
~1.1=1. :ket x behoort ook lx tot)) (1 een geheel getal). We la.ten nu 
zien, da;t er in 1-; n p11r.ten p1, ••• ,p0 zijn, die tezf.3.men met O de ruimte 
Rn voortbren~;en, tcrwi~i l elk punt van ,-1 geschreven kan word en in de ge­
daante J.1p1+~ .... +lrln, ,·:~,·~t-in 11, ••• , ln gehele getallen ~ijn. 

We merken eerat op, dat de verzameling o' geen verdichtingspunten be-
rl.'.:I < I zit. Stel n.l. eens, dr.:.t twee punten x1 en x2 van er een afstand r heb~ ~. 

ben en zij { het punt t e1+ ..... +-fen' het mi·idelpunt van de hierboven 
beachouv:de kubus. Dan liggen de coordinaten van het punt ,J, -x1+x_; z_:ker 
tussen Oen 1 en ligt dat punt ook in die kubus. Maa.r (.J-x1+x2) =t , 
en da.t is in strijd met de onderstelling, dater geen twee punten van 
de kubus betzelfde groepselement representeren. Zij nu p1~ 0 een punt 
van 'if met de eigenschap, da.t op het verbindingalijnstu.k v~ O en p1 geen 
rerdere punten van "!1 liggen. Dan kunnen de a.ndere punt en van '(f op de 
rechte door Oen p1 geschreven warden a.ls 11p1 (11 een geheel getal). 
Lat en nu in }' reads de punt en p1 , ••• ,pk f:. O gevonden zijn ( 1 ,( k < n), 
die tezamen met O een k-dimensionale ruimte Rk voortbrengen, terwijl eJ.k 
punt vani'in Rk m.b.v,. gehele getallen 11 , •• 0 1k te sehrijven is a.ls 
l 1P1+ ••• +lkpk. Er zijn punten van11 buiten Rk; neem maa.r een punt 
x=y1e1+ ••• +ynen op afstand > n van de ruimte Rka er is e~n punt x1 in de 
beaohouwde eenheidskub·ua dat hetzelfde groepaeltement rc,r;::i:esenteert a.ls x1 
het punt x-x1 ligt buiten de ruimte Rk en beboort tot j?. We beachouwen 
nu de k+1-dimensiona.le ruimte Rk+1 voortgebracht door rre ~uimte Rk en zo 
'n punt_ De punten van 'f, die tot die Rk+1 behoren, lig~en in a.an de 
ruimte Rk evenwijdige k-,qimensionale ruimten, die zich niet ve:rdichtan 

en aequidietant z1jn.Er is dua een punt pk+1, dat tot if en de ruimte 
Rk+1 behoort en een minima.le afatand tot de ruimte lik heeft. Dan wordt 
de ruimte Rk+1 voortgebracht door de punten O,p1 , ••• ,pk+1 en kan elk punt 
va.n 'f da.t er toe beb.oort geschreven worden in de gede.eu:rte 
l 1p1+ .. • .+lk+1Pk+1 met geb.ele getaJ.len 11, ••• , lk+1 • Dpor voJ.ledige induc­
tie si~n we de juistheia in va.n de bewering in de vorige alinea. We noe-
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men cf' een rooster, en het stel Y€:ctorl,n p1 , ••• , Pn evn basis van t' . 
'Ke beschouwe:n nu lin els grocp, E::;rl W()l optelgroep mat de a.fapraak 

x+x•=zyiei+I.v1'ei=2(Yr+.Y'i)~i. Ondcr p+W versti:rn.n Vie do kubus die 
u1 t de tJt:nheidskubue W dt.ntstaat b ij de trane lctie O -;, p. DG ,rerzameling 
kubusst3n p+'i1, p .s ~f g0von wt a.an r.:wt it +W .. Dan ia l~n homomorf e,fff:b~eld 

op G on ifJ de kern. Due is G';t B.rfp • Ev<::nals W h<:eft ook c lko kubus 

p+W de eigcnschap,, dat de punten ervar.i (.t:n€:enduidig all.:: gro,.:ps1;;.lem1.:.nte1i 

representeren (p tt:: 1' ) , de punt0n dio bij de trsnslati0 0 • p in elkaf~l· 

overgaan representeren h1,;;tzelfde groepselement. Elk p-:.1nt x van Rn lici• 

in een kubus, omda.t or wcgens de onderstelling o.1 tijd (;c;n d~r punt en 
x-p (p f 'fl ) tot W bE:hoort. Ook ka.n G(..n punt x niet in tv1te vurscb:il­

lende: lmbusaen p+W, q+W liggt..n ( p, q ,! l-1 ) , omda.t nnders in strijd mut 

de onderst el ling ZO\"!cl x-p als x-q in W gelegt:n wr:.s. De verzameli:ng 
;J) +W le·vert dus e,c.r. Lnkclvoudig€ overdekking van Rn .. I-h .. bbi:s:n we omge­

tkecrd ecn r:;;Jioster J: in Rn' d.w.z. e1-n ondcrgrosp van de optelgroep Rn 
met eGn basis bcstiu:itJde uit n puntcn p1 , •• ,. ,Pn WE-lkli tczamc:n met O de 
ruimte R voortbrengE.:n, en levt:rt 10 kubuasenvurzamf,ling ·;y +W (.;en enkcl-n 
voudigc ov.,rdckking van Rn, den is Rr/~' eon groop G met de aan hE.it be-
gin van 5. opgesomde ci[;cnschappcn, E.:n vrnl z:, ::::; .... =~"' =1. Men laat dan 
x de nevomklassc x+i:, rcpr~senteren; van elke nevsnklasse ligt een punt 
x+p in W. We nocmt:n r9 wel een fu.ndamente.e.lgobied van de o.odergroep 

l7 in dG grocp Rn. 
Indicn nu het elcmont g(0,0, ••• ,1, ••• ,0) uit G met alle parameters 

O, behPclve de ide die gelijk aa.n 1 is, gelijk is aan hat ocnhoidsolemont 

g(O ,o,,.,.. ,0) van G, dan betekent dit dat het rooster / de E..t;nh€:idsveo­
tor e 1 bevnt .. Betrcffende do verzameling 7P +W kan men zeggetH d8.!Cl"in 

tkomt voor W:1e 1+w, algcmebn le1+w (1 eUl gehcel geta.l). Omdat nu de vc.cto:-.: 
e1 als riube van W optreedt, vormon di6 kubussen e1:.n zuil, wrie.rbij stc0dr, 

twee opecnvolgende ecn gt:;heel zijvlak met elkaar g0mE:..cn hcbben. tH:, t­
zelfde gE..ldt, a.ls p e<:,n willekeurig punt van iJ is, voor do kubuaae.o 
p+le i +W. De verzameling ~P +W is dua in zuilen gcrangsahikt. 

Het reaultnct is,;.dat we de ta bewijzen bewering zo kunnen uitsprekem 

(I) Is i' een r.2.9~t~ in H.04 W de eonhc idskubus en g~f3', . .L.§e verzameling 
t" +W eel! enkelvcudigc- overdekking van Rnr da.n bbV:(":~_:'.$-_:,~_£n eenh~idsvec­

tor, .. anders e,EZef$d t is de kubusscmverzameli.pg ~ +•;; t::~z::G1i• 
Een voorbeeld van een groep met de aan • t begin 11 ·111 , • vooropgeatel­

de eigenschappen krijgt men door in Rn' ala optelgroep beschouwd, hat 
fundamentaelrooster'rl. te nemen van de punten, wae.rvan alle coordinaten 
gehele gota.llen zijn en de faotorgroep Rn/n te vormen, bcsta::.nde uit 
de restklaat=:en x* =x+ n ,x E: Rn• 

6. We bespreken nu een probleem betreffende diophantisch~ approximnties 
en aporGo de samenha.ng daarvan op met de bewering (I). Vt.::':volgens wordt 
de bewering (I) teruggevoerd op de groepentheoretischc s1..1:;lling van ,. 
Hajoa. 
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We houden ons bczig met con stclcul van n homog~ne reele lino~ire 

vormr.rn in n vari".b1.;lc.n x1 , ••• ,:r.n, l;n T()l 

{ :~~:~::~::~~~=~~·:~::~:·-~::~ 
L,,. ( x .. , ••• 1 x •.. ) = ,'.l{ x1 + ••• + ix xn 

,U I .! Jlo\, -')\"J 

ii=('~ij) 

, !~::¥Jet ( ~\ ~,/4 0. 

Zijn -: 11 • *., t ... positic•n getallcn en vattcn we x1 , ••• ,xn nls de 
dinaten v~n c~n punt in Rn op, dan wordt door de on~clijkhodon 

(1) \ 1 1 (x1 ,. • .,xn)lt ii. (i=1, .. .,n) 

coor-

ccn pa1·P.lle:lotoop in Rn g~dcf inic,.rd, b.:.:grE:nsd door n pr.rE:.:n v~.n 0V( r-· 
wijdigc n-1-d imcn:: icrmle ruin:t on. D~ vr:".l.f r.~ of ( 1) dear Lli::n stEJl gehc1, .: 
wa.ardcn v1:'.n X-1, ... , ,x~ bt:,vr1:?digd wordt is aequive.lent mot dE;: vrrag 01' 

0 ol M 

dat parc·.ll0lc.tc:op :.•>!: p'.rnt V(:.n hct fur.d~mcr1tnalroostt~r J t b€·vat, roo};tL :, · 

• punt gt:.hr..:.t:.::~. Ws sti,_;_•;;c:ri. bh:rbij t11.,t sb..l x 1= ••• =xn===0 en di::-c.rmE.E: col:-­

rE-epor.::;;;,rE;n6 .Jc, c;:,:::•.f.!.'C1 t1:~ in Itn u..it, omi:..t hGt tri 1lin'·'l is det die a1:..n 
de vrP~~ vcldonn. 

Et.n :;.l;;c.,:·,~cr.t; .";t,_;].:.i:',t; :":1.;gt: is e1..n 00bicd K in Pn symml;trisch t .. o.v .. 

de oorsr,r-8ng, br~ 0 r,:r,·c.:'i i?r:: CO!.i\H.:x, d.w.z. bt:.:hoort 0 :x.+(1- tJ )y er tot; 

(0 ~ E)4.1), als x t.!.: 'J r0r toe bd10ri::.n, ,;:;:n hE.:eft I{ Eli.;r:J volume gro+;or dun 

2°, de.n bel'nt K b~J·1~lve O nog C(.n punt 'i.1 1.n l'l. in zijn inwcndigo. Om dit 
te beuijzcn vorrr.c: men uit K het lichc.em ~ K door V'P.nuit O met de fnc­
tor -f. te t.•ermcnig·nddigc,nJ het volume V Vr!.n i K is groter dcm 1. Even­
a.ls in 5. knnncn 'im: Rn els optE:.lgrocp opvP.tte.ndu, de v\;;;rzE.m;.::;lir.g 

fl,+; R VB-n de gebiodcn n+ { K, n6 ~\ bcschouwen, die uit R ontstnan 
door de transletie O ~~ n .. 

Men het.ft zo ecn roostervormige opstelling van licha.men, .allE:n met 
. t hetzelfde volume, groter dan 1, terv:ijl het :'undam,:mtac.lgebied vni het 

roosterll, b.v. de ecnheidskubus, het volume 1 heeft. Men bev.rijst t.lu, 
wat we niet verder uitvoeren, dat elk licha.1"'.m uit de verze.melir1g met 
een of meer anderrs: gemeLnschappelijke inw(:;ndige punt,:,;n hc:eft. Men be­

wij st ook: is het volume van K gelijk ar-i.n 2n., dua dut ve.n 1. K gelijk B!l.!l 

1 er.i is g(;en enkel punt van Itn inwendig punt van twE".e vnrschillende 
lichamon uit de· verzmneling, dan is elk punt van nn .. nvrnx1dig- of rand­
punt van ecn der liche,mon. Is nu ix: inwt 11dig punt v~ir, n.1+ t K en ook van 

n2+\ K, dam. zijn int K 1:)c:vat de beide puntcu x-n. er.. :'.-'-•rt.'). ';fegens de 
• II . •·yjl ....,, • .,'\ .... I 

symmetrie :i.s ook n2-x, en da.n ook .. (x-n1+n2-:x:)= -...:~:··--.!. :i.n-:;:,K bevat • 

.Ma?.r dan is n2-n1 , wat et.n roosterpunt I, 0 is, be: .~;t ~ n Ki f.rn wal als 
inw '--nd ig punt .. 

Rerf.n we terug tot onze 
liere affiene transformatie 

{ !:::~:~:~::~~:~ 
~r-= t,.,. pc1+ .... +r( ... ..,,.xn 

lineaire vormen. Vo8ren we de niet-siQgu-
·-' 



blz 9. 
uit, da,n gs.at het door {1) bepa~ldt ,::.::.biod ov~ in hat pr:.rallelotoop 

\ ~J-' r i ( 1=1 '*. ! , n) c .;t ;· 01,1me 2 Li• .• 2 ¼, ==2niJ. t· t • H..:'~ heoft ,.due zelf 

a.ls volumom1 2=l -f1 l . Ind.ior! rr~ u.e gotn.llen 'i:;i voldci~n A.t?.n l:, t l) tA \' I i , 1'• i. ~ 

dan ia gomakkelijk ni:i tc i_;:;J· n dr::.t alle voorwnflrden v:1..n d\ stelli.ng ver-

vuld zij:o .. Er is 1~:s:.r. dus <, ri roostcrpunt (x1 ,. - ~ ,xn)/: 0, zodot voldaao 
is r:',:n 

(2) t Li (;;;::1 , ... ,x0 ) l <~ t ~ (i=1, ••• ,n). 

11a kunncn ook bev,ijzen: z.ijn "'C', ••• , T positL:·v,_: t<: 'tfl..~}.en ~n ia 
"Yi t '\i , .. 

,?I 1 t:t =IA!, den is er e~n rtioaturpunt (x1, ••• ,xr.)F O, ::z:ode.t (1) gcldt. 
Om dit in te zien, tr1crkt:n we op, d'lt voor elk~ posith:v(; we.r.rde vo..n 

i_ ;te voldoen is nr·n / Li (x1, • .,., xn) j ( 1'.. I~ , ala WO kiezen r/= ri 1+ € ) , 
Lt.= L ; (i=2, .... ,n),, Le.ten we nu f tot nul naderen, den is er steed.:l 

een roosterpunt f. O, dat al:.o '.it: _vr~t:.g volddlet; eventueel moat men, ala 
• f. beneden e :1 b t3pc· ldc we.e.rde dri.c l t, op et:n nnder :roosterpunt oversc1e.n, 

doordat het oorspronk-.:.:.ijki:.. erbuit en komt t e l!Lc:;gen. Mar:.r zo • n vere.nde­
ring is slechts eindig ve~l malen nodig, omdat er slechte eindig v&cl 
rooaterpunten in bet (beerens:de) lich~c.m lie:;gen .. Du.~ ~-t~ 1:;1r Z€lfs een 
rooaterpunt • dat voldoet r.~n, 

{3) ( i =2, ... , , n) • 
I 

Hier rij st nu het volgende proble2m, b1;;.he.ndeld door ~Hnkowski en Hajv'-i, 
Kan in (3) in de eerste ongelijkheid het gelijktekE.J warden weggelnten'? 
Wanneer we de n vormen opvolgena door ± 1:-., Li., .... , I."' delt:n, zodat de 
determinant van het vormenatclsel, die tHiI'St evnt. op tcken na gelijk 

'YI 

was a.an .TT 1:.1 , gelijk vmrdt a.an 1, dnn luidt het proh:~cem; 
i.,:,: I 

Ala L1 (x1 , .. .,xn), ••• ,Ln(x1 , .... ,xn) n re'ele, homogene, linee.ire 

It vormen zijn met dete;rminP.nt 1, is er df'n een roostarp:rnt (x1 , u., xn)/o, 
zodat geldt 1 L1 (x1 , ... , ,xn) l < 1 voor i=1, ••• ,n. vle zullcm voortt:.e.n het 
prob.leem 1-1.lleen in dezc gcd'-0 ente bckijken. 

Van vormenstelsela, wt-,,.,rvoor er niet zo 'n roo:::te1·puot is, zullell 
we zcJgen dat ze in hot grensgcvel verkeren. 

7. Zij x de VE:ctor met compommten x1 , •• .,, xn. Drrn is Ax dt: vector met 

componenten L1(x1, ••• ,xn), ••• ,Ln(x1 , ••• ,xn)• Er galdt nu d~ stellingi 
(II) Kan men de vormen in een zod!'mige volgorde ple.ctscnt dat de coef'~• 

ficientenmatrix A t e schrij ven is ala DU, v;r•.l'.rin n : <.1r1 tric.ngulaire 
matrix is met in de hoofddiagomael louter ene.n en dr. '.rb,wen nullen, en 
U een matrix met gehele getalleo ala coefficienten en determine.ntwaa!'­
de:i:1; terviij 1 DU het gewone m.r,.trixproduot is, dan ver.1,~eer.t het atel­
sel vortt-an in het grensgeva.l., En omgekeerd, verk€€;;rt. h ,-t stelsel vor~• 
men in het grensgeva1, dan beeft hct d.e genoemde efg(H;e:cb~}p,. 

Hat aerate deel ven daze stalling is bijna trivia~:. In het geval 
A::.D heeft het vormenatelsal n.l. de gedaante: 
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f L1 ( x1 ,. " ' • , xn) :-::x : 

i ~~~:~~:::~:~~=-~~~~~ :: , . 
! L (x1,···,xn)~rx X1+ ••• +:.ic"n x,., •. 1+.ic .. n '1'11 ,-.., .. •· 

Ia nu voor ecn :rooaterpurt \Li\ ( 1 voor i::::1, •.• ,.o, ,:rrJ i,; op grond 

d · lijkh 'd 1 \ ("" l "' .. Q !1'1''':J'! d--n ie V'ln ,. eorete on&c c.1, n •.• \ x1 1,, e. vach "'1;- t ,, - ·.,. 

evenzo op grond van d~ tweede :r.2::0, on avenao is 'IC)"'=, •• =xn::{J. Door ee.r:. 

tranaformA.t ie x=Ux• wordt o..::n roozterpunt x overgevoer,, in iH::in rooster­
punt x' , en omgeke~rd, omdat de inverse van U e1:~,· matrix is •et doze Lt'­
de oigenachappen ale U; veruer gan.:tl O in O over,. :Bov!,in&t'!l!o!.Ud steleel 
gaat bij de aubatitutie :x:=:lJx• over in et;n n ieuw a·tel~el met ale ooet .. 
fi.cientenntatrix DU; er wo.s eerst geen :roosterpunt /:. O d~t !;r n de on­
gelijkhedE>n \ 1 1} <. 1 voldeed, dua ook na de aubstitutJ e nict .. Volgo:rd11-

• vere.ndE.ri.og vcrandert nntuurlijk nicte a,r-,.n de situutie. 
Het bewija van het t'ileede deel is laatig. We gev~rn cerat eer1 eJ.'lderfJ 

karekterisering van hot grensgevel ( zie blz. 8 ) : du V8rzrun;;:;lingTI + t X, 
W?arin Ji het fundeme.nte.,l?lrooster ia en K het lichr:.em \1; \ < 1., levart ... 
een overdekking van lt0 , die voorts, e.fgezien ve.n dE randpunten van de 

lioh1>..men in die varz~meling, enkelvouaig ie. Verder pass~n we de su.b­
atitutie z=Ax toe, z een ve1..;tor met componenten Zf=L~(x1, ... ..,xn),,...,r.l= 
=L (r&:1' ••• , x } .. DP r.rbij g-at; ..!. K over in het lich~E".Jn, bepP.P.ld door n n ~ 

t z11~ i (i=1, .... ,n), dnt is e,,n eenheidskubus, zeg W, ·i1. in eeo of an.der 
scheef rooster f> , en de verze.meling 'rt.+ ,l K in een roostervormig opge­
atelde verzemeling l> +W van kubuaaen,. Als we hierin voor 1J de e€nheida­
kubus nemen, bepaeld door 0-<{ z 1~ 1, d~..n betekemt dr.t voot· de verzemeling 
f +W een translP.tio, en blijft de enkelvoudige oven~ekking ve.n R0 ge-

thiqndh::>.af'd. Tenslotte kunnen we aohrijven: ,' =,A t1 .. Voor het tweedo 
deel van de atellin,g (II) kunncn wo nu de volsendo aeq'tiv:o.lente formu­
lering (II'") geven: Ia Vl de. 9enheidskubus, 1' een roost or, en l<.:'Vert 
de verzameling f' +W e:.-n enkelvoudige overdekking vr,,.n i\,, dan is ~ bij 
go.schikte nummering der coordinAten vPin de gedaante DU r,. We merken op 
dat U l1t hetzelfde is a.ls l'7 , on dua DU n =:TI ,·i.. is, wegc1"'s de eiganachappen 
van de matrix u. 

Verder olimineren we de mo-eilijkheid, dat ds cn;;~ .. 1vc.,1.'..1ig€l overdekk:tug 
niet opgR/'.t voor eonunige punt6n van R0 , n. l. de rendpu.i1::cn ven de ku­
busaen, op de volgende v:ijsu, .. Neem voor 'fl de half-open kubus, gede.tini­

uerd door O ~zi <.1 (i=1, •• .,n}; in 5 .. glngen we de.er al v~.x1 '.:tit. Zij 4 
bet punt, waarvan a.lle componenten gelijk re.n 1 zijn, en ( aen positie:f 
getel.. Zij x: een willekeurig punt van R0 • Omdat de puutcn vr.n b"t roos­
ter f zicb niet verdichten, is er cen L , zodat hct lijnstuk '~'7.t x ver-. 
bindt met het punt :x+ £ A , gcheel tot een kubue, zeg ; .. +W $ bc0 qoort. Is 
de.erbij x randpunt, de.n is x-p w1.:lisV'm.ar randpunt v2cn d.(;• l u~s W, muar 
bet m$"'akt zeker deel u:it ,,an het voor de half-open ku1ms ,:·. ,.,ogele.ten ge­
deelte van de ra.nd, omda.t x+lA -p ook tot W behoort en c.0 coordinP.ten 
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vr.n [.) allen poeitiet zijn. Uit ,at tllua volgt, de.t bij de nieuwe de ... 
:i~itia v~n W ~lk punt vnn H0 z~nd~r uitzondurint tJt ~,n ea sl~ohts 
eon kub,1e baboort. 

WtJ tonen ·'le naquivdenti,3 ~~."'tl v~n (II~ met (I; ~r.:!.e 5.). In de ~ni.; 

:.:.•ic;it in,s is 1111t p;t;.1makk~lijk :Dlt b1.; vi=-.t de canneidavect~ a 1• In dc an­
.1E.r.._ richting E~· e.t het P..lE volgt. VQor n:::1 epreekt II voor zi{"\hzelf .. 

I~ I beweizen en cellit II* voor de ruimtt:!J R1 , ••• ,Rn.-1 , ,il'.l.n volgt de 
geld ighe id voor hn !'.ldus. L'lat. b ij t_;Gachiktn nuromtJrinc d.cr coordit1f'.t10!':, 

e1 uen inf b~v~tte eenh~i·!sv~ctcr zijn. Vc~r in R0 ~~: loo1reahte pro­
jcctio uit op ,'lit.: n-1-dimc.nsi,}::mlt:1 :.cuimt1;; x1:::0. Li·.n f,;P.f't W over in een 
n-1-dimeneicn"'lG ... enhe1:'if:kubue ,;p un fl in een n-1-dim£nsionaPl rooete:i:-
p • .. I.v.m. hEat £,t:.zuiVl zijn v~n de vcrz'."r.rnling fJ. +':i l;,,;vt:rt ook de ver-• 

zrJ'lleling I,)• +~:1• ccn enkelvc.,udige OVt;r·10kki.r:1g vnn dt, .:-11imte x1 :::0 vt=:.n 1li­

mensie n-1 .. Dan heeft §>' <:H:in b12.t1is vr?.n de vorm 

q1•=(0,1,0, ••• ,0) 
q21 :::(0,¥,1,o, ••• ,o) 
---~-~----~--~~~-~-
q~-1=(0,~, .... ,*,1),. 

Elke q11 ia beell vP.n eun qi' die met qi' ~lleen in de 1e coordin~~t 
v€rachil t. Het rooster~ met bP.sis E, 1 , q1 ,. • .,qn-i is v· .. n dt:l vorm :o'Tt Pn 

er gelrlt voor : OJ-CP, tcrwijl de be.eisv~ctoren van o/, evennls die \'t:t.tJ 

f> een per~llelotoop v~n volume 1 opap~nnen. Dus 0) =i'. 
Voor het bewijs \Ten II is nu nog nodig het bewijs van I. Dit word·, 

gegeven in 8. en 9. door I terug te vocren op de groepentheoretiache 
stelling ui t 1. In 8. behP.ndelt::n ·we het c;evF'.lr dn.t Vf',n 1:1lle punte.o die 
tot fl behoren nlle ooordil:iir;.tan rr,tiomde getr:lleu z :.jq v1e noemen het 

t rooster d,:,.n r"".tionF-:-·l. In 9. 111ordt het gevA.l besproK,rn: dA.t 'l1 geen :r.-1-
tionnel rooster is. 

a .. Lent dus het rooster cP een bnsis u1=( e.11 , ••• > e10) , • •• ·.1.~,=(nn1 , • • •, e.nn) 

bezitten met aij rr:::tionral (i,j=1 > ••• ,n),. Zij qi tt31: t ;!'1u,n veelvoud 

~ 2 VPll de noemera van a11 > .... , "•ni en zij ")- het rooe.::ter ,net ala bP.-
sia de n vectoren ti - ~i e i ( i=1, • ., .. ,n). Dan is 'f"' bev-· t in,"/ • :Beachou-

wen we P en OJ ala optclgroepen, dnn. is fJ- een ondergrc,f•f VTJ1 IJ.J • Wo rich­

ten onze eanaj';J,cht nu op de fectorgroep G= '// ,o , bcotr.'"'.ndt-; uit de neven­
kl~.ssen q+ 'P {q tf ) . 

Vocren we het pE?.rellelotoop Z in.. ;•edefini&8r::1 d--o:c 0 ,. z .z._j_ , • - . i q. 
l. 

df'l.n vormt de verz".7;melimg f +Z cen enkelvoudiee overdekk.it:12, .,~r.n 1\1; is 

elk pr.ra.:lelotoop uit die ver:a~.meling bevet in een dei-- lmliu0sen uit 
'P +1.f, en gevan de verzamelingen q+1+Z een meetkundige bEJsohrijviflg 

van de faotorgroep '!/ /JJ .. Speoinal zien we P.r>.n de, h::.nd d· ·,.rvan de ein­
dighei.d van G inz G bevat zoveel elementen ala 1::;r parnlle .. otopen q+Z in 
\V bevat zijn, en wel if-q 1, .. Stellen we t .+ r' voor door r·., Jan zi ,n 

t::: I 1 t,1 .i 

g1 ,.. .. .,gn elementen vi:;n G met de eigenschap. da.t de srnamu1 k1g1+ .... +kxi_;n. 



met ki gE.,he1;;;l en O~ k 1 .t:..q1 ( 1:::1, ..... ,n) eeneenduidit:; ,1c ;.::roopael<.:mcnten 
repr£rnentt;r(m .. ld~r:.r dr-.n is f:r wc.::·,t ns 1. -4. (d·~ar w.,~rJ d.::: croepopcrr'l.­

t ic mul t iplicr•th:f £t:·£chrt. ·t;Jn, hh,r r::.:ltli t ivf) 1.:l;n ir.Jc1: i, WP.arvoor 

q1c1=0 is, d.w.z. qit 1=c 1E. ,"?. Jit r:1-:·i.-aton v.·c b.::wijzcm,. 

9. i/e be:wijz,,_;-,1 mi I nit h1,;t c·nr;1.:.ri,jrrfh:. v~11.1r bet f\.v!'l \1 r\n ccn l'.lict­

r~tion··~l rooat~r J0or ·~1 t~ tl,n,;~: is I ~nj11ist v~~r L~n niet-r~tio-
.... "'P..,,• rn.o-st/C',r. ,·~--."'l 'Le- ,.,y, ,·,,·,1, '•"·' ... ., 1•,,.,r,~•,r,,..1.' r•'\"1t•+,"l' ,Un•~"'"'-'1• 1r I onjnist h, "-" . ...., ~ V ~ #' _. i- - ,:,, J .. 1;;,o 'q.,o:,.,,. "' . ...,. ,,. t,., --.,, 1s ,._ .a., ,. ~ ... - -' ;,, 'I<;.~ '-' w. .• ~ \\.,,. ! '-1 J • --· V -.., '-• ,. . "" ·• \ 

~ 

':{e lettc:.n op de 1stc C(:'Cr...:i!l,{:'"':t vrn :.le pur;t\;r.; vr;n r·. Zij ft<, de VC.:I'-

ZP,meling der tot f l)ehl•rcnue puntd1, v1"'nrv1:,n d(;,' t"crstc ccordinr.e.t een 

rationer-1 i~&tr• l is. Boe choumm Wi,;; f r.lf:l optcli;x·cep, dr."n ie blij kbac.r 

~ oen ondercroep, De nevenkl~seE::n vr...n tin 'P hebben de ciceoschep: 
twee punten ve.n f behoren d:':.n on leohts dP.n tot d~zclfde m:1"111::.nklP-sso 
"'ls hun t!orste coord inP.ton cen re.t ion11~1 r;etr:l v\,rschillen; twee m .. vc:• .... , 
klasaen ontat!'.P.n uit i;;lkanr door ct.n trl"'.nslf'.tie .. j-0" br,::.n!:t c1.;n Z€'ks1.a:1 

• dt1elruimte Rm voort (1 ~ m 6n) .. Evcm:-;la in 5. voor if in R0 kunnen we 
hier vuor/?in R een bt>.sia vinden, bestF>.ando uit m v .. ctorc.;n v1 , .... ,vm., t> m . 

Io R liggen g(.(,n ,i:-,,nJ.~re pnnten vr:.n iP dan zulkc, :Ue tot f! bchor1;:;n. 
m " 

Stel eia.na pf:f> , pt~' pf~. D0.n ia de 1ate coori.lin/:"'l.i::.t v~.n p irrc.-
tionr,.al. Tevens behorcn P.llo vc~lvouden lp tot R , en (\Ok de verz,~.me­m. 
ling an lp+ f , r.llen ui t punt en vrtn fl best l:"nndo. Is nu R het perP.lleL.,-
toop, opg,:;spr-..nnen door v1 , ••• , v , d?.n liet \H'.n elk vi::i.n de oncindig v0L. 

m 
vcrachillt:.nde verzP.melinc::;en lp+ ~ t..:Ul punt in R; m:"'.&.r Jr-.n mo(;.it1.m de 

punton vnn f ecr: verdichtir.~;spnnt h,.bb~n, in strijd i1l\'.;;t de eigtinschr::p­
pen ve.n heit r.;JO,· t1.;,r if> • 

De puntE.m ve.n ,f dit. tot ~a bt..horcn vormc:n dus n. Met de methode 

VA.D S. kunnit'.m v;1;,; nu v1 ,. . ..,.vm r.rmvullcn mt·t vm.+1 , .... vu tot ean bnaia 
vnn F. Do 1SG(; cotlrdin.,.._ti;;J:l vr.n v 1 , ••• ,v.., zijn buslist i1ratione.:;l., D m+ .. 

Zij s e"n I't.oht1:;; cv~nwijdig n2.n de x1-r..s. Die rccht~1 snijdt t;lke 

(half-open) kubus uit de verz~.melin[; fJ +VI volgf~ns c(;.n hr:lf-open lijn­
stuk ter lengte 1 .. Omdct elk punt v--:n s tot precics ,en kubua behvort, 
is er t:€n kleasa \1'?.n kubusaen,, die door a gesneden word(m, v0lc;ena P..e.n 
elkel">.r aansluitende lijnstukken te lengte 1 J voor tw..,1;, kubussen p+W, 

q+W uit die klasse verechillen de 1stc coordinnten v~.:.1 p en q et;;n gshee~-~ 
dua een rationa.P.l getf:l., Ia dus d;. een nevenklasae van ifo ent +W de vcr-r 
zRmeling kubussen p+\Y met pE p.,, drm wordt s door de v1;;rze.melint: P,. +W 
~f holemar.l ~f in • t geheel niet overdekt. 0nderw6rp;.:n we rm. de v6rZP.­

melingen {:, +W, onefhankelijk titan &lka.e.r, ean translaties VPJ1 :x:1-richti1:"­

de.n blijft voor elke rcchto e venwijdig P.A.n de :x1-ns, en dus VQor de ge­
hele ruimte Rn' de er4f,alvoud1ge overdekking door de verzr,meling vf."'.n nl--­
le kubuaaen gehrmdhr!.e.fd. 

We pa.seen het !?.atate toe op de volgeodo V£ll'P.nderin[: vervanging 
van <f> door het r.:)oater p*, opgebou.wd op n vectorcn v 1 , •.• , v , 

v:+1 ,. ... ,v!, wae.rbij de 1e coordina~.t van v! rr--.tionr..r:d la,m.terwijl 
~ en v 1 nlleen in de 1ste coordio":"'t vcrschillE":n, en v1cl in absolute 

l. 
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WP.arde minder dan een nnder t e bopr:-len bedro.g [ ..( 1. ( .i.=m+1, ••• ,n). 

Beschouw de vectoren p=l.., v1 + ••• +l v ui t p , vr0 .8.TVA.'1 aJ.16 coordj_nnten , n n 
in absolute waarci.o hoogstens gelijk aan 2 zijn~ Luten N en 'f positievn 

getallen zijn, zadat voor diu vcctorGn I 111< N is en de lengte van de 
vectoren :i;:-e i e;::c•->t er clan Y\ ( i::::::1, ... ~ • n) • B ij bovengcnoemd.e veranderi.ng 
kiezer. we 111..1. t. = 11/n. tian gelde.n de v9orvra~rcten van stel,ling I ook. 
voor het rooster ff", dat geen eenheidsvector bevat en werrvan a,J,.le pun­
ten een rationale 1ste coordinaat bczitten. 

Op de ahdere coordinaten passen we zonodig e:,nzelfdo procede toe., 
Zo komen we op een rationaal rooster, waarvoor I niet Geldt. 
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