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1. De groepentheorstische stelling van najds.

Z1j G een eindige Abelse groep met n elementen. laat de¢ groepoperatie
pmultiplicatief geschreven worden., Als tegenhanger van de fundamentaalstel-
ling, die zegt dat ¢ te beschrijven is als direet product van enige cy-—
clische ondergroepen, bewijzen wes
Zijn Biseeesby ¢lementen van G, 2zijn QgreeesQy netuurlijke getallen,
en is elk element van de groep op één manier te schrijven als
k1 k2 kr
€1 By eesEp
waarin k1, kz”"’kr gehele getallen zijn die voldoen aan Ozékiafqi
(i=1,...,r), dan is minstens één der deelverzamelingen van G:
2 ;-1
(1’gi’gi poees8y )
een groep.
In deze sielling beschouwen we een aantal deelverzamelingen, die wel
‘een speciale gedoonte hebben, maar geen ondergroep van G behoeven te
zijn. En er wordt ondecrsteld dat G op te vatten is ala ecen soort direct
product van deze declverzamelingen;dat zoiets kan optreden wordt door de
fundamentaalstelling op drastische wijze gegerandeerd: zelfs wanneer we
gisen dat al die declverzomelingen ondergroepen zijn, bestaat er zo 'n
direct product. De stelling spreckt nu uit dat bij cen splitsing met de
beschouwde eigenschep minstens één factor een ondergroecp van G is, of an-
ders gezegd: voor minstens één waarde van de index i mcet gelden:giqi=1.
Het is duidelijk dat Qyeeelp gelijk is =zan de corde van G.
Bij het bewljs kunnen we ons beperken tot het geval, dat de a4 priem-
getallen zijn, Want is b.v. Q=P+ s Py waarin PyseeesPy priemgetallen
{wearonder gelijke mogen voorkomen), dan kunnen we eeneenduidig schrijven:

ki: ;\*4- )‘a‘p,!"ﬁ“ ;\31}192*'& . Asp-’ LI ‘pa,.*i t4
dus

P1)}‘z. p192)13 ;

A
gikimgi ‘1(81 p(gi 4..(8
wearin As (€ =1,...,8) een geheel getel is met O % A4 p . Ioor dit voor

alle 83 te doen wordt men geveerd op nieuwe deelverzamelingen met dezelf~
_de eigenscheppen, mear waarvoor nu steeds het assntal elementen een priem—

P1eeeDa_q A
gy,
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getal is, Hebben we bewezen det er bij een bepanlde wearde van i een &
besteat wearvoor geldt (g,°" " "=1)% o1, dan geldt ook y, M1,

2, Bij het bvewijs ven de stelling van Hejés leiden we schottingen af voor
het arntal priemfactoren in de orde ven zekere ondergrocpen van G. Ver-
der is het nodig om naamst ondergrecepen en deelverzamelingen van G ook uit-
drukkingen ven de volgende geda-nte in de beschouwing te botrekkens
CuB84tC 8ot e s atC 8y

z.g. complexen. Hicrbij zijn de cy, de coéfficiénten van cen complex,
gehele getallen 20, en de 84 de verschillende clewcnten van G, Twee
complexen heten alleen gelijk, als alle cocfficilnten gelijk zijn. Optel-
ling van complexen geschiedt deoor optelling ven de colfficicnteny verme-
nigvuldiging wordt vestgelegd door distributiviteit tc cisen en twee
Balementen g,18y te vermenigvuldigen, zoals in d¢ groep gebeurt, De com~
plexen vormen blijkbanr ccn ring. Ecn ondergroep H of cen deelverzame-
ling K van G zullen we wel €ens opvatten als een complex, d.1. een ele~
ment uit die ring, en dnarbij ecn willekeurige coéfficicnt c, gelijk aan
1 of O te stellen, al nerr gelang het overcenkomstige element g, in H
resp. K voorkomt of niet.

Stellen we nog voor i=1,.;.,r de deelverzemeling {1,gi,.u.,gi
voor door Si, dan kunnen we de te bewijzen stelling ~ldus uitsprekens
Geldt G=S182...Sr, dem is minstens één der Si €EN groep.

Is B cen complex £ 8, dan geven we met H(B) de ondergroep van G aan,
die voortgebrecht wordt door die elementen van B, waarvan de coéfficiént
ven nul verschilt. Met d(B) geven we het aentel priemfactoren aen in het

e¢tel, dat de orde sangeeft ven H(B); meervoudige priemfacteren worden
Iﬁierbij meervoudig geteld. Zijn Bi""’Bk complexen £ Q, dan definieren
we H(Bi""’Bk) els de ondergroep, voortgebracht door de elementen die
in minstens één van de complexen B1,...,Bk met van nul verschillende
coefficiént voorkomen, en d(Bys...,By) als het mantel priemfactoren in
de orde van die ondergroep. We¢ wijzen er op, dat H(B1BZ...BR) niet het-
zelfde hoeft te zijn als 3(31’32""’Ek)’ mear er cen echt decl van kan |
zijn, en dat voorts geldt:

H(B4Bose .o sBy)=H(B,) E(By) .. .E(B).

qim1)

3. Enige hulpstellingen.

a) 4d(G)=r

) H1¢:H2-a‘d(ﬁf)$;d(ﬂz) (H1 en H, ondergroepen van G).

e) d(B1,32) gd(B,,)-;—d(Be), voor willekeurige complexen B, en B,.

Immers, als H1=H(BQ), szﬁ(BQ) is, dan is het conerete product ven H,

en H2 te verkrijgen als homomorf beeld van het gbstracte product, en is
dus de orde van H1H2 een deler van het product van de ordern van H1 en HZ’
4) Zijn H1,H2,H ondergroepen van G met Hec Hy, dan is
g(ﬂggl)md (H,) £d(H,H )-d(H,).
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Immers, da=2r G Abels is, zijn de genocmde ondergroepcn tevens normeslde-
lers, en kunnen we de fretorprospen hz/H1 en HZHB/H1H3 vormen, els
verzomelingen van nevenklessen. De ecrste is homomorf 2f te beelden op
de tweede, c¢n dus is de ordc von de tweede factorgroep cen deler ven dic
van de eerste, en dus

d(HEHB)-d(H11{3) éd(H2)~d(H1) .

4. We leveren nu het bewijs van onze stclling met volledige inductie en
uit het ongerijmde, Voor r=1 spreckt dc stelling voor zichzelf, We lei-
den cen contradictic af uit de onderstelling deat de stelling geldt voor
r=1ye¢s.y -1 en dat G cen splitsing 8182...8r toeloat, wrerbij geun en-
kcle Si een groep is.

B Wegens de groepeigenschap ie Gg,=G, ofwel G(gr-‘l):{), of

(1) i

Krachtens onderstclling is Drﬁ 0. In het linkcrlid vazn (1) l-ten we zo-
veel mogelijk fectoren Si weg (event. gecn enkele), terwijl toch het pro-
duct gelijk aan nul blijft, Door geschikte nummering ven de Si bereiken
we:r er is een natuurlijk getal k met 1€ k& r-1, zodat geldt

(2) 5444800,

en zodat hierin geen factor meer weggclaten kan worden.Vanzelf mag de fac-
tor Dr niet weggelaten worden. We zullen nu aantcnen:

I a(S4s.eesSy)7 k
IT d(S45++++5,,D,) G k.

B-cens a(Sys95,) £d(8,5...,8,,D,) houdt dit een contradictie in.
Bewijs ven I. Hicrveoor is de minimelitcitseigenschep ven (2) nog niet
nodig. Zij K=S,...S;. Dan is K een complex £ 0 met alleen nict-negatieve
cocfficicénten; K is guen ondergroep — anders wes een der 81,...,Sk
wegens inductieveronderstelling een grocep; Ksk+1“'sr is w&l cen groep,
n.l. G, 2ij H=H(X), q het n=ntel elementen van K en t d=t ven H, Er
geldt

HuKS ‘onsr=ﬁqG en ﬂoKaqH' H'G"—'tG‘p

k+1
dus

(3) qHSk+1c Q‘Sr::tGQ

Hier ste=at een gelijkheid tucsen twee complexen., Rechts in (3) str=t elk
element van G t-meal, Dus is g ecn deler van t, en wel cen cchie deler,
omdat K echt bevet is in H, We delen door q en tellem de pricmfactoren
in de ~antesllen elementen links en rechts:

Aa(K)+14...+1>a(G), ofwel A(X)+r-k>r, dus 4(X)> k.
Bn d(K) is hetzelfde ale d(S1,...,Sk), omdat H(S1,...,Sk) voortgebracht
wordt door Bqseee18y €1 die lastste elementen tevens in K voorkomen met
van nul verschillende coéfficiént.
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In plaats von II bewijzen we de veolsende stelling:
Is het complex BZ O en zijn de complexen Tysevs,Ty priemrecksen of dif-
ferenties, d.w.z. is elke T, von de gedrrnte 14+, . .+5°7 1 of de gaodaanie
g=1 M =1,...,,m); en geldt verder

(4) BT,...T =0,
terwijl het linkerlid van (4) # O is, als een factor T, weggeleten wordt,
dan geldt: a(B,Dy5esesT ) =d(B) < m,

Voor m=k+1, B=1, T =D, T, =S, (w=1,...,k) ontsteat IL.

We handelen nu eerst het geval m=1 af, Is T1 een differentie g-1,
dan is dus B(g-1)=0, ofwel Bg=B, en dus g bevat in H(B). Is T, een priem-
reeks 1+g+...+gp"1, dan is enerzijds BT(g-1)=B(gF-1)=0, dus gé&H(B)‘
Anderzijds is B(g+...+gp'1)=-B; cen element b2 rechts komt ook links voor,
Deg als b1gl met 1< 1 £p-1, Dan is glé H(B). Door combinatie volgt:
g€ H(B), Bijgevolg is nltijd H(B,T1)=H(B), dus d(B,T1)~d(B)=O en de
stelling voor m=1 bewezen,

Vervolgens buechouwen we het geval: d(T,)=1 voor m=1,...,m. Wegens
het gegeven is het complex BT1...Tm_1£ O en op grond van de vorige alines
toegepast met Tm i.p.v. T1 en B’;P,‘....‘I'm_‘1 i.p.v. B, is dan:

(5) d(BT,?-o‘Tm_,‘,Tm)"d(BT_’ .“Tm-’"): 0;

Verder is wegens 3 4) met H1=H(BT1...Tm_1), H2=H(B,T1....,Tm_1); H3=H(Tm)*
(6) d(B ’T1’ R ’Tm_‘1 ’Tm)"'d(B’T,’ IR X ,Tm_,‘)ﬁ" d(BT1 » @ .Tm__,‘ ,Tm)-d(B'l‘,‘ . “me‘!) ®
en krachtens 3 c¢) hebben we de ongelijkheid:

é?) A(ByTysees, Ty 4)=a(B) £A(T, )+ 4d(T_,)=m=1.

oor optellen van (5), (6), (7) krijgen we de stelling cok voor dit geval.
In het algemens geval passen we volledige inductie toe naar de uit-
drukking

TR —

F:d(T,! Y+.. .+d(Tm) .

Het is ne het voorafgeande voldoende de stelling =san te tonen voor een
zekere wearde van F in de ondsrstelling dat hij al bewe.en is voor de
lagere waarden ven F, Verder mogen we asnnemen d(Tm)ézﬁ, We gaan nu op
geschikte manier een differentie D kiezen, die verkregen wordt door Tm
met een zekere factor te vermenigvuldigen, terwijl d(D}nd{Tm)—1 is.
En wel, als Tm;g~1 is en q de orde van het groepseclement g (wegens
d(T_ )= 2 is q geen priemgetal), kiezen we een priemfactor p van qj
n=gg~1 voldoet dan san de vereisten. En als ':{.‘m=‘l+g-x-...-i‘g,p'"1 is, vormen
we eerst D1dTm(g»1)=gp~1; dan is d(Di)zd(Tm) of d(i?:d(Tm)~1; in Ret
leatste geval zijn we al klear; in het eerste geval voldoe’ een zeker veel-
voud D=gFP1-1 van D, aan de vereisten.

Conclusie:z BT1..¢TmPfD=0. Laat bij geschikte nummering van de Ta
gelden:
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(8) BT 4...T,D=0,

terwijl het linkerlid van (8) niet meer nul is bij schrapping van ecn T, .
Wegens het geseven kan ook D nict geschrapt worden.

Hierbij is 0 &k sam-1, Het geval k=0 moct apart beha.deld wordea.
Dearbij is op grond van het voorgnande d(B,D)-d(B)=0 en verdcr op grond
van 3 d): d(ﬁ,@m)wﬁ(E,D)é:d(Tm)vd(D)=1. Dus geldt:

(7" d(B,7)-1(B)= 1.

Wegene inducticveronderetelling is

(5') d{PTm,T“,op.,Tm_,x)”d(BTm)(: m"“'”}

en uit 2 &) volgt:

(6%) d(E,T1,...,Tm“1,Tm)~a(B,Tm)§d(BTm,T1,...,Tmﬁﬁ)ud(BTm)
'En het goval k> O leilon we uit de imduetieveronderstelling af

d{B,T1,...,Tk,D)~d(B}fih#? (viegens Q(T1)+...+d(Tk)+ﬁ(D)§§d(T1f...+d(Tm}4k
en dus

(7”) d;’BaT,iyz.n,Tk)“d(B)fikc

Ook kunnen we uit de inductieveronderstelling aflelden:
(5") d(BT,‘ . & OTk)Tk+1 J oo ’Tm)"’d<BT1 * 8 ‘Tk)d m-'k.
Op grond van 3 d) hebben we nog

(6") d(E?T1t"'}Tk, Tk+1"‘.’Tm)~d(B?T1“..'Tk)éd(BT‘i.'Ik’Tk‘f"t’”‘,%)
~d(BT1...Tk).

Door optelling van (5'), (6% (7'), resp. (5%"), (6%"), (7") oatstaat in
beide gevallen de uitspreak van de stelling.

5. Wij willen mu overgaan op continue Abelse groepen. De goep G, wearvan
in het vorige sprake was, wordt voortgebracht door de elerenten
Bqse-v38pe We kunnen dit zu zien, dat man elk stel van r jehele getallen
k,,,....,kr een element van de groep is toegevoegd. Componetsgewijze op=-
tellen van twee zulke stellen beantwoordt aan de groepomratie. Het komt
zeker voor, dat asn verschillende stellen hetzelfde growpselement is toe-
gevoegd; de groep G was zelfs edndig, Er zijn dus identificatiesy daar=-
bij zijn er natuurlijke getallen qt’;'*’qr (= 2), zodat e stellen met
0%k < qy (i=1,.ee,r) alle elementen van G precies éénisal leveren,

We beschouwen nu een groep G met de volgende eigeaschsppen: een wil-
lekeurig element g wordt beschreven decor n reele parameiers CPEEEREY S
Aan het optellen van twee stellen parameters beantwoorct de groepoperatie.
Er zijn verder identificaties; en wel n positieve getellen'F},...{T;,
zodat de stellen met 0:5y14?3 (i=1,...4n) alle elemensen ven G precies
éémmaal leveren (vgl blz.40, lratste alinea),

‘ Stellen we het element met parametsrs Jq:+ees¥, vORT
door g(yﬁ,,.,,yn)i Blijkbaar is g(0,0,...,0) het eeghcidse’ement, zeg 1,
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van de groep., We zullen in 8 en G.bewijzen dat voocr minstens één waarde
van i het element g(Cyevvy ’"Z“'i,...,(?) het eenheidselement 1 is,

We mogen ons beperken tout het geval ?i = 1(i§f§,..., n ), want we
kunnen als parameters even goed gebruiken yi1 = ,5-3—-

We kunnen een meetkundige voorstelling van G c?ltwerpen in wen eucli-
dische ruimte F.n. We kiezen daarin een gssensteleel met ocrsprong O en
noemen d¢ eenheidsvectoren in de cofrdinaatrichtingen CqreevsCps
Aen het punt x=y e +...+y e/ (o <y; <+ @ } voegen we het groepsele~
ment x=g (¥42+04s¥,) toe. De punten van de eenheidokubus W:0 Ly <1
(i=14...,n) reptecenteren dan eeneenduidig de grocpsclementen., Letten
we nmu op de verzameling Qp der punten X=y,e,+...+y € , Waeraan het erh-
heidselement van de groep is toegevoegd. Allereerst behoort O tot .3)

Als x, en ¥, er toe behoren, dan ook x,+X,. Want als g(y1,...,yn)=
:g(av..’,zn}a:*?, dan is ook g(y1+z1,...,yn+zn)=g(y1,...,yn).g(zw.“,zn}:
=1.1=1. Met x behoort ook ix tot)’j (1 een geheel getal)., We laten nu
zien, dat er in 4}‘ n pornten PyyesesPy zijn, die tezamen met 0 de ruimte
Rn voortbrencen, terwijil elk punt van }”’ geschreven kan worden in de ge-
daante }.1p,}+,”+}.npn, veerin 11”"’11.1 gehele getallen zijn.

We merkea eerst op, dat de verzameling }’ geen verdichtingspunten be-
zit. Stel n.l, cens, dut twee punten x, en X, van ‘¥ een afstand < ; hebw :
ben en zij / het punt 3’;e1+....+~,'; e, het miidelpunt van de hierboven

beschouwde kubus, Dan liggen de cotrdinaten van het punt 4 ~X1+X£ zeker
tussen 0 en 1 en ligt dat punt ook in die kubus. Maar (//-x,i-:»xz) =t ’
en dat is in strijd met de onderstelling, dat er geen twee punten van
de kubus hetzelfde groepselement representeren. Zij nu p,!;“é 0 een punt
van? met de eigenschap, dat op het verbindingslijnstuk van 0 en p, geen
rerdere punten van ¥ liggen. Dan kunnen de andere punten van ¥ op de
rechte door O en Py geschreven worden als l,,p,‘ (l.l een geheel getal).,
Laten nu in ¥ reeds de punten Pqse-esPy £ 0 gevonden zijn (1<k<n),
die tezamen met O een k-dimensionale ruimte Rk voortbrengen, terwijl elk
punt vanF in Rk m.b.v. gehele getallen 11""’11: te schrijven is als
11p1+...+lkpk. Er zijn punten van# buiten Rk; neem maar een punt
X=y 84te. oty @ OP afstand > n van de ruimte Rk; er ig een punt X, in de z
beschouwde eenheidskubus dat hetzelfde groepselement representeert als x;
het punt X=X ligt buiten de ruimte Rk en behecort tot P . We beschouwen
nu de k+1-dimensionale ruimte Rk+1 veortgebracht door ¢e ruimte Ry en 2o
'n punt. De punten van ¥ , die tot die R, ,q behoren; liggen in aan de
ruinmte Rk evenwijdige k-dimensionale ruimten, die zich niet verdichten
en aequidigtant zijn.Er is dus een punt Pyriq? dat tot }) en de ruimte
Rkﬂ behoort en een minimale afstand tot de ruimte Ry hecfi. Den wordt
de ruimte Rk+1 voortgebracht door de punten 0’p1”"’pk+1 en kan elk punt
van 37 dat er toe behoort geschreven worden in de gedsente
l‘fp1+f"'*lk+1gk+1 met gehele getallen 1,,...,1, .. Dpor volledige indue-
tig zien we de juistheid in van de bewering in de vorige alinea. We noe-
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men d’een rooster, en het stel vectorun PyresssDy €CR basis van ;7.

We beschouven nu H als groep, en wel optelgroep met de afsprask
x+x'="g yiel+4.yi uifﬁz(y +y';)e;. Onder p+W verstaan we de kubus dlie
uit de ecnheidskubue W éntstaat bij de tranclatie O->p. D¢ verzameling
kubussen p+W, p é;? geven we aan met & +W. Dan is hn homomorf afgebeeld
op G en ¥ de kern. Dus is GQfRn/y . Evenals W heeft ook elke kubus
p+W de eigenschap, dat de punten ervan eceneenduidig alle grocpselementen
representeren (p € ¥ ); de punten dic bij de translatie O=<p in elkaear
overgaan representeren hetzelfde groepselement, Elk punt x van Bn ligt
in een kubus, omdat er wegens de onderstelling altijd cen der punten
x-p (p € ¥) tot W behoort. Ook kan ccn punt x niet in twee verschil-
lende kubussen p+W, q+W liggen (p,q € ¥ ), omdat anders in strijd mct
de onderstelling =zowel x-p als x~q in W gelegen wos, De verzameling
¥ +W levert dus cen unkelvoudige overdekking van R . Hobben we omge-
kecrd ecn rgoster ¢ in Rn, d.v.z. e.n ondergroep van de optelgroep Rn
met ecn besis bestaande uit n punten DysevesPy velke tezemen met O de
ruimte Rn voortbrengen, en levert dc kubussenverzamcling # +W cen enkel-
voudige overdekking van Rn' dan is Rn/x' een groep G met de aan het be-
gin van 5. opgesomde ecigecnschappen, en wel T =...=0,=1, Men laat dan
x de nevemklacse x+¥ representeren; van elke nevenklasse ligt één punt
x+p in W, We nocmen W wel een fundamentealgebied van de ondergroep
¥ in de groep R

Indien nu het elekent g(0,0,...,1,...,0) uit G met alle perameters
0, behalve de ide die gelijk aan 1 is, gelijk is asan het cenhcidsclement
£(0,0,...,0) van G, dan betekent dit dat het rooster # de ccnheidsvec—
tor ey bevat. Betreffende de verzemeling 29+W kan men zeggen: de-rin
komt voor W,ei+W, elgemeen lei+W (1 ecn geheel getal), Omdat nu de vector
ey als rilbe van W optreedt, vormen die kubussen ecn zuil, waerbi] steeds
twee opecnvolgende ecn geheel zijvlak met elkaar gemeen hebben. net-
zelfde geldt, als p een willekeurig punt van ¥ is, voor de kubussen
p+lei+W. De verzameling ¥ +W is dus in zuilen gerangschikt,

Het resultost is,.dat we de te bewijzen bewering zo kunnen uitsprekens
(1) Is # een rooster in R_, W de ecnhecidskubus en ges' o _de verzameling
Y +W een enkelvoudigc oerdekking van Rni dan bevat # ¢en eenheidavec—

it 1w s

Een voorbeeld van een groep met de aan 't begln van b, vooropgestel-
de eigenschappen krijgt men door in Rn, als optelgroep beschouwd, het
fundamentaslrooster ¥i te nemen van de punten, waesrvan alle cotrdinaten

gehele getallen zijn en de factorgroep Rnfyy te vormen, bestacnde uit
de restklassen x =x+ ¥1 ) XER .

6, We bespreken nu een probleem betreffende diophantischr approximaties
en sporen de samenhang daarvan op met de bewering (I). Vervolgens wordt

de bewering (I) teruggevoerd op dec groecpentheoretische sielling van
Hajos.
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We houden ons bezig met een stclscl vean n homogene reele lineaire

vormen in n varinbelen Xgyenas¥ ¢n vel

n!
Ly(ogsesesty) =X ytonmn Xy A”(*ia)
mmemmmm oo et (oA O,
Iln(x1 see . ,xn) = *XWX,“*'- . '+°(m“xn
Zijn T,,...,th positieve getellen en vatten we Xyreensky nlg de colr-
dinaten van ecn punt in Rn op, dan wordt decor de¢ ongelijkhedcen

(1) { Li(x1,...,xn)!é L;(i=1,...,n)

cen pareilelotoop in Rn gedefiniecrd, begrensd door n paren van evor-
wijdige n-1-dimcnsicnale ruimtemn. De vrasg of (1) door cen stel gehelo
waarden van Eyseens¥®y bevredigd wordt is aequivalent met de vrrag of

dat parsllclotoop zen punt van het fundamenteoelrcoster ¥ bevat, rooster-
punt geheton, We cluiten hierbij het stel x1=...=xp=0 en deormee coY-
regponderend de cornpronT in Rn uit, omdst het trivia=1l is dat die anan
de vreag veldoan,

Ben zlpemence stelling megtt 1s ewvn gebied ¥ in Pn gsymmetrisch t.o,v,
de oorsyrong, begrersi en counvex, d.w.z. behoort @ x+(1- @)y er toe
(0 s.é}4'1), als x en vy er toe behoren, en heeft X ecn volume gro*ter dan
2n, dan bevet K behnlve 0 nog ecn punt van Jlin zijn inwendige. Om 4dit
te bewijzen vormce men uit K het lichaam-%'x door veruit O met de fac~
tor-% te vermenigvuldigcensy het volume V van ;f K ig Broter den 4, Even-
gls in 5, kunnen wve, Rn 2ls optelgroep opvattende, de verzemeling
L +1 K van de gebieden n+ X, ne ¥l beschouwen, dic uit K ontstaean
door de translatie O - n.

Men hecft zo een roostervormige opstelling van lichamen, allen met
hetzelfde volume, groter dan 5, terwijl het Tundamentaclgebied von het
rooster'fi, b.v. de eenheidskubus, het volume 41 heeft., Nen bewijst ou,
wat we niet verder uitvoeren, dat elk lichanm uit de¢ verzemeling met
een of meer andere gemecnschappelijke inwendige punten heeft, Men be-
wijst ook: is het volume van K gelijk anan 2n, dus dat veon+s K gelijk zan
1 en is geen enkel punt van R, inwendig punt van twee verschillende
lichamen uit de verzemeling, dan iz elk punt van Rn ‘nwendig= of rand-
punt ven een der lichamen., Is nu ® inwendig punt van nfa{Klen ook van
n2+%_K, dan zijn in} K bevat de beide punten x-n. on Y=l,. degens de

. . v~ <
symmetrie is ook n,-x, en dan 00k (z-n +n,=x)= —=T-- in—-K bevat,

Maar dan is n,-n,, wat ecn roosterpunt # 0 is, bevat Sa K, en wel als
inw.ndig punt.
Keren we terug tot onze lineaire vormen, Voeren we de nict-singu-
liere affiene transformatie
gi =@(n X +eoat dxmxn

m""‘y x1+‘..+d xn
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uit, den gaet het door (1) bepaslde gebied ovgr in het perallelotoop
| |€ C; (i=1,,..,n) nut volume 2T...2 7:“:2“‘!“ T: ,Het heeft dus gelf
als volumeT%T Qn:ﬁgg . Indien m: de getallen €;voldeen aan gﬁ Te MLAY,
dan is gemakkelijk na te gorn dav alle voorwaarden van ds stelling ver-~
vuld zijn. Er is den dus e.n roosterpunt (x1,..,,xn)é 0, zodet voldasn
is e=2n

(2) Ly (2gyeerx )l < Tolist,aan,n),

., We kunnen ook bewijzen: zijn T,,..., T positicve grtalien en is
If,fa =|&l, den is er een raosterpunt (x1,...,xn\# 0, zodat (1) geldt.
Om dit in te zien, mecrken we op, dat voor elke positieve waarde van
& te voldoen is arn Py 00easx)] < T , als wc kiezen‘f}:[51+g Y,
Z:L“ C i (i=2,.44,n), Laten we nmu ¢ tot nul naderen, den is er steeds
een roosterpunt £ 0, dat azn de vraag volddet; eventueel moet men, als
£ beneden e.n bepr:olde wearde darlt, op een ander rocosterpunt overgeaan,
. doordet het oorspronkelijke erbuiten komt te liggen. Masr zo 'n verande-
ring is slechts eindig vecl malen nodig, omdet er slechts eindig veel
roosterpunten in het {begrencde) lichasm liggen. Dus iz er zelfs een
roosterpunt, det voldoet ean,

(3) [ Dy(xgreoasx) [ & TolDy(xgsenanxd< T, (1=2,.00,0).

Hier rijst nu het volgende probleem, bchendeld door Winkowski en HﬂjQZ:
Kan in (3) in de eerste ongelijkheid het gelijkteke: worden weggelaten?
Wanneer we d @ n vormen opvolgend door ifﬁ,zi,...,tgdelen, zodat de
determiqgnt van het vormenstelsel, die eecrst evnt. op tecken na gelijk
was aan;E'Eg » gelijk wordt ean 1, dan luidt het probleem:

Als L1(x1,...,xn),...,Ln(x1,...,xn) n reele, homcgene, lineaire

.vormen zijn met determinent 1, is er dern een roosterpunt (x1,...,xn),é0,

zodat geldt | Li(x1,...,xn)i<:1 voor i=1,...,n. We zullen voortzan het
prohleem alleen in dezec ged-z2nte bekijken,

Van vormenstelsels, weaervoor er niet zo 'n roosterpunt is, zullen
we ze;gen dat ze in het grensgceval verkeren.

7. 21j x de vector met componenten XqrooerXpe Don is Ax de vector met
componenten L1(x1,...,xn),...,Ln(x1,...,xn). Er geldiy nu de stellings
(II) Ken men de vormen in een zodanige volgorde plastscn, dat de coef-
ficientenmatrix A te schrijven is als DU, wrarin D cen triengulaire
matrix is met in de hoofddiagonael louter enen en 4r wrboven nullen, en
U een matrix met gehele getallen als coefficienten en determinantwaar-
dex1, terwijl DU het gewone matrixproduct is, dan verxeert het stel-
sel vorman in het grensgeval, En omgekeerds verkeert hat stelsel vors
men in het grensgeval, dan heeft het de genoemde eiguuschap.

Het eerste deel van deze stelling is bijna triviasl. In het geva
A=D heeft het vormenstelsel n.l. de gedaante:
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131(x,§,.,.,y Y=
Tchx ,...,x ) Xu)‘ +Ia

{ Ln(x.‘,u--;xn‘.‘ﬂw x1+...+‘4 "M, 'xnm-j""“'C

Is nu voor ecn recaterpunt {L 1 ¢ 1 voor i=1,...,n, uv£n iz op grond
van do eerste ongelijkheid, n.,l.{ x \ { 4y, alvesh @y=0; moor don ie
evenzo op grond van de tweede x,,-(), en eveneso 1s Xy o=, =), Door een
transformatie x=Ux' wordt ecn roozterpunt x overgevoerc in cenyooster-
punt x', en omgekecrd, omdat de inversde van U ee: matrix is met dezelr-
de eigenschappen als U; verder gast 0 in 0 over. Bovengtaszngd gteleel
grat bij de substitutie x=Ux' over in een nieuw stelsel met als coef-
ficientenmstrix DU; er was eerst geen rocsterpunt £ 0 dat ecn de on-
gelijkheden !Li} { 1 voldesd, dus ook ne de substitutie nict., Volgorde-
D verandering verandert natuurlijk niete arn de situatie.

Het bewijs ven het tweede deel is lastig. We geven cerst een andern
karekterisering van het grensgevel (zie blz. 8 ): ds verzamnlingﬂ+r1{,
wearin Tl het fundementeslrooster is en K het lichrem \L;1< 1, levert
een overdekking van I , die voorts, afgezien ven de randpunten ven de
lichsmen in die verzameling, enkelvoudig is. Verder pagsen we de sub-
stitutie z=Ax toe, z een veutor met componentsn E'izL*.{x't""'xn)"""?.{”’
=L, (= ,...,xn). De-rbij grat -:: K over in het licheem, bepesld door
lzig\ i (i=1,...4n), dat is ezn eenheidskubus, zeg W, 71 in een of ander
scheef rooster ¥ , en de verzemeling 7L + 3 X in een rocstervormig opge-
stelde verzemeling ® +W van kubussen. Als we hierin voor V7 de eecnheids-
kubus nemen, bepasld door 0« zlg 1, don betekent dat voor de verzameling |
¥ +W cen transletie, en blijft dc¢ enkelvoudige overcekking ven R ge-

Prondneerd. Tenslotte kunnen we schrijven: ¥ =& V1. Voor het tweedc
deecl ven de stelling (II) kunnen we ma de volgende seqguivelente formu-
lering (II¥) geven: Is W de.senheidskubus, ¥ een rooster, en levert
de verzemeling P +W ecn enkelvoudige overdekking ven R, dan is  vij
geschikte nummering der codrdinaten van de gedaante DU ¥i. We merken ép
dat UV, hetzelfde is als ¥1, en dus DUTI=D V% is, wegers de eigenschappen
van de matrix U.

Verder elimineren we de moeilijkheid, dat de crnielvovdige overdekking
niet opgast voor sommige punten van Rn’ n.l. de randpuunticn ven de ku-
buseen, op de volgende wijze. Neem voor W de half-open kubus, gedefini-
cerd door O{fzi<1 (i=1,...,n); in 5. gingen we deer ol vaen wit, 2ij 4
het punt, waarvan alle componenten gelijk ren 4 zijn, ¢n & e¢en positief
getal, Z2ij x een willekeurig punt van R . Omdat de puntcn van het roos-
ter ¥ zich niet verdichten, is er een z_ y zodat het lijnstuk 22t x ver-
bindt met het punt x+ & A4 , geheel tot één kubus, zeg p+VW; behoort. Is
deerbij x randpunt, dan is x~p wsliswasr randpunt van ‘e m*ryuu W, mear
het mrakt zeker deel uit van het voor de helf-copen kubus tucgeleten ge-
deelte van de rand, omdat x+&A4 -p ook tot W behoort en de¢ codraineten
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ven €A allen positief zijn. Uit it eclles volgt, det bij de nileuwe de-
firitie van W ¢lk punt van Rn zonder uitzondering tot één en slechts
één kubus behcort.

We tonen 1e sequivnlentic s-~n van (II*) met (I) ‘zie 5.). In de enc
richting is dant gemakkelijk:DIL bevet de eenheidawctbr 8y In de an-
lerc richting gonot het plu volgt. Veor n=1 spreekt 1™ voor zichzelf.
Ia I bewszen en geldt I1™ voor de ruimten R'I"”’Rn~-1’ dnmn volgt de
geldigheld veor R oldus. Laat, bij geschikte nummering der codrdinsten.
ey cen in & bevatte eenheidsvceter zijn. Veer in R A¢ locdrechte pro-
jeetic uit op de¢ n-t1=-dimensionnie ruinmte X, . b-n pw»t W cver in een
n-1-dimension~lc cenheidckubus W' en & in een n-1-dimensionasl rooster
Pr. I.vem. het gezuild zijn ven de verzrmeling B +% lovert ook de ver-
zemeling '+ ecn enkelvoudige overdekking van de ruimte x1=a0 van di-
mensie n-1. Dan heeft ' cen beeis van de vorm

‘11“-’-‘(0:1:0:”':0)
QE‘z(D:*:1103¢'v:0}

— - W s S -

Q.;l--‘:"(ox*‘: vony¥yt).

Elke q' is beeld ven ecn qq, die met q ' =lleen in de 1° cobrdinent
verschilt, Het roceterdl met brsis CqsQyseverQp_q ig v-n de vorm D?T en
er geldt voor : JFCF, tcrwijl de besisvectoren van @, evennls die van
# een perrllelotoop ven velume 1 opspennen. Dus fg .

Voor het bewije van II is nu nog ncdig het bewijs van I. Dit worde
gegeven in 8. en 9., door I terug te veeren op de greoepenthecretische
stelling uit 1. In 8. behendelen we het gevel, dat van nlle punten die
tot & behoren nlle cobrdinntell reationale getrnllen zijry we noemen het

'rooster den r-ticne~l. In 9. wordt het geval besproken., dat pal geen ro-
tionnal rooster is.

8. Leat dus het roocster® een basis uﬁ-.(eﬂ,...,em) B =('1m,...,ann)
bezitten met 243 retionsal (i,j=1,...,0). Z1j g cen g¢.meen veelvoud
= 2 van de noemers van an,.”, ni o0 zxjtgl het ruca’cer net als ba-

sis de n vectoren tl— :; (1.-1,...,3’.:) Dan is f’buv t my Beschou-

wen we ené?/f als optplgroepen, dan is )Q een ondergroep von ? . We rich-
ten onze eandacht nu op de factorgroep G:?/)p beptrmnde ull de neven-
klrssen q+ F (qedf ).

Vocren we het perelleleoteop Z in, gedefinieerd dior anz.ia-?m
dan voermt de verzeomelimg & +Z cen enkelvoudige overdekkiag ven ﬁni is
elk prreileloteop uwit die verzsomeling bevet in één der kubussen uit
&5’ +W, en geven de verzamelingen q+?+z een meetkundige beschrijving
van de fautergroep?/i’ . Specinal zien we san de hand d--rvan de ein-
digheid ven G in: G bevat zoveel elementen als er paralle.otopen g+2 in
W bevat zijn, en wel L Q4. Stellen we %, +?° voor door £y dan zijn

,51,”.,313 elementen vvn G met de elgenschap, dat de¢ soumen .15,1+...+k 8n

?
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“ met ki gehecl en 0 ki 494 (i=1,...,n) ecneenduidig de groepselementen
representeren. Meonr den is er wegoens 1. -4, (d-ar werd de greepopera-
tie multipliertief geschreven, hicr silditief) cen inler 1, wearvoer
q;6;=0 is, d.w.z. g b =c €& A . Dit mecsten we bewijzen,

9, We bewijzean mu I wit het eongerijmide voor het gevel ven cen nict-
retion~n~l roosber door -en te tonen: is I onjuiet voer cen niet-ratie-
n~el rooster, ds=n ie er c¢ok cen reoiicnnel rooster, wearveor I cnjulst o,

We letten op de 1sic ccebriinant ven de punten ven 23"1. 2ij fo de ver-
zemeling der tot 5‘1 behorende punteh, wearvan de eerste codrdinset een
ratione~l getsl is. Becchouwen we }0 nls optclircep, den is blijkbanr
ﬂ een ondergreep, De nevenklnssen van ﬁ in b@ hebben de eigenschap:
twee punten ven @ behoren don en :lechts dan tot dezelfde nevenklasse
sls hun eerste ccdrdinesten cen raticnn~l getsl verschillen; twee neven
klassen ontstoean uit elkasr door een trensletie. Fobrung,‘h ecn zeksre

D deelruimte E veert (1€ m<n), Bvensls in 5. v veor f in R, kunnen we

hier vuor(f" in Rm een begis vinden, bestaande uit m vo ct@rm VyseensVpe

In % 11{‘;86‘1 geen rndere punten van P dan zulke, die tot (P behoren.,
Stel eens pef , pé Rm, p¢ F Den is de 1ste cedrdinqet ven p irrn-
tionnal. Tevens behoren alle veclvouden 1lp tot R, en cok de verzome-
lingen .'1.1)-;-39 y £llen uit punten von 59 be,stmnde. Is mt k het parellelo-
teoop, opgesprnnen door VyreansVos den ligt ven elk ven de cneindig voele
verschillende verzemelingen lp-x-}% ¢en punt in Ry meer don meeten de
punten van P eer verdichtingspunt hibben, in strijd met de eigenschep-
pen ven het I'c,\oa»,ter/f) .

De punten ven ¥ dic tot R, behoren vermen dus }%. Met de methode
van S. kunnen we nu VyseeasV eonvullen met Vied? o0 Vy tot een basis

n
ven R . De 1sie cobrdinnten ven VingqreserVy 2ijn beslist iirationanl.
. Z2ij s ecn rechte cvenwijdig asn de X =28, Die rechte snijdt elke

(half-open) kubus uit de verz-ﬂ.melingﬁﬂ‘i volgens cen helf-~open lijn-
stuk ter lengte 1. Omdnt elk punt von s tot precies vén kubus behoort,
is er ven klazsse v=n kubussen, die docor s gesneden worden, volgens esn
elkesr aansluitende lijnstukken te lengte 1; voor twie kubussen p+W,
g+W uit die klasse versgchillen de 14ste coOrdinaten vel p en g een geheel,
dus een raticnasl getrl, Is dus é?,een nevenklasse van(h e.nj% +W de vers
zameling kubussen p+¥ met p€ F,, dan wordt s door de verzemeling 8 +W
df hclemarl 3f in 't geheel niet overdekt. Onderwerpcn we nu de verza-
melingen (ﬁ +¥, onaefhankelijk wan elkaar, aen translaties van x.t-richti;‘:g
dan blijft voor elke rechte evenwijdig esan de X,=88, en dus veor de ge~
hele ruimte Rn, de enkelvoudige overdekking door de verzameling ven al-
le kubussen gehendheafd.

We passen het meetate toe op de volgende versndering: vervanging
van (f)door*het ruoeterﬁ y Opgebouwd Cop n vec‘horcn VgrseesVo

1"'*""1’1’ waarbij dc 1e coldrdinest van vi retioneal is, terwijl
v"; en vy alleen in de 1ste cobrdinc~t verschillen, en wcl in absclute
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wearde minder desn een nader %te bepelen bedrag £‘i1. (i=m+1,c0e50).
Beschouw de vectoren p=l,v, +...+1 v, uit £ , weervan slle codrdinaten
" in absolute waarde hoogstens gelijk ean 2 zijn. Laten N en ¥} pesitieve
getallen zijn, zcdat voor dic vectoren ]lil( N is en d¢c lengte van de
vectoren E-ey groter dan‘q (i=1,...,0n). Bij bovengencemnde verandering
kiezer. we nu ¢© ='Q/N. Tian gelden de voorwaarden ven stelling I ook
voor het rcoster'f%} dat geen eenhcidsvector bevat en werrvam alle pun-
ten een rationale 1ste codrdinaat bezitten.

Op de ehdere codrdinaten passen we zonedig eznzelfde procédé toe,
Zo komen we op een rationaal rooster, waarvoor I niet geldt.
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