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1. Het randwaardeprobleem.

In wat volygt beperken we ons tot gevallen waarin slechts twee
ruimte-coordinaten x en y ecn rol spelen. Het te beschouwen probleemn
is dat van de bulging van een geluldsygolf aan een vlak scherm, dat
als volgt als randwaardeprobleem geformuleerd kan worden: 1) 2)

Z1J X (xﬁf,t) de scalaire snelheldspotentiaal, zodat de snel-~

heid in het medium gegeven wordt door

v =V

Als alle storingen die optreden klein zijgn, voldoet de potentiaal
aan de golfvergeliliking
1 -
A'Z"—’Q'Xtt-oe
C
We veronderstellen verder dat de tijdsafhankelijkheld voorgesteld

kan worden door
ive
K (x,y.8)= 9, (x,y)e -

o)
Dan geldt Dy o+ k“tpj = 0, waar kK = = .

Als er =zen geringe demping in het medium toegelaten wordt, mag k
complex 2Zijn, met Im k < 0O,

ILaat het oneindig dunne scherm op het segment I van de x-as 1lipg-
gen. Op het scherm ls de snelheild in de richting loodrecht op het
oppervliak nul, d.w.2z,

2

=5 = 0 voor x &1, y=0+.

Z1j de invallinde polf in afwezigheid van het scherm beschreven door
q;o(x,y), en noem de storingspotentiaal 99(x,y), zodat @1= q%+(p.
Dan geldt .

2
)¢

i

(& + Xk 0

= - 23g0= %E f(x), voor x €I, y =0 t(f
1)

e



Dit betekent dat de oplossing (p antisymmetrisch is in y, en omdat ¢
overal buiten het scherm continu moet zljn, geldt ook nog

P=0 voor x € I°, y = 0. (2)

Naast deze randwaarden moet ook nog aan (f de eils worden gzesteld
dat hij zich op oneindig als e=n cylindergolf gedraagt, die uit de
oorsprong divergeert; ¢ moet dus verdwiljnen voor grote ro=1/x +y2.

Het dubbel genomen segment I van de x-as dat het scherm voorstelt,
kan als een ontaarde convexe Kkromme opgevat worden en vanwege de
scherpe randen in de eindpunten, zullen die punten 'vertakkingspun-
ten" van (P z.ijn. Om de oplossing verder vast te leggen eisen we dat
de druk in de eindpunten eindig bliljft. 3) De druk volgt direct uilt
de gelineariseerde bewegingsvergelijking van Euler en is gelijk aan

p = "9'%}’62 -iv e (p1(><:,y)elwC
waarin e de gemiddelde dichtheid is. De kantvoorwaarde is dus dat
¢ In de eindpunten van I eindig blijft.

Het probleem dat voor ons ligt, is dus het oplossen van het rand-
waardeprobleem (1) en (2), met zekere beperkingen voor het gedra,.
van de oplossing in oneindig en op de schermkanten,

In een paar speciale gevallen i1s het mogelijk strenge oplossingen
hiervoor te vinden, Als I het interval (-o0, ) is, 1s het probleem
dat van weerkaatsin ' aan een vlak scherm, en @ (x,y)= ¢b(x,—y).

Als I=(0,e) krijzen we het geval van buiging aan een half vlak, en

dit probleem s door Sommerfeld in gesloten vorm opgelost. Als, ten
slotte, I begrensd is, mogen we I=(—1,1) kiezen, en dit probleem is
door Sieger 4) en Strutt 5) opgelost met reeksen van Mathieu-iuncties.

Het 1is echter bijzonder moeizaam om ult de Mathieu-functies
numerieke resultaten te krijgen, vooral als de frequentie ook maar

enigzszins hoog wordt.

2. De Kirchhoff-theorie.
Voor hoge frequenties bestaat er wel een benaderingsmethode waar-

mee in de optica goede resultaten verkregen worden, nl. door het ge-
brulkmaken van de Kirchhoff-buigingstheorie. Hetl schijnt dat de
Kirchhoff-oplossing de strenge oplossing asymptotisch benadert voor
hoge frequenties, maar het is niet bekend in welke orde in k deze
benadering geldt.

De Kirchhoff-theorie voor het twee-dimensionale geval berust op
de volgende stelling van Helmholtz-Weber, die direct ulit de stelling

van Qreen volgt:



- % -
Als @ voldoet aan (4L + kg)q>= 0, en continue eerste en tweede af-
geleiden bezit binnen een gzesloten kromme I' , dan geldt

p(x,y)= %T' Fg iéﬁﬁ Hég)(kr)—(fgﬁ H(g)(kr)& ds
voor (x,y) binnen [T, terwijl de waarde van de integraal nul Is
voor (x,y) buiten I, Hierin is {;ﬁ differentiatie in de richting
van de naar bulten gerichte normaal van [ﬂ, en r de afstand van
(x,y) tot het intezratie-element.

De tweede Hankelse functie 1s hier als elementaire oplossing gekozen

omdat deze het vereiste gedrag in oneindig bezit, nl.

(2)(kr \/75%? g TKT , terwijl hij in de oorsprong -~ - é% log r.

Kies nu [ als de begrenzing van de halve clrkel\/é? + M ifh
M0, en laat (x,y) binnen I liggen. { & en v zijn lopende coor-
dinaten langs de x-as en y-as resp., en r = V (x- £)°+(y- q) )° Dan
geldt, omdat 99 en H(g)(kr) aan de ultstralingsvoorwaarde voldoen,
dat, met R—ca : o

P,y)= - gy j {a‘{f i3 ) tier) - ‘PT‘ (2)(kr)}q=0+d£

= S{@%gfﬁi}ﬁ?(kvuﬁngzw

.Hﬂaﬂﬂ.ng%)wV( Qaw)}d&,vmry>o (3)

aangezien %%? H(g)(kr)= —-%; Hég>(kr)

In ons geval is echter op I slechts j;% en op I° slechts pvoor-
geschreven, zodat (3) niet zonder meer bruikbaar is. Trouwens, p en
9’y mogen ook niet onafhankelijk voorgszschreven worden: als in (3)

y door -y vervangen wordt, wordt de integraal nul, en optellen en af -
trekken levert dan

@ (x,¥)= - 5 J MB%M ) (kY(x-€)2+y?)at,

21
-w y2> 0,
- -1 Jc]c(é,oﬂ 3 H(2 (Y (x-8) 2472 )ad ()

Zea

Voor y {0 vinden we dezelfde formules, maar met tegengesteld telken
en met O+ vervangen door 0O-.

De kunstgreep van Kirchhoff bestaat nu daarult dat, nlettegen-
staande deze moeilijkheid, langs de hele 1lijn y=0 min of meer plausi®.
le waarden voor (p en gpy voorgeschreven worden, en formule (3) ge-
brulkt wordt. Deze randwaarden zijn in het algemeen strijdig, en de
gevonden benaderings-oplossing voldoet dan ook niet aan de opgelepgde



I

randwaarden. Alternatieve oplossingen worden gevonden door overal op
y=0 waarden voor ¢ alleen of voor (P alleen voor te schrijven en
(4) te gebruiken; dan voldoet het resultaat natuurlijk wel aan de
opgelegde (benaderde) randwaarden.

Onlangs 1s door W. Franz o) cen methode van herhaalde benadering
aangegeven voor de behandeling van diffractie-problemen, die een
veralgemening 1s van de methode van Kirchhoff, maar de onzekerheid
over de orde van benadering van de verschillende oplossingen, be-
staat nog steeds.

In wat volgt 1s het de bedoeling om een nieuwe methode aan te
geven voor de behandeling van dergelijke problemen, waarin het moge-
1ijk zal zijn om aan te geven wat de orde van benadering voor hope
frequenties is.

5. Een Fourier-transformatie.

We beschouwen het volgende randwaardeprobleem: Een functie
w(x,y,z) voldoet aan de differentiaalvergelijking

\(32 ‘32
A=Y, =0, waarin A= ~2 + 'Dyg

met randwaarden 'V& f(x), voor x €I, y=0 + , z > O

\//: 0 voor xeI° , ¥y= 0

H

Terwijl verder geeist wordt dot YW overal buiten het segment x & I,
y = 0 continu is en verdwijnt voor grote r. De snelheidspotentiaal
voor supersone stroming blj een draagvlak van oneindige koorde 1s een
"physisch" voorbeeld van cen functie die aan (5) voldoet. 7)

De karakteristicken van ds differentiaalvergelijking zijn opper-
viakken F(x,y,z): const., waarisn F voldcet aan
L]
; - Fi - Fi = 0
We kunnen dus schrijven F(x,y,z)= z +3V[x x1)° + (y-—y')2

T

en de karakteristieken worden

Zo- ozl o= i}/?x-x')2+(y~y¥)2

d.w.z. een dubbelstel cirkelkegels. We kunnen natuurlijk afsprekon
dat de veortplanting van storingen slechts langs dat stel karakter.~
tieken met positiel teken geschiedt. Dat houdt in dat we V7 identlek
nul mogen nemen voor alle z links van de omhullende z=zo(x5y) van
dergelijke kegels met toppunten op het segment x € I, y =0, z =0,
Het 1s duidelijk lat, hoewel yfcontinu gekozen 1is, er nog dis-
continuiteiten in de afgelelden van yf kunnen optreden en wel langs
karakteristie .o oppervlakken, Laat dergcliljke oppervlakken van dis.-



continuiteit aangeduid worden door z=zn(x,y), met n=0,1,.,..,N, waarin

N oneindig mag zijn.

Nemen we nu de Fourier-transform T(y ) van ¥ . Dan geldt formeel

(voor het geval N=w)

&0
D % p) Kk
,-1kz oo ~1kz
Y= 3% J e Ydz = < e Vv dz
- CO ZO
0
azo -1k=z -ikz
= - 5% © O}ﬂ(x,y,zo)—!- e \,VX dz
co 24
-ikz
= )’ e yfx dz
z
O Is
\ oo Zﬂ‘l'/l
> S ~ikz
O = e 1 ) Ry
%n
X (3= -ikz Oz -ikz
N “n+1 . n+1 n n
= é:a %_friﬁ' € VVX(XnyZn+f?' 3% € ¢%(x,y,7n+)+
Zn+1
-1kz
+ S e XXdlz }
G Z
j*“ an -1kz S n
= n=0 Ix °© y?x(x,y,zn)+ T(7#kx>
waarin é.y?x(xyy,zn)=‘¢%(x,y,zn—)— ya(x,y Zn+)'
Net zo voor (Pyy
Verder O T
AN -ikz
n=0 5
n
[ ikz —ikz
) n-+1 n
= n=0 € Z(ng,Zn_H“)—e‘ WZ(X)y$Zn+)+
z
n-+1
+ ik S -ikz dz }
z
“n
0 ~ikz co

o]

I A
-

{\/

-1kz 2
e Py, v,z ) -k

n=0
De differentiaalvergelljking wordt dus
o oo -ikz azné Dz:n‘:‘S Jy?
0 = TLV- Y, )=Lpr 1@ -0 e {'J_X' Vit 5 ¥y )
= . oz oz D b z=z_+
2 -1ikz [ n 0 n o]
=( A )lf+r21;0 © “lTx X TSy oy T Oz \){f
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Hierin is de operator binnen de accoladen een afgeleide %;;-in de

Zn 1)
3‘5‘5;‘3
Aangezien z=z  een karakteristiek oppervlak is, geldt
32 az '
(—2)% + ()% -1 =0
ToX oy
= = = &Zn azn

dw.z. n.? =0, waarin n = ( ST 0 Ty -1)

de normaal op Z=2, is; dus ligt » Dbinnen dit oppervlak en is de
operator een inwendige differentiatie. Uit de continultelt van yf

volgt dus 5o d Dz 5 3 z=zo+
1‘3’_ 5Tty +5‘7:1 Y=o

z=z -
en de differentiaalvergelijking wordt
(A+ x%)p=0 .
De randwaarden in (SLoworden
(Fy = J e~ THZ f(x)dz = é% f(x), voor xe I, y =0 +
0
q7= 0 voor x ¢I%, y = O.

Het blijkt dus dat ?’: T(y) een oplossing is van het oorspronkeli jke
probleem (1) en (2), zodat de opgaaf nu 1s om (5) op te lossen,

4, Oplossing van het getransformeerde probleem.
Voor de oplossing van (5) kan als volgt een integraalvoorstelling

gevonden worden:

Wepens onze afspraak in § 3 is het duidelijk dat ¥ (,y,z) slechtn
van dat gedeelte van de randwaarden kan afhangen, dat binnen de
kegel C met toppunt (x,v,z) en met <<z ligt, nl.

bz -V (x- £)Ps(y- n)°

Beschouw de halve ruilmte % 2 0, en definieer daarvan de deel-

ruimte A, die door C en de oppervlakken h= 0 en C= 20(5” ) om-

+
sloten wordt; noem de begrenzende stukken [, D, en E+ resp. Defi-

+7 T+

nieer net zo uc deelruimte A  van de halve rulmte 71 £ O, begrensd
door dezelfde drie oppervlakken, en noem de begrenzende stukken j?ﬂ,
D_en E_. Binnen belde A en A_ 1s ¥ continu, en volgens de theorie

van Hadamard-Riesz 8) 9) kunnen we nu voor y 2> 0 schrijven

povas e || [$L. Ly 1] e

][

PNig

{%—g{.—;——}ﬁ%.%gds



waarin de notatle als volgt iss

graal

it

Viz= 8)%-(x- &)%(y- )7

’jj-z het "eindige stuk® van de (in het algemsen divergente) inte-
%
Jé~ differentiatiz in de richting van de co-normaal (l,m,-n),  als

i

v
(1,m,n) de buitenwaarts gerichte normaal op het integratie-
opperviak 1s,

g

Eania in g L -———v s karoitoristicok. opp.orvilakien con Inwend

G0 r uilaflc, zodat in gebled:n A behalve ¥ ook ggy continu 1,

ar LoD pLam st n L o= ;_“(;(,; ) Voo > 0 L on Lit]’il"a‘»n in ((/)) -

LT, aAsnL T lon o ouo= ;tu(::,;r) QoK n,>n;\Vﬂ.. o o

1s, z1ijn al de Integralen over de gebieden E nul. Verder valt op D
ie eonormaal samen met de normaal, en dus is

B)
2 ={""5ﬁ'0p D,
o¥ + %%; op D_

Vergelijkingen (6) worden dus (steeds voor y 2 0):

Yix,y.2)= - g W{%% : ié— “V%éﬁ ad dad,

Dus, door aftrekking

V(v 2)e - o qm Wif%??h&l . gwgﬁo};@] L

| pe.0v, &y ¥ (E,0-. ¢ )] 2

A “ dy(E,04,8)  abad
omdat, volgens ({(5), %’antluvmmbtll ch is m.b.t. n . De hask mag hicr
weggelaten worden, omdat de integraal convergesrt.

(voor y >0) (7)

Dit resultaaft is hetzelfde als dat van Evvard voor draagvlakken
in supersone stroming.

Formule (7) kan als volgt gebruikt worden om het probleem (5) op
te lossen. CWegens de antisymmetrle in y beschouwen we in het vervoly
slechts het geval y » 0).

' In helf algemeen ig D =D' + D", waarin £ el op D1, ger® op D",



Y= o L f%Qdﬁgi 2 . £ ol dédc
e g V(z-0)%r"(&) 7 JDJ Ry Py ey

(8)

waarin r(2)=V(x- &)%+y°. |

Voor sommige punten is D" = 0, en dan is ¥ volgens (8) bekend
uit de randwaarden [(¢). Als echter D" # 0, treedt in (8) ook de
tweede integraal op, en daarin is y% nog onbekend. Om deze te be-
palen, gebruiken we de randvoorwaarde

V”= 0 voor x €& IC, y = 0

en stellen y = 0 en x € I° in (8):

o

Lad - - Haead
| e | e @

Dit 1s een integraalvergelijking, waaruit U@ (£,0,¢) voor & eI®
bepaald kan worden, en dat i1s net wat we in de tweede integraal van
(8) nodig hebben.

Daarmece is het probleem (5) in beginsel voor alle (x,y,z) opge-
lost en we kunnen de methode nu op een speclaal voorbeeld toepassen,

5. Toepassing op een half vlak.

We nemen I = (0,60), dan wordt het oppervlak = = zo(x,y)

lyl voor x > O
z = r, voor x <O

In het gebled 0<y <z < r_  wordt (8)

terwijl voor z > r ook de tweede integraal van (8) optreedt, zouut
de integraalvergelijking (9) hier gebruikt moet worden. In (9) is

x < 0enx +2 >0, en wordt Dt begrensd door C=0, &=0en
£+C = x+z; en D" door &~+¢ =0, &-C=x-z, &=0en &+<C = x+z,
Met nieuwe varlabelen = -& en T= &+ & , vinden we dat D!

binnen o+7T =0, T~-0=0en T=X + 2 = Ta ligt, en D" binnen
T =0, 0O=2 - x = gy, T-0=0en T=x + 2 = T . Verg. (9) wordt
dus =
T T ar
1 [ 1
[ P (R [ wmer
VT, -7 o Voy-o s V??F7qj Vo - o



voor x < Oen z + x » 0, d.w,z, voor O > T, en ¢, 2 0, Aangezien
dit voor alle T, > geldt, volgt dat

o

Sy
-
|
| .
{; Suds
4 9
i
i
B
35
=
{
A
~f
e
(=]
Fane
s
—
e

= ——— _, VoOr oy
- \/0;«0“ T '\/UF"G"

...1) ay
{ i
vod o 2
R 1T

= 5 3 ............ J Zvr ,  met Gi = d, - 7¥*ﬁ%
) \/T"T T Ty = ‘
D 1 L 1
S -1 T

il
i
Ay
o~
=
0.
M~
Bomongr o
o
n

Dus wordt (8) nu, voor z > r_ :
T
x+b4f-y“ z-r (&)
1 - , 1 &
Yix.y,z)= - = r(¢)a, %ml.ﬂmmiwwﬂ +

Neem nu de Pourler-transiorm van y’ :

.«3"‘““"75‘3
7 X+Vél‘y* z-r (&)
)= - g e K7 g j r(£)ak e
! T ——m
1Va (—l/zg-—yz O Wz.&) - (‘i‘

s
& x+V§J-yL z-r(ﬁ)
5 -~1kz |




| e Y _ae
_ .1 I(a)dé { -1z az S +
i o(£) R(ETED
0 z-v - b .
- J u—lkz Az SO a & }
| VI(z-0)° " (&)
ro+a 0
1 joo e @—P(a> d‘
= - = | £(4)ad { il e K2 4, & j o +
™Y R . (2-8)%-r" (&)
z—ro—a
~ik« ¢ d !
- Tllz S e - dz a—i—; & 2(ﬂ2 }
r0+£w 0 (z-8)°-r" (&)
oo r0+53
= - = If(é’)da J e M e

0 r(&) }/gg—rg(ﬁ)

]

wat dus als »plossing $ van het buiiingsprobleem voor een halfl

viak te voorschijn treedt. We kunnen deze ook zo schrijven:

co co
Pey)= - & j %dfi Z(j eTHeE A2,
0

r(s) 22-r% (£)
<0
_ j e~ik: dz E
r ke Vel ey
[e'e] cO

- - 5y S quda{l{(g)(kr)— = J - 1kz *;‘,32 7§.
0 r'__-)—il \/Z -7 (é—,)

Het blijkt dat de eerste term een Kirchhofi-~benadering is, waarop
de tweede als correctie-term werkt.
Als we voor het ongestoorde veld een normaal invallende vialhke.

el X: e-iky+ivt
nemen; seldt ¢ - - e—ik' = 1k voor O0<Lx oo, y = 0+
5D {>y _“5‘37_ 5 T
=0
) f(x)zvkg.
Dan wordt de oplossing oo r +6&

Py

+
Plx,y)= - 2 J al (_)f J-ikz _dz
0 (@
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en we kunnen eenvoudig bewljzen dat deze gelijk is aan de oplossing

van Sommerfel 00 . co

. T 2 s ;’2
F)(ij)z e tke V/%- Ji e 1 dA+e—lkZbé§) J[ & an
(
~—— . (.) s @
Vékrocos 5 Vekr sing
waarin x = r_ sin G en y =T, cos 0 » d.w.z. Ver cos g = tVr,te

en yYZer in 8 = ‘V -7
o S1ln g i 1"0 .

6. Het eindige scherm.

We beperken ons tot een paar opmerkingen om aan te duiden hoe met
deze methode een asymptotische benadering voor hoge frequentiles in
het geval van een eindig scherm kan worden verkregen.

Hier is I =(-1,1) en het oppervlak z = zo(x,y) is

z = [yl wvoor |xlI <1
r(-1) "  x < -1
r(1) x> 1,
Behalve 7z = ‘g treden hiler echter ook nog verdere karakteristieke

oppervlakken 7 = zn(xﬁy) op, waar de oplossing "knlkken' maakt wegens
"weerkaatsing" tussen de twee 1lijnen P(i 1)= 0.

In het gebied O0<y<z Lr(+ 1) geldt formule (10); in gebieden
r{-1)<z<r(1), v(1)<z <r{-1) en r(+ 1) <z <r(+)+ 2 gelden formules
analoog aan (12), maar voor alle grotere waarden van z worden de
formules ingewikkelder. De waarden van’%;in (8) moeten namelijk uit
integraalvergelijkingen van de vorm van (11), dile een vergelijking
van Abel is, worden zevonden, en voor toenemende z, steeds opnieuw
blj de overschrijding van elk oppervlak z = Zs in vorige waarden
worden uiltgedrukt.

Door geschikte keuze kan de PFourier-transform geschreven worden
als een reeks waarvan de termen van dalende orde in k zijn, d.w.z.
als een asymptotische reeks 1in k.

De eerste termen van de oplossing zijn

o0
1
(2) 21 ~ikz dz
@(xwdaﬁ~§L ¢(£¢ﬂdi }io(kr%-gr Jl e ———— -
; Jw )?o, 3 " p(-)Hed V2®-r® ()
21 j o-ikz dz . }
- cee b

r( . )+1-& V 22:;522;
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