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Voordracht in de serie 

"Elementaire onderwer-per: 'Jar: ho e~ndeunt belicht 11 

Prof.Dr H.J.A. Du·arc 

Differentiac:lrekenin · en ·11ffer.•("nti::;-r•ekeninP: 

Naast de welbekende differer1tiaaloperator ), welke aan een functie 
r(x) toevoegt de afgeleide functie 

f'(x) = Df(x) - lim 
i1 -···• O 

treedt in de d1fferentie~eken1ng als voornaamste operator op de dif­
ferentieoperator 6., welke nc:1,\ een f\i:--1ctt<~ f(:,::) toevoegt de differentle 

i'_f'(.,,,'1 - f'fv••"\ - ~tx) 4.) r.. ·- \"'·"t-1) •·\. 

Zeals verderop bliJkt, hebbe1i be1~e operntoren een aantal e1gen-
, e 

scheppen gemeen ( b. v. da t ze arm een polyno,:im van de n graad een poly-

noom van de graad n-1 toevoeger'). AnderziJds is me11 geneigd om de dif­

ferentieoperator ale e~nvoudiger operator te zien dan de d1ffercnt1aal­
operator, in welke nog 0er. extra 1im1etover-gang optreedt. Toch blijkt, 
dat formules over di.ffGr•(mtieopet'ator·en soms lngewikkelderi z1Jn dan die 

over differentiasloperatoren, hetgeen hierdoor komt, dat Df(x) een func­
tie is van x alleen en 6f(x) in eerste 1nstont1e een funct1~ 1s van 
x+1 en x. 

Wij gaan thans een a2ntal forrnules over elk van beide soorten ope­
ratoren vergelijken. Voordat dit gcschiedt, is het goed cm nog een ope­
rator in te vm'H'en, '<'lelki::: in het volgende een belangrijke rol si:eelt,nl. 

de verschuivingsoperator E, waarvan de working wordt gedefinieerd door 

Ef(x) = f(x+1). 

Verder heeft men dan Enf(x)*f(x+n), aanv1nkelijk direct in te zien voor 
natuurl1Jke n, maar bij d-af'1.n1 ti(~ eve:neens geld lg vooP willei<:eur•ige n. 

BiJgevolg heeft men 

Direct duidelijk z1jn 

m...n ..... m+n 
E 1;!; "" .r~ 

voorts de formules 
h E -1 

.6 = E-1, D ""' l im ~ , 
h-• 0 " 

Naar analogie met de gewonc analyse schri,Jft men wt::il 
. Eh_,1 

1 :un --,:r-- = log E, dus D = log E. 
h ---!> 0 

Om nog even hierop door te gaan, men is geneigd nu te schrijven 
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00 

r(x) = L 
n:::O 

waarmee de reeks van Mac Laurin 1s 11teruggevonden 11 • Het enige dat h1er 
werkel1jk 1s gevonden, is dat de functie f(x) ala ze naar machten van 
x te ontwikkelen is, de ontwikkeling (1) moet bezitten. 

Ke~en wij thans terug tot ons plan om grondformules der differenti­
aalrekening en differentierekening te vergelijken. 

Hoewel afgeleide en d1fferentie van een ne-graadsveeltenn beide 
van de graad n-1 ziJn, is de analogie verder neg niet groot. Men heeft 
Dxn.nxn- 1 , maar 6xn,nxn-1 . De overeenkomst wordt gered door voor na­
tuurlijke n te stellen x(n)=x(x-1) ... ~-n+1), waarna men inderdaad vindt 
Ax(n)=nx(n- 1 ) (en gelukkig ook Dx(n)~nx(n-1 )). 

Men bedenke verder dat x(x-1) ... (x-n+1)= ~~:i!n) , hetgeen aan­
le1ding kan zijn om nu ook voor willekeurige n te def1ni~ren 
x(n). R~:~~n) . Dit initiatief wordt beloond met de volgende formule 

~x(n) .. rf x+2) _ ~x+1) _ n.r(x+1) _ nx(n-1) r x+2-n) x+1-n) - r(x+~-n) - ' 

thana geldig voor willekeurige n. De keerzijde van de medaille is, dat 
voor de thans ingevoerde pseudomachten een aantal rekenregels van ge­
wone machten niet bliJkt te gelden; men heeft nl. 

Wel heeft men 

en ook 
(x+y)(n) == £: (n) x(h)y(n-h) (formule van Van der Monde). 

h=O h 

De eerste formule vertoont eenzelfde inconveni~nt als de formule voor 
6(uv). Terwijl men nl. normaal heeft 6(u.:t,v)=Au ±,Av en A(cu)-cAu 
(voor constante c), geldt in afwijking met de gewone analyse 

A(uv} • (Eu)(Ev) - uv.(Eu)(Ev-v) + v(Eu-u) 

= (Eu) Av + v . Au . 

De regel van Leibnitz in de different1ereken1ng luidt dan ook 
n 

l.::,.n (UV) = I: (~}(Eh. 6 n-hu) (~hv). 
h=O 
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Wij gaf.m th.ans VC!'der mE:t het bepa lcn van Of; di fferentie van 

en1ge eleme~taire funct1Hs. Allereerat beechouwen wiJ de exponentiUle 
f ,•nr•ti"'· Men ht''Cf+- A,,x .. ,/',:,, ·1)nx r~·io •n ~,Lt 'bi z~, .. , ... i,,r fl. 2x __ ~)x v.:, ... d''"' 

.... ~,,. '-~ 1ti ,. '1 ,,, l,,1 l.,l i;.,..· - ~, ~• _, ; 1.• ' ,,,: t \;;) .1," 1 ~ i"-• V , . , tf I l <.1 t:, L..J. - .... ·-• '-· tt ~ .\,, t;.. !~ 

is men rd.t::mrngJe,'ig r,:H:r Aln x. Hiervoor vi!',dt mer• 1n('l+- ±), dua niE::t 

cen d~rgeliJk inter~ssant rc~ultant als Jn d( dlffercntiaalrukening. 
Het is echtc".' var bel8ng ~m t0ch t~r funct1e u opt~ aporc~ welkk' vol-

.1 Tq rd ,j,,7, ... ,·vo•·,tj,.-,·, ,-jr•n 'q h•,,'t <r 1·,,,,lnc·'r.e: 1nc····,.-,_ X • j.,, 1-1 l • ..., • ... ···- ..... 't_ t:.\ t", ' '·· • ' '~ ,.,. • ! , ' ,_ I .. , ~'" ..... ,. ' .J..' ' .. . .... .... . ,.l. .. t-'' • ,\ 6 ... , 

liJk, net als !n d~ g~wonc integrenlr~kcning, am aen functit! u te vin­

den, waarven rle dt''fer~ntJe g~liJk is aan e~n w11lekEur1ge (gebroken) 

der differ~rtl~Vt:rg,~liJkingcn. WiJ wtllcn ~chter d1t 8ne probleem 

et:rst apart opl0'.5::lUi (:n p:n3 lt,tt,r iet!'3 nl,1;cm1:r:ers Zt-:ggcn over difft.:ren­

ticVQt'gel1Jkln.;t•n . 

.f'(x+"1)=x .r(x) volgt nl. 

log r' (X·r-·1) ::: log X +. .J.Of!: r (:.;:)., 

dus na differenti~ren 

r 1 (x+1) 
.[i(x·V1) 
~ 
.r( X) 

1 
= -X 

en voor dt:.; func tie u kmrnen ( t:!n zul.lcn) 1.111,j du::i nemt.11 

lf(X) = _£_~ ,z: ~ 
r(x) ox 

.e 

~ ':lg .[' ( X) . 

1 volgt verder nog dat 
X 

waarne h2t 11u door31cht1g ls d8t hct bck~nde breu~splitsing• p~oc~d~ 

ons inch. rd:,ad (:c:·, oploscd.ng oplt:vt. l't. van 6 u=r·( x) ., wna rbi,j r( x) e-:n 

willcksurlge rati0n8l~ functie vnorst0lt. 

• '1 ·\i J,-1 
voorbeeld. 6u = ;,- = ......c...;;.. - ---- -x-+1 x+1 x-1 

- J:'(x-}+~~) , ""fTx- ... +, I 

welke desgew~nst verder kan warden herleid. 
Voor ,je goniometrische fur,cties vindt men io::ts minder fr-a.ale r-e­

sultaten dnn i.n dt, d1ffepentiaalrdcE:ning. Men heeft bijvoorb1::eld 

L'.J,s1n x = 2 sin l cos (x+½), enz., 



wanrne p~oblemen als het b2p3l~ v~~ u ult Au= s~n x enz. ook op­
losba3r bliJke~. U1t~r03rd gel,lt 

W:')[lt•hl' H r,en r,"l>•tlr•'.111..:i'f' ,,,,,,i()"'S''fiV j•:; './'<(• ,l~t· V€-r'Q'1:,1~ ··kini::z: c.n (H '---- ~, , ........ ,) ,, '.,) .,.,. , ,_-- , .. , ;, . ~.- .... ,, . .- -. . ~,, !·' ·•• t... ~ii., ,..~) , ~- ,_., , ,_, ·••- .. -.,;...," - d . "--· . ~ 

een '.•d.1lc 1rc-. .:ur1,;;e G.v-t'uncth • ~\, •;'...)-ft1nct;1i,s v::rvu11f'm hit'r tliJkbaar 

de rol va:·: 1~i(; C<)l"l~3t3r1ter, in de· cltff'c:rcr:tj'"ar:11- r:-:.·r t1,te13rr:31:,lreker:1l..nE; .• 

rr(:·r\"Ji,.)1 Ol,)1osr:1lr1 \'."-·1n :l'=-f(x) "'l()tdcr~ aar:1gege\ft}n ijoot~ 

Jr(x)cjxt-1; 7u11.c,r, i.;j I oplossing•:t: vrrn bU=r{:,.) rrn11gcvc·n mEt 

St'(x)b..X•i-(.,,.), ·-~_:,qrbI de.: ee~',,tt ti.:•r:n t".E,r: t~~irti,,'.111cre Ot,'.'10~-:teing ts V?n 

hr-t urobh-em. Mr~t NorL1r;,~ ,·1:1r1Jt ~''.':<kr ,:Jj_t :·;yn:tool r.H.e::~t/)1 C:1h: particu-

heeft 

king e~n verba~d 0plegt 
"I 'i.' ' 2) '":, ,i .,,,,-1' 0 'n' •· Li\ ... T _, • • ,. J ~ ,:~ <.,, &.. .,,,; ,) J. t:' L 

het one :tnrl 1.;:_;r is. 

h i e r'm, -, J , · 

··1·,,•ht<- tt· 0 s··r, 4 ·• .. 'l"'''t'i(''''"'"rde,.. ''(•''' "(v,,;.,1\ t.} t_. 1 •• , i ,, · <..l , ~ l.J it;, I \..,1 C ~- ~- 1, ] 1.... ~ i'W Cl r:~J .... l J c,,,,,I. ' -'"-- j _, t,i ,n. , 1 / :tf-

er,ig•:: v,.:rcl:lchtsp1.;nt der argumenten x,x+1,x+2, .•• 

ir: d(' sommnt:terc:kerd.ng gd,comer, en willE:n r'1' j -.. st 

Hct ~ntbrcken van ecn k~ttingreg~l in de differentl~r~kening 

m~Hi kt, dn t Co rmuh' ~3 over t ra rn:; f :Jrmr:i tie vnn sornma tic~va \""!.2be l,:; ,,,veneens 

ontbr-.,kcn. ·wl:l f~chtcr heert mC::n tt:.r,, formule vr:in 11 p,H't.ie:l(:" :wmr.int1c; 

in f,.•itc ls h, t d. W(•lbctend<: fot"mule van 11 partH5le sr'.:rnmatic11 

V'.'.lorbceld. 

ex(x-1) 
~ 

SU.6v • .ci.x 

X 
(;~ 

(e-··1)'::. 

met .6U=U. 

M,2t dc:,~c: Ht:lnig0: orr~1e;n1,1ng:m w:lllf:n w!j nu 1:wn de sommat1erekening met 

haor r1etclige problcm~r voorbiJg• Jn en iets over rotksen besfireken. 
Ntrnst df.: pol·ynom,:n ~ a xn hc,1eft m<2:n r,s;_;udopolynomt:n ~ b ,Jn) 

~ n · n 
n=0 n= 

met de pr•i~ttigu ,•igc-r1[Whap,, d,3t i:U: polynocm (1en p::;eudopolJnoom ls en 

elk pseudopolynoom een polynoom (te bewjJz0n b.v, door volledigc induc­
t!.c: nf.l:a!'." N). 

,)I,;) r r) 
thans p~eudomacht-1"t1, .. kstHi L. nr?' j ,mef:::Stal niet pac:udo-

n=O 
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machtreeksen genoemdJ maar faculteitenreeksen (van de 2e soort). Fa­

culteitenreeksen van de eerste soort zijn reeksen van de gedaante 

f a x(-n). Combinaties van beide soorten faculteitenreeksen vormen 
11=0 11 

het analogon van de Laurentontwikkelingen, zoals die bekend ziJn in 

de functietheorie. 
Twee problemen treden nu op de voorgrond: 1° een convergentie­

theorie van faculteitenreeksen; 2° de ontwikkeling van een gegeven 

functie in een faculteitenreeks. Elk dezer problemen raakt andere 

belangrijke gebieden uit de wiskunde, nl. respectieveliJk de theorie 

der reeksen van Dirichlet, oak bekend in en nuttig voor de getallen­

theorie en de theorie van het interpoleren. 

Beschouwen WiJ eerst de convergentietheorie. Evenals biJ de ge­

wone ree ksen is hie r he t c onve rgent-z ijn eun 11 ge richte 11 e igenscha p, 

d.w.z. als voor zekere z convergentie heerst. is er voor alle z, die . 0 . '--- J 

een transitievc niet-symmet1°ische relatie t.a .v. z vervullen, ook 

convergcntie. Bij de convergentie van gcwone r~eksen is het gericht 

ZiJn niets anders dan de gewone ordering van de modulus, d,w.z. uit 

convergentie voor z volgt conver•gentie voor alle z met lzl < lz l . 
0 0 

Hier; biJ de beide soorten faculteitenreeksen, leidt convergentie in 

z tot convcPgentie in alle z met Re z>Re z, een eigenschap die 
o O ~ a 

deze rcekscm ge::meen hebben m1_jt de reeksen van Dirichlet ~ ~ . Het 
· lf ~ t ti 1 t d n=1 n 1s ze s zo, va convergen e n ~en pun z van een er 

drie r2ek;3et1 
oo a (-)n ( ) 

A(z)= Z: n n! (z-1) 11 ; B(z) 
00 an 

= L en 
n=O 

C ( z) 

z n=O n 

a n! (z-1)(-n- 1 ) 
n 

convergentie van de beide andere reeksen in datzelfde punt z ten ge­

volge heeft. De meeste bewiJzen der hier genoemde eigenschappen ziJn 

te gev(:::n met bc:;hulp van partH5lc sommatie. WiJ gc.;ven hier een bewiJs 

(ten dele zonder partlele sommatie) van de bovengenoC;mde gE.:richtc l:i-

genschap voor de reeks c(z). 
Zij C(z) convergent voor z=z 0 • Dan hceft men voor alle z m~t 

Re z > Re z de re la tie 
0 

C(z) U V 
n n 

a n!r(z) n o 

r( zo +n) 
en v == 

_r( z O +n ) _r ( z ) 

l1 I'( Z +n ) I' ( Z O) 

Voor grate n heeft men met gebruikmaking van e:en uit de formule van 

Stirling af te l2iden rcsultaat over de r-runctie 
l'(z) 2 o-Z '1 -CS 

v n = ___.._~ n ( 1 +o ( 11 ) ) , du s / v I < kn , 
r( zo) n 

waarbij keen geschikt gekozen van n onafhank~liJke constante voor-
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00 
stc:lt; h1trb1j is gesteld cs =Re( z-z 0 ). De reeks L vn is dus absoluut 

convc rgent 1nd1en <S "> 1 la en de r.:.:eks C ( z) dan n=O ook. Is t:chter 

slechts gegeven, dat fl'> O is, dan is wel partit!le somnmtie nodig om 

te besluiten tot d1.. (ge:worn.) convcrgt:lltic van C(z). 

Gaat men verd~r met d1_: th~ori0 op ~naloec wijze als in de theorie 
dcr machtrt:1.:ks1;;n da: bu_,luit m,.n tot h1..t bestaan v,rn e:cn convcrgentic­
abscis voor ~lk dcr dri~ no~mdc rc~kscn, dnt 13 een g~tal ~, zoda­
nig dst de rl:eks-:.n c,rnv~rgc t zijn vr)or Rt.: z > A i..:n diver-gent voor 

Rt: z A. Er bliJkt 00k h..:' · cJb:Jc i:J f-A van abnolutw convergentil: tt.: 
ziJn t.n (h~t bovcnsta?ndc m1Akt dit al cnigszins plausibel) m~n h~eft 

'?\ SI fl-, A +1. 
Multiplicnticthcor,.:ma 1 11 van facult1.;it,:nrt:-.:ks~c:n ziJn hc:laas 1ng(;­

w1kkuldt.r dan di(;; v•io1· rt.:~ks..:n van Dirichh,t. V1ndnar dat d(.; facult(;;i­
tcn r1.;t. ks<.:D voor ck gl. tc1 ll,, nth::.:oril: wn1 mlndt.. r b,..; lang ziJn. 

Wi J r, pre: kc:n nu ov,. r d,: tW!c:ed,~ hi• rbov" ngu1ot:mdt: qua1;:stiE:, he t 

ontwikkc~lt:n van t..en functh: in ~en f1cultcitcnrc.:1:ks. H1.:uristisch gt::­
zh.n volgt uit 

( ) oo . (n) u( z) = a + ,1 1 z + a 0 z 2 + •.• = L anz , 
0 '- 11=0 

dat .'.:: O=u(o), A 1= 6 1)0 ) , (:;nz., 1.h.a. a 11 = 6 ~y{o) . HierbiJ is 

alvast maar onderst1.;ld, dat d(: functic ontwikk0lbaar is op de aang0-

~i:.-Vl:fi w1JZE.: in e1.:n c invcrgcnt.:: rocks. Ondcr bt:paalde vcn-•ondt=rst,.__llin­

g~n over u(z) bliJkt dit inderdaad ht:t g~val t~ ziJn t.n geldt de for-­

mule: van Newton 

3tc llig is de formul<: juist voor V,..;e 1 tc rmt::n u( z), waa rm..:e tevens t.:en 
bewij s is g0geven voor d(: h i1.:rbOVLllg1.;;nocmde formul'--' van Van dd' Mand.::. 
Als voorb~eld van ~en nict-afbrtk~nde ontwikkeling g~v~n wiJ nag 

2z = ~ z(n) 
L_ riT'" 
n=O 

z z Gezien do in het bovenatoande opgemerkte analogie tussen 2 1.;n e 1s 
het ni~t b~vreemdend, dat de functies analoge ontwikkelingen hebben. 

Het is gocd om nog op te merkE..:n, da t men voor N+1 kt:er d1fferen­

t1~erba re functias u st~&ds hceft 

N x(n) 1 x(n+1) (N+1) 
u ( ;: ) = ~ n'° 6 r u ( o ) + ( n •+ 1 ) !- • u ( ~) , 

n=O . 

waarbi.1 s een geschikt gekozen punt is in ht.;t kleinstc interval dat 
de re~le getall~n 0,1, .•• ,N en x bevat. (In principe kan men deze 
stelling zien a ls een ui tbri:::id 1ng van het th\.:orema van Rolle). 

Er z1jn ook ontwikkelingen, di~ u(x) uitdrukken b.v. in Su(o)= 

=(E½n_E-½n)u(o) t.d. Zo v~rkrijgt men allerle1 in de interpolatie-
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theorie bt:langrijke f'orrnuJ,:fl; (h .. hi(;r g;:nof.::mdE: g<.:t:ft de 1nterpolat1e-

formult': v1irkr1Jgt zo ook di~ v~n Gauss, Be3ael, 
EVE: t"f; t t ( . ~ . 

Tenalotte h~h~ndclLr wiJ nog ~nk~l~ probl~mun ov~~ difftirsnt1e-

c) f , w .::~ t t:: rrn t~ e met 6 ,,_g_1), 

B~schouw0n wiJ 818 vo rb~eld de v~rgelijking 

.6u + x:u ,~ n. 

K0nn~llJk k~r) rn~rI u wlll~k~ur!g vo0rsch~iJv0n 1~ 2en gebiLd 

a~x<1+1 ( 11 bcglr,voor~-J:'.li1rc:c:''), 1t1z,,irn:-1 u vocr ,d,Lc, t't:i.:h~ K ult de 

b Cl"',,.. 11• 'tr~ 1· n rl' n·,·"'t ''1 ,·,+n 1 r1 ,. h ,,l )' i" rl')J", ri ··t· ..,., -~"r•"r,d•·et•(j l•"t ,U(.1.1., l .,;~··-' .. ,At:; ~.-~ .... ;.: ,,;\ .. ,l (.J \ l. t.-,\.: ,1(;t.;.i. 0 U-: .... 1!. 1(.; e:~t ... ,.=,<:~ .,,'::;.' \.~·' ,., •'-" 

1[1atst,. ook nlet 0lfJ m1,c;n u(3)=11m u(n+t) cist voor h<:!t bt.-ginint,:·r-val. 

i,1,.,n "L'0,..,'7 i·· +· •. , •] u•~,l-- l ,~ C\()'nr,t,,• ,,1i,.; '{t'· b•,·,g.1;,,vn,~,"·'.~8l"u·l,_.,,r·1 ."')'!"\_ t<> le:·~_IZ•· .. :l·, :."'i..., .... V :i..,,l,t,..,. \,:,.1,,, \~"~- .. , Cit} :,1.. ¾,,,,i)..::) (!)\_,.::: ..... J,...1..1 '"•'' "- _: ;.1v~....,,~nCl... ~,.,.f,,,_) \;,, !:'....,(.;.;, 

zt;Jr:, di,. Wt.l tot b.v. diff't:r,,:nt:h:crbE1rc f'unctii:.:S aanle1d1:-ig kunnt·n 

guv~n. Zeals is opgLlm~rkt, ls ovlrig0ns ee~ oplossing u slechts op w­

functi~s na bepanld. 

door sch-~idlng va~ vnriAb~lcn ~en geschikte oplossing t~ vind~n. Men 

hccf't n1. 
Eu= ( •1 V ) l ., - ,), ' ,.., ' 

z:od2t b.v. U= [' (1-x) voldo(:t u1 dus ool< 

da t functit: u, w,Brln 1< -~:11h·kc..:ur1gc: 

functi~s optr~d~11, oplossing is vnn ~~n diff~r~nt1Lvcrg~11Jking van d~ 
kc: ord, .. , b.v. 

,.. I .. X ,j. w ..,3 ' ') 
~ ~ ~. ' 2~ ~ c, 

du.::; 
~ (x+~)-t w (xL~)3+2 "" ·1 1 2 ' '' , 

C::n dcrhnlvc 

I 
'.l, 

-u-2 X x-' 

Eu-2 x:+'1 (x-1-1 )3 = (). 

,...,, 2 •') x+2 (v 4 '))j .i::, u-,;.. ('i,, ~ "'- l J 

H~t zou te V8r voer~n om hl~r allerlei typen d1ff~~ent1ev~rge11J­
k1ngt:n te gaan oploss,,;n .. Wij volstaan m~t de v1:.irn1t,:lding dat van dt: 

mtest~ uit de th~or!~ der d1ff~rent1salverg~l1Jking~n b~kende typ~n 
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Voor het vinden van een particuli0re oplossing van de inhomogene 
lineaire differentievergelijking beschikt men over een procede van 

variatie van de w 's en voor sommige gevallen over operatorE.nmethoden. 

Ook voor de differentieverg~lijking 

is een al~emene oplossingstheorie gegeven. Hicrbij is geeist, dat 

an(z)=z(n)bn(z), waarbij bN(z)=1 en verder bn(z) voor n=O,1, ... .,N-1 
in zeker halfvlak convergentc faculteitenre8ksontwikkelingen hebben. 

Evenals ind~ corresponderende theorie der differentiaalvergelijkingen 

vindt men dan voor de basisoplossingen in dat halfvlak convergente 

de gedaantc: 

( n+<X) z , 

waarbij o<. samenhangt met de wortels van de zgn. indiciaalvergelijking 

N 
L a (o) cx(n) = 0. 

n=O n 

Bezitten dE:rgelijke wortels « gehele verschillen., dan treden de 
bekende complicaties op, die aanleiding geven tot basisoplossingen, 

waarin nog ~en factor optreedt, die m~t de f -functie samenhangt. 


