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1. Inleiding. In het onderdeel der technische mechanica dat men

wel met de na-m "sterkteleer' aanduidt. neemt het beginsel van

Castigliano een belangrijke plaats in; in hoofdzaak biJ de bere-

kening van statisch onbepaalde constructies.
Pas enige tientallen Jaren geleden is gebleken dat het be-
ginsel van Castigliano 1n wezen een bijzonder geval is van het

beginsel van de complementaire crnergie, dat duaal staat tegenover
n

het beginsel var het minimum der poterti&le ar . Bovendien 1s

evonden dat dit beginsel van de complementai

e energle een

1

belangrijke rol kan spelen bij het bepalen van benaderings-

oplessingen van randwaardeproblemen uit de technische mechanica,

N
5

zoals ult het volgende betocog moge blijken. In verband hiermede
a

kwam mij dit cnderwern geschikt voor om behandeld te worden in de
- voordrachtenserie "Elementaire onderwerpen vanuit hoger standpunt

belicht'.
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2. Het beginsel van het minimum der potentiéle energile.

We beschouwen een mechanisch systeem met m vrijheidsgraden. De
noodzakelijke codrdinaten geven we aan met ), (k = 1, ...m).
Verder nemen we aan dat voor elke kracht die in of op het systeem
) werkt, een potentiaal valt aan te geven. De totale potentiéle
energie noemen we
U =10 <Q15=°0°°°qm) (W)

Volgens het beginsel van de virtuele arbeid 1s het systeem
nu in evenwicht als de potentiéle energie als functie van de
codrdinaten stationnair is, m.a.w. als de eerste variatle van de

potentiéle energie

-.;r_r—l-.. DTT \
o= 1/-2:7 5q, © %k (2)

voor elke combinatie van virtuele veranderingen équ van de
aan nul. De codordinaten die bij de even-

@]

cotrdinaten %, gelijk 1
wichtsstand behoren zijn dus bepaald door de m vergelljkingen

. (k=1,....m) (3)

Voorts 1s de evenwichtsstand stabiel indien de tweede variatie
van de potenti&le enevgie, d.w.z. de functie
- m m 2.
2. 1 . < o U
SV = S - Yo . 5a, (1)
. A 20,00 K 1 \
k=1 1=1 o el
_ c - . s : .. 2. ;
waarblj in de parti&le differentiaalguoti&nten O b/bqkac;1 de
38 T
waarden van Ay die biy de evenwichtsstand behoren, moeten worden
ingevuld, voor elke combinatie van virtuele veranderingen <y
(4w

behalve degene waarbij ze alle lijk nul zijn, groter 1s dan nul.

e
We gaan nu over tot de behandelinz van continue systemen.
In beginsel kan de evenwichtasstand hier
bl systemen met een eindig aantal vrijheidsgraden
maar het feit dat we nu met oneindig veel

. ken hebben, brengt wel

ten dit toe zan de hand van ~1d ., We Dbegchouwe

e
zontale gespannen snaar ter lengte 1, die op sen elastische bed-

ding rust en waarop een constante belasting per lengte-eenheid g
. i1

18 geplaatsteﬁls w de vertikale verplaatsing van een snaarelement
dat in onvervormde toestand de lengte d x had, en S de spankracht

s
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in de snaar dan zal de lengfte van het element na de vervorming

W E ! I+
iox)? + (am? = o\t v (99% wax {1+ 2 (@7] (5)

bedragen, zodat, als we aannemen dat de snaar zo sla% js dat de
hel” eamenl®

spankracht bij de vervorming niet verandert, de in de—snasr opge-

hoopte arbeid bij de vervorming vermeerderd wordt met het bedrag

1 dw, 2
= S(g)”

De potentié€le energie van de snaar en de bedding is derhalve gelijk

aan a
_ . dw, 2 2
v, =3 é {s(a@ + ko }dx ﬁ (6)

als k de beddingsconstante is, en als we aannemen dat de snaar
zich uitstrekt tussen de punten x = -a en x = a, terwlijl voor de

belasting de potentiaal

Uglz -0l j wod x (7)

is aan te wijzen. In totaal is dus de potentiéle energie van het

systeem gelijk aan

1 ,dw\2 1. 2 1
U = :£ { 5 D<a§) tskw -g w} d x . (8)

Voorts geldt dat de verplaatsing in de ophangpunten gelijk is aan

nul, zodat
Ww =0 voor X = + a . (9)

Wij gaan nu w met het bedrag Jw variéren, waarbij zowel w als

1%

dw van de onafhankelijk variabele x afhangen. We vinden dan

JU = f (3 %gﬁdgg +kw Jw - qgdw)dx (102)
- e
I S G PO 2
5= 2 j{o((cg;;) k(g w)® fox, (10b)
-4

o g =) K- 27 - - . 4
We zien al direct dat J U groter dan nul is als J w en/cf Qéfw/ox
voor minstens €én waarde van x van nul verschilt, zodat het even-
wicht in elk geval stabiel zal zijn. De uitdrukking (10a) kunnen we

door een parti&le integratie en door gebruik te maken van de rand-

voorwaarde (9) voor w herleiden tot




JU = ‘/ (-3 ° g L kw - o)dwdox . (11)

Indien nu het systecem in evenwicht is, zal voor &lk verloop van

Jw als functie van x ¢ U = 0 moeten zijn. Dit is indien we aan-

n
nemen dat de verplaatsing w en haar eerste en tweede afgeleilden
in het interval -2 £ x4 a2 continue functles van x zijn, alleen

mogelijk als de uitdrukking ftussen haakJes gelijk is aan nul, en

we vinden zodoende dat w bepaald is door de differentiaalverge-

1ijking -

- a7 w
S8 L w-ag=0, (12)
> )
adx

terwijl de bijbehorende randvoorwaarden (9) reeds waren opge-
schreven. Zulk een differentiaalvergelijking die met behulp van
een variatieproces voortvloeit uit de voorwaarde dat een bepaalde
integraal van een functie van de afhankeliljk varlabele en van een
of meerdere afgeleiden ervan stationnair is, heet differentiaal-
vergell jking van Buler, Het behoeft geen betoog dat zo'n differen-
tlaalvergeli jking ook rechistrecks ult het evenwicht van een ele-

mentair deeltje vean het systeem 1z af te leiden. Men vindt zonder

moeite dat de oplossing van hegﬂprgbleem luidt

2

. a ;. ch x / = -
L R ~~—“~ww;) . ('J)

3

Wij staan noz even stil bij de randvoorwaarden (9). Deze hiel-
den verband met de geometrische eigenschappen van het systeem, met
de z.g. verbindingen. Dergelijke voorwaarden noemt men geometrische
(ook wel: kinemstische) voorwsarden; in het Duits spreekt men van
"Zwangsbedingungen' '
conditions’,

proces volgen,

“ e /A
1ijking (12)
jke voorwaarden; Dults: "

) = PRI N £ T S I I ool e . B
. liche Konditionen'; Engels: "additional’ of "'natural conditions’ .

Dergelijke voorwaarden kunnen randvoorwaaraden zljn, maar 00K voor-
. waarden als degene die docor de king van Duler
worden vastgelegd,

S
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3. De transformatie van Friedrichs. Friedrichs ) heeft nu laten

zien dat het mogelijk 18 naast elk variatieprobleem als het in
het vorige nummer besprokene een tweede probleem te formuleren,
dat ten opzichte van het eerste complementair is. Deze transfor-
matie berust erop dat men de afgeleide van de afhankelijk varia-
tele als een tweede afhankelljk varilabele beschouwt.

Dit kan geschieden door voor dw/dx b.v. w' te schrijven en
dan w' als een nieuwe afhankelijk variabele aan te zien. Bij
mechanische problemen is het echter in het algemeen mogelijk een
mechanische grootheld aan te wijzen die evenredig met zulk een
afgeleide is, In het onderhavige geval kan men daares de "dwars-
kracht" D, d,ieevevtikale component van de snaarkracht S die in
een bepaalde doorsnede door het ene snaargedeelte op het andere
uitgeoefend werdt, nemen; 1lmmers 1is overeenkomstig figuur -

D= -3, (1)
ax

De voorwaarde (1) 1s als een dynamische voorwaarde te be-
schouwen, Vervangen we echter in (2,8) dw/dx door ~D/S, dan moe-
ten we bedenken dat we U alleen dan als functle van de belde
variabelen w en D kunnen beschouwen als steeds aan de voorwaarde
(1) voldaan blijft. In verband daarmede moeten we nu (1) als een
geometrische voorwaarde gaan opvatten, zodat de variliaties van w
en van D niet meer volkomen willekeurig zijn. De variatierekening
leert nu dat men deze variaties als volkomen willekeurig mag

blijver beschouwen, indien men U (2,8) zanvult met een bedrag

2 dw D
A(Eg + TS_-) dx (2)
Za

waarblj A een z.g. onbepaalde vermenigvuldiger van Lagrange is,

0 5y e

beschouwd moet worden., Ook op A

die eveneens als een functie van x
moet het variatieproces betrokken worden.
WiJ schrijven zodoende
4 T o~ duye 1 2 dw D
T oot — .~ -——-——\l . : L e ] i o— ] D Un = 4 e
v / {2 D\di> TR R b +X?§}OA : (3)
-2
.
Vervangt men in de eerste term dw/dx door -D/S, en werkt men de

1) K. Friedrichs. Ein Verfahren der Varilationsrechnung, Nachrichten
der Ges.d.Wiss. zu Gottingen (1929), S.13-20.
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vierde term door middel van een partié€le integratie uit, onder

Toepassing vanr de geometrische randvoorwaarden (2,9), dan komt er

9]
+ o= kuT - g W o~ W o +h Z)dx, (4)

. - g
U(w,D; & -5

S
i\)l o

_3§ deze uitdrukking zijn de variaties Jw, JD en JA aan geen
enkele beperkende voorwaarde meer gebonden.
Het variatieproces levert nu

a ; -
- [ da ! v DFA o dda IS /
SU = Ja ’L(““ a% + kW - q) QoW+ ""5,—" gD - w ok -S—, <)7‘;}d1\,° \5)

Uit het feit dat JD willekeurig is, volgt nu

A= - L 3 <6a)
terwijl het feit dat Jw willekeurig is, daarna de voorwaarde
d D
5 +kw - a = 6o
— q =0 (6b)

cplevert. Nu kunnen echter 2(6a) en w(6b) in U (4) worden inge-
vuld, en het resultaat hiervan luidt:

a » _C = = 9
< | z > b 5
Za

zodoende 1is het ons gelukt om de variabele w volle te elimi-
neren, en we vinden dat U slechts een functie is van de ere afhan-
kelijk variabele D. Wij kunnen nu op U (7) ons variatieproces

toepassen, wsarblj in ons geval de nieuwe variabele D a2an geen
enkele geometrische voorwaarde is gebonden, (Meestal is ook bij
het duale probleem de afhankelijk variabele aan geometrische

voorwaarden gebonden.) Derhalve is het resultaat

od v
a o o
‘S‘T‘ /i d : : — - it «\i B [ Q
ey = (]—f— ) E‘-> C‘}’_/ a x - - Q)CI ; B \\J)
-2 7 ogx- e -a
Uit de willekeurigheid van J 2 in het gebiled -a 2 xga volgt de
lifferentizalvergelijking
a D k D -
& —y = T = J 5 <9>
ax ~

en ult de willekeurigheid van &D voor ¥ = + a vloeien de randvoor-

waarden




do
- voort. De differentiaalvergelijking (9) en de randvoorwazrden (10)

vormen beide dynamische voorwaarden voor het complementalre pro-
bleem.
Uit (7) volgt

.2

o = -

)2 vy 2
&1%1_ b2 (222 } dx . (11)

ol
L\\
P—

Hieruit zien we dat als D aan de voorwaarden(9) en (10) voldoet,
en het systeem dug in evenwicht is, U een maximum vertoont. Nu
werkt men bij dergelijke complementailre problemen vaak met de z.g.

"eemplementaire energie’

g¥_ 2 S 219D . )”Z dx (12)
"z J 1T T lEw ja )

in plaats van met de potenti&le energie U, en deze complementaire
energle zal bij een evenwichtsstand van het systeem een minimum

vertonen, Dit beginsel van het minimum der complementalre energle

staat dus duaal tegenover het beginsel van hef minimum der poten-
ti€le energile. De uitdrukking voor de erergie 15, zoals vriljwel

steeds in dergelijke gevallen, zonder het transformatieproces ult
te voeren ook rechtstreeks op te schrijven. Voorts blijken de geo-

metrische randvoor rden (2,9) voor w te corresponderen met de

dynamische randvoorwaarden (10) voor D.

P

0 ccmplementalrc energie schijnt het eerst te zign

~

Het begri

AN

toegepast door Lngesser ) in 1889. Alleen bij lineaire problemen

Q

zoals het onderhavige geldt
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wordt, behalve door he e g
- het erne probleem corresponderen met de dynamische voorwaarden van
het andere probleem en omgekeerd, ook onderstreept door het felt

dat dcer een overeenkomstige transformatie het oorspronkelijke pro-

bleem uit het complementaire is terug te vinden. Daartoe behoeven
N P - .
we in U~ (12) overeenkomstig (6b) slechts dD/dx door w te vervangen:

1) F. Engesser, Ueber statisch unbestimmten Triger bel beliebigem
Formdnderungs-Gesetze und tber den Satz von der kleinsten Er-
gidnzungsarbeit, Z.Arch.-u. Ing.-Ver. Hannover, 35 (1889), S.773-

7k
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U

3 (D= 1,2 a
17 — :___ —_ T . — - kw - X
U = | % st o5k 4/“(dx t o kw q)} dx . (14)

oy

+u I

uit de willekeurigheid van Jd2 en Jw vindt men
A =W (/]6)

en komen de geometrische voorwaarden van het oorspronkelijke pro-

il

bleem

- - dw - .
D=-83¢x, w=0 voor X = + a (17)

thans als natuurlijke voorwaarden van het complementaire probleem

te voorschijn.

'

4, Het beginsel van Castigliano. Eerste toepassing. Intussen zijn

voor de theoretisch werkzame technicus de in het vorige nummer ult-
eengezette problemen niet alleen interessant vanwege hun fraaie
wiskundige vorm, maar vooral ock vanwege hun belangrijke toepas-
singsmogeli jkheden bij berekeningen van mechanische constructiles.
Dergelijke constructies zijn vaak z.g. statisch onbenaald,

d.,w.z.: er treden krachten in op Jdie niet alleen met behulp van

venwichtsoverwegingen bepaald kunnen worden., Een eenvoudig voor-
beeld ervan is in Tlguur 2 weergegeven. In dergelijke gevallen
blijkt, zoals we zullen zien, het kbeginsel van het minimum der

complementaire ene:

e
het minimum der potentiéle

encrgie aan te nemen, en het 1s der-
halve dan vaak van groot voordeel van het eerstgenoemde beginsel
uit te gaan. We merken hierbiy nog op dat voor dergelijke construc-
P

Ties Castigliano ) reeds in 1879 het beginsel heeft aangegeven,
en 1n de sterkteleer staat het dearom algemeen bekend als "het be-
ginsel van Castigliano".

Ter Tiguur 2@%@ een aan de linkerzijac cklemde balk gete-

- Ik g Skt ~ ~ = >

kend, die zan de rechterzijde scharnierend opgelegd ¢n alcdaar

1) L. Castiglianoc, Thécrie de 1l'équilibre d
ations, Turin et Paris (187

5 systéemes élastigues
)
), 480 pp. 15 pl.

O ®

et scs applic:
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is belast door een moment Myo Is 1 de lengte van de balk, dan be-

draagt de inwendige potentiliéle enecrgile
1

A
. | d w |
Uy == ] M= dx, (1a)
0 dx“
terwijl de ultwendige potenti&le energie gelljk is aan
U = -M . (1)
°

zodat de tofale potentiéle encrgile

P
N
~—

dx

bedraagt. Is nu LI de (constant gedachte) buigstijfheid, dan luidt
het verband tussen de vertikale verplaatsing w en het bulgend mo-

ment M dgw
M=FET »~é . (3)
adx

5

In tegenstelling met hetgeen we tot nu toe zagen treedt thans
in de uitdrukking voor de potentié&le energie een tweede argeleilde
van de afhankelijk varlabele op. Dit brengt echter geen essentiéle
moellijkheden met zich mede, en men kan gemalkkelijk het vraagstuk
voor de doorbuiging w en het complementaire vraagstuk voor het buil-
gend moment M lormuleren. Het recsultaat geven we 1in een vorm weer

dle het duale karakter van beide vraagstukken duldelijk naar voren

breng
Oorspronkelljk probleem Complementalre probleem
potenti&le energle complementaire energie
2 ]
1 e 0 w2 \ 3 1 -2
T~ L 1 -~ N ] T = Ay 1
U= E‘ Bl Jl’ (1- Zs) CEOC 1Y <"l"z1) U = 'F"E"‘ d( D'[ ax ( f‘D)
@] ax 0]
geometrische voorwaarden natuurlijke voorwaarden
w = 0O voor ¥ = 0 en x = 11 ontbreken
=
C}‘f@’ (‘) s - ](/)
—— = 0 voor x = O |
dx J
natuurlijke voorwaarden geometrische voorwaarden
34 e
a w , aTy N
. By = O (éa) —_— = O <6b)
}}x d[’“
My
= = voor x ] (7a) ] (
oAl = ] 7a M = 1, voor x = 1 (7b)

R

o




Het oplossen van het oorspronkelljke probleem verelst een
integratie van de differentiaalvergelijking van de vierde orde
B icconstanten met behulp van

(6a) voor w, waarbij de vier integra

€
de vier randvo bepaald moeten worden,

or >
‘en behoeft men bi] het complementaire probleem

iaalvergelijking van de tweede orde (6b) op

S
sen. Ken van de belde integratieconstanten vindt men dan

uit de randvoorwaarde (7b). De dan verkregen uitdrukking voor M

substitueert m=er in (4b) voor de complementaire

energle. Deze wordt van deze integratileconstante,

egr
dus van één enkele >t variatieprobleem reduceert
zich zodoende tTot een gewoon minimumprobleem,

Meestal richt men het zo in dat de overblijvende integratie-
constante een bepaalde mechanische betekenis heeft. Zo is de uit-
drukking voor M, die asan (€b) en (7b) voldoet en teveng voor x = O

@]

gelljk wordt zan het inklemmoment M

)
A
S
3
—
i
N
>N
—
N
2
—
(@8]
——r

Invullen hiervan in (4

—
\O
~

Nu neemt U

(10)

en dit levert dz waarde

- b
Ay = o /‘H’)
voor M_. Zulk een grootheld als &o noemt men een stetisch onk3paal-
C )
de,
Men kan natuurlijk als statisch onbepaalde grootheid ook een
andere kracht of een arnder moment kiezern, b.v. de legkracht in

Het begainsel ven Castigliano heeft steeds voordelen boven het

beginsel van het minimum van de potenti&le energie als de uitdruk-
king voor de conplementaire cnergie geen afgeleiden van de afhanke-

e
jk variabelen bevat., In zulke gevallen is het varlatieprobleem
t

ot een gewoon minimum pWQHW em terug te brengen. In het
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statisch onbepasalde

=ty

1leconstante o

at
over, Bij ingewikkelder proLlemcn zign er meestal een aantal sta-

liano, c¢c.g. dat van

nog een andere,

volgt kunnen

pecschrijven,

Voor het merendeel der randwaardeproblemen op het gebied van
n

de ela ng aangegeven worden,
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0
en men 15 aangecwezen op benaderingsmethoden. Een zeer bruikbare
er

dat men in de uiltdruk-

37
O
fand
jom
t

methode 1g dile van Ritz, die er on ne

]

king voor U voor de verplaatsingen een (door-
ol -l

ISte

ecn aantal functies van de onafhan-
kelijk variabele(n) e¢n een aantal varameters substitueert. Deze

J

functies mocten ledocr op zichzell aan de geometrische voorwaarden

varn het

't men nu met lineaire problemen te

o\ A
o

maken, hetgeen bl Llijks randwaardeproblemen zeer vaak het ge-
val 1s, dan zal de potentliéle encrgie de integraal van een gquadra-

zal deze energle een

differentiaalverge.-

-

tevens aan de natuurligke ndvoorwaarder

ng van het

gevon-
ener-

en dus

linealre problemen het te-

gengestelde van de ire ener-

gie neemt cen mini

o
=
'j
.:'
=

saan als de afhankelijk varlabele(n) gelijk
e

n. Construeert

is (zijn) @an de waarden die bij het evenwicht behor




men nu ecen benaderingsoplossing

berekent me

mentalre encrgle, en

van deze energie, dan weet men d

voorstelt voor de werkelljke waa

Het tegengestelde van deze benad

bencdengrens voor

7Zodoende 13 men nu 1n staat

gie,
tussen welke de werkelljke waard
liggen.

toe

We lichten e.e.a.

handelde voorbeeld. Daartoe bepa

sing voor het oorspronkelijke probleem, en we

w=c(a® -
Dit is ecn benaderingsoplossing

aan het

door ult te gaan van de comple-

n daarvocr de bijbehorende waarde
at deze waarde cen bovengrens

rde van de complementaire energle.

cringswaarde stelt derhalve een

van de werkeliljke waarde van de potentié€le ener-

om twee grenzen aan te geven

e van de potentigle energie moet

reeds in de nummers 2 en 3 be-
len we eerst een benaderingsoplos-
stellen

o

) I (1)
die aan de geometrische randvoor-

=)
<

s}
(7

waarder constante

(2.9) voldoet. D

laten variéren., Substitutie van (1)

is een parameter die we nu

in de uitdrukking (2,8) voor

de potentiéle energic on ultvoering van de integratie levert na
enig gereken

L ) ~ ) 1)
T . el [t [as
U==a’ {(S + S ka®) ¢© - agcl (2)
3 L 5 S
De beste oplossing zal nu verkrcgen worden als
. ol . o
JU = == dc b
oC (3)
geligk nul wordt voor elke wxllckeurige waarde van Jco, Zodoende
is ¢ bepaald dcor ce v
U 4 397, 2,2 .
55 = 7 @ yels & e ) ¢ - a = O, ()
~ - L -
zodat ~
~ ~ =
R A (5)
DT E:‘ kc’
T oot A - 5 T oy £ S, - P 3 - <
Invulling hiervan in (1) levert de gezochte bunaderingsoplossing.
De bijbehorende waarde van deé potentiéle sznergie is zgeligk aan
[ >
& C‘l;l S (\{—:}
U N 2 5
U = G = S
ben, = "0V 5~ (5)
KT o9+ = &
)
—
waarbij ter afkorting
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a

(Valhy

gesteld 1s,

Vervolgens gaan we ult van de complementaire energi
en we substitueren hierin, gebruikmakende van het feit d
geen enkele geometrische voorwaarde is gebonden,
D=cx .
e
Dit levert
N #2_3 # 2
- a a(c”-q)
U = == + :
23S £
Op analoge wijze als hierboven bepalen we nu ¢ met behu

voorwaarde

(7)

e (3,12),
at

b
i

aan

1p van de

%.
17
: -0, (10)
- $de
Do
en vinden
% g
= L (11)
a 'k
/} + =E
PIs)
Aldus 1s met (8) een benaderingsoplossing voor de kracht D gevon-
den
De biljbehorende waarde van de complementaire energie is nu
v & /—'.(t:*f V:;
U c"\ _)N o4 ) !
ben /_j N (12)
1/1_ _).(w". !
Vergelijkingen we nu de ultdrukkingen (6) en (12), dar zien
we dat inderdaad steeds geldt
. > LR foa~
T - Uw { p
ben. ben. (13)
Voor kleine waarden van o« is het verschil tussen de beide be-
] . . . L
naderingen nihil; voor grote waarden is U 20% groter dan U .
- ben. ben.
In het onderhavige geval kan men ook de exacte onlassing aan-
geven, Neemt men voor w de exacte waarden dan kan U (2,8) door var-
. .. . . L en(2-12) - )
tigle integratie met behulp van (259) nerleld worden tot
1 e
- ) U=-5a | wdx , (1)
-8
en men vindt dcoor substitutie van w (2943)
2/ =
U = g~V = - 1]
Uy = =0 kg\m th & ), (15)

o

s ——"
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Voor kleine waarden van o 1is

2
5
o (1 %a Fo00),0S (16)
1
3

|
O
|

-
T I 2 /’:-S /l ’ h
Uex . = -9 Vizyu(q - /),
2\ g 5
U = e § o ——— D( o 9
ben . a \\, k3 7 (/l ;o?) > (’I?)
¥ 2 g , 3
U = —_ X (1 - .
ben. 17 3 \ ;?>
O
a a
<& 2
-~ |
e ‘ |
\l G X A
’;/ \\‘\\ - v
I R //
A \\ i -
\..\\‘\\ ‘ - Pt [l
o — | I
——
¥ Ey 2w
D= g 2¥ ) ox
I8
v/
z

Fig.1. De kracht die het rechter gedeelte van de snaar op het

linker gedeelte uitoefent.

N

Fig.2. Een statisch onbepaald vraagstuk.
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In beide gevallen geldt inderdaad

'
v

A ¥
Uben, - Uex, “Upen, (18)

Vaak wordt bij dergelijke problemen gevraagd cen bepaalde
constante te berekenen, in de formule waarvoor de uitdrukking
voor de potentliéle energle 1lngevoerd kan worden. Z0 kan men 1in
het onderhavige geval vragen nasr de gemiddelde stijfheid van
de snaar, gcdefinieerd door het quotient van de kracht 2 ga die
op de snaar werkt en de gemicdclde zakking

q a
L wdx (19)

2a  J

Deze stijfheld i1s dan gelijk aan

no

/ WAX
Jrs

n
Cl

en met (14) kan men hiervoor schrijven

o 2
~ -G a
v = —-_‘—U- B (2/1)

In verband met het voorgaande kan men nu zowel een boven- als een

benedengrens voor de stijfheid afleiden:

2 2
a2 ¢ ~& 0348 -
55— =0 = = . (22)
1 e
ben, ben,

6. De algemene vorm van het beginsel van Castigliano. Volledig-
ukkingen aan voor de

heildshalve geven we nu nog de 2lgemene ultdr
r

ran een drie-

02
]__J
™
—

potentiéle energie en de complementaire ene
1i

dimensioneel elastisch chaam, zonder daarbij uvitvoerig op de-
talls in te gaan. Daarbi] nemen we aan dat het lichaam in de
rusttoestand het gebied V van de (x,y,z) ruimte innecemt., Uit deze

rusttqestand wordt het lichzam door cen krachtenstelsel in een
nieuwe evenwichtstoestand gebracht, waarbij elk punt (x,y,z) een

verplaatsing met de componenten u,v en w ondergaat. Tengevolge

hiervan ontstaan de elastische rekken




N
/ g . g
Cqq = Uy Cip T D <uyTvx)’ “93 772 (u +Wx)5
. g 1
Yo T o (Vx+uy)5 Cop = Yy €3 = 7 (VZ+Wy>5 (1)
1 I
631 = 5} (W +uz)9 632 = = (W +VZ)3 633 = W_;
en de spanningen % (L =1,...3; § =1,...3), die met de rekken
samenhangen volgens de wet van Hooke:
D N .
Si" = —_— ei' + v £ e voor 1 = J
oo v M (ev)(1-2v) j “
(i=1,...3;
; (2)
E ] J:qgeGOB)
_ - S
By5 = P voor i # J )

waarbij E de elasticiteitsmeduluS van het matcriaal voorstelt, en
V de dwarscontractlccocfficient 1is, terwijl e gedefinieerd 1s door

e . (3)

e = € + ef)ﬁ, o
[y D

11

Verder nemen we aan dat in het lichaam volumenkrachten aangriljpen,

waarvan de grootte per volumencenheid door de componenten qu Fg,

FB aangegeven kan worden; en veronderstellen we dat in elk punt

(x,y,z) van de rand een kracht aangrijpt, waarvan de grootte per

cenheid van oppervlak de componenten D4oPpsPy bezit. Ook nemen we
= -

aan dat op het gedeclte A

4 van de rand de oppervlaktekrachten
he . - o
pqﬁpp,p3 en op eexn andere gedeelte f., de verplaatsingen zijn voor-

geschreven.
De potentitle cnergle kan nu opgevat worden als een functie
van de verplaatsingen:

oLon]- 200 5
v 1=

)

;Z €5 5 SiJ) dx dy dz +
J=1 (%a)

inl ™ 1 YA A - 1 - Lo g :
“‘fif (ﬁqu + Fov o+ F3W>dA dy dz «“ﬁ[ (pﬂu PV o+ DBW) d A,

A
d .
waarbij de spanning S;J volgens (2) in de rekken eﬁjﬁ en daarna de

+
rekken eij volgens (1) in de verplaatsingen zijn uit te drukken.
Varieert men nu de verplaatsingen u,v,w met bedragen Ju, dv, oW,

waarblj met de geometrische randvoorwaerden

Uu=1u, V=V, w=1w opA (5)

~
o
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rekening dient Te worden gehouden; dan leidt ook nu de voorwaarde
Jd U = 0 tot de natuurlijke voorwaarden van het vraagstuk. Dat zijn

in dit geval de evenwichtsvergelijkingen voor een punt in het

lichaam:
28 23 RSN A
i + E + 2 + Fq = 0,
DX 2y Dz
28 28, 28,4
12 L 22 N )= - R = Oj s (6)
2% PAY D7 “
Y 954, 28
53,2y 33 18, =0,
oX oy &7 3

en de evenwichtsvergelijkingen voor een op de rand gelegen punt

S X A= + 3 Z -0 = 0 P
Saq Fp T B2q Yy 31 “n i o
Sap EFp FSpp Yy * 830 %y - Py = 05 (7)
g X 4+ 844 § + S, Z - = 0.
13 “n Soq Iy 33 “n Pg -

T

Voorts blijkt de tweede variatie van U nooit negatief

4

te kunnen
worder., zodat de potenti€le encrgie ook nu weer een minimum aan-
ncemt als de verplaatsingen niet alleen aan de geometrische, maar
ook aan de natuurlijke voorwaarden voldoen,

Daarnaast kan men de potenti&le energie opvatten als een
functie van de spanningen, en ook hier zal men dan het doelma

uitgaan van de complementalre energile:

SIG 3 e . [ — — —
= 3~j]f (s > e,. 85,.)dx dy dz j] (.0 + DAV + P W)d A
[ E . 1] 1 1 b)
y =71 J=1 " -
2

Hierkbij moet men volgens (2) de rekken €y €N vaigcf: (7) de

randbelastingen 545 O,, D, belde in de spanningen I tdrukken,
22y ,
Varieert men nu dé spanningen 855 met bedragen J s ;s €D houdt men
’\—J <

daarbij met de evenwichtsvoorwaarden (6) rekening, dan leidt de
voorwaard JU = O tot de z.g. compatibiliteitsvergeli k cingen,




2 aF QF aF OF
11 ’Hﬁ/ay§ DX T-y Yax 2y oz
i PR o T, . (an . 2T, . DFB) o b (82)
v o0 T Ty ay; ! ay Y T X a2y a7z ’
2 oF agr o Qb
¥ /I EEEE IS —3 v / : 2 j =
§S33*Wa‘z‘§+daz+4»»/<a,c 55 F 5l = 0
~ 2. BT, OF, A
Vs b 25 1,2 g
(= T4V 2K DY 2V X
2 oF OF .
2 T 9 s N 2 . S 8p
v E23 +'“)’ay 5, 9z 0y © ’ (8b)
o 4 aas OEB i>I~,I
S + e + + = O,
/231 T+ v 3z Dx dx D7z
met ~ -y )
2 D 2° 0" .
T = S s s S = 8 + s + 8., . (9)
. ax? 3y 522 11 22 33

De uitdrukking (4b) voor de complementsire energie kan uit
« de uitdrukking (La) voor de potentié&le energie worden afgeleid
door in (4a) de verplaatsingen door de spanningen te vervangen en
daarbij met behulp van de methode van de onbepaalde vermenigvul-
digers bij het variatieproces rekening te houden met de natuur-
lijke voorwaarden (6) en (7). Op overeenkomstige wijze kan de uit-
drukking voor de potentidle energle uit die voor de complemen-

taire encrgie worden afgeleid.
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