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Oolf. gobrui~en we nog d:at ieder s;eta.1 n op l G 0- ( 2n+1) reep" 
256, a~ (lJ (n+1, mnniere.n voore;matala k.nc1 wordE-ll door de aom van vier 
r~sp., aeht driehoeke~etallen ft"': j"'\h .. t.lj ~ • Hierin atelt<:Tj: (n) 
d,a som van d.·~ kd.e ..,,aohtan va.n elle poo1 t:ieve dclere van n voor,cr(n} = 
~~ c;.,· (:n),. en i.e d<;; h.c<1g"r'.:: f:' ma.cht t"an twtH:', d ln n+1 opgaat (F'or-

r,1:1le,van t•Jgendr;'l'). we 
Enkele ~igo:mche.ppe:i ~,rant: (n} ~unn9n ir.r;•t 1:thulp van bovenetaande 

. 1.dentitei·ten oe11ijr.en .. 

:n ~.fl..B!·:?!W. D.~)..~~--:~.~~1.3f§:>:·tr~~~-]): Er~mbah, ¥bowla, Gupta [5 .. l, 
We sun ·u.it van {1-x)':;. (1 ... x:·):1 (r::iod 8), d.w,.z. (1-xf • (1-x'-f + BJ, 
waar1n J 

: Berdy .: 3] :) ... -
L 

( 

Nu ia due 
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, mod B), 
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'Ala we invoeren CH.) 8~ = t t tj f-) kunnen we de leatete tonmue ook 
sohri~ven als ... 't ~\ . /'.rl- .-:~ J~+~/J.~ 
. Ct." J ~} ·-~·,-·-
Nu doet $icb a.ls ';ran zelf het probtem voo,:-:: :ls de ttoek 0;-steede r~eel? 
d .. w.,z .. geldt voor alle p de.t li-(~)J~~~ i. ? 

J>l.t vermoeden van R.amenujan ie nog ateeda onbewezen, het bli~kt Vl"ij 
diep te liggon. liet beete wat in dege ;riehting bekend ie, ie dai; 

t(,• = O{ 1'\. ~) · , RankinjJ ~ i we komen bier direct op ·teruso 

· • "'? -1.--4• \ ! \f«. 
Uit d~ betrek.k1.ng A ( ~:'t"•~ y:f~"t·HlJ t.1'" vol.gt dat bet gedrag 
van A(' ..... }1n net punt 1" • 1V~ m~t gehele rationale p e.n q na~w aamen hanat 
me·t bet. gadraa :tn het punt T • o. Tekenen we de f'undamentaa.lgebieden voo~ 
de groep van de•modulair~ subetituties dan komen spitse p=~~Jq/.~ 

• ,ab1eden in de rationale pun.ten uit., l!1en mod.u.laire vorm.. · -.y 
fr~, ..... _ :. . gelijk is aan pu~ .beet een "spitzenform'',. De theorie van 
.deze "epitzentormenn is van groot bela..ttg in de theorie va,n de modula1re 
vormen. PJ,t,. ~.l.J..1!t:t. P.!:!i ... !'!"4:$:;L~. a~~lliyen1, q,i~ .. _we pi~. ~1:• vq,p:rbg1'J.U!l 
9..9..~' (Hecke [4,5)) 

Door van een module.ire vorm. van ~ven di.Jneneie -keen met een·geaehikt 
gekozen oo~stante vermenigvu.ldigde Eisensteinreeks af fe t~ekken ont­
ete.at een "Spitzenformn~ 
"\ E~ _ i.e_ ~, ~en l_iaeueteitll't=t~fe van eve: d tmenaie ..,1£ ( -2, 

f..:rJ:5, -.L (,'I\T1·""} ~ ..t ... •teii;_ L ... Q'! t-.\·x 
,._\,""' . Ill, r-" , -.;-1 t"J 

... I ) ) • ~1 t~ -~ ~k~ a ;:f k; l {3k ~..,1 T'(k 

te weten 

Voo1~ k {,; 2 e.n oneven k ztjn er geen mod\l,ls,.i1·e vo:m.e.Ji \van dimeneie •ko 
·vc,or ka 2 (mod 12) k; 14 zi.jn e:r. .. px•e.oi~s/ ~.J linea.i.:r on.e.tbenk.eli~k.e 
modu.l~ir!) yor11Wn VM dimen!ie -•lt, voor k,f' 2 {mi.'.'d l2) en k, 4 ziJn er pre-
oiee t ~ I +I • (Feldmann L·1] ) . . 

* . 
Uit deze atellingen leiden we direct af, date~ geen nsp1tzentormenw 

van even dimensie -k> -12 beBta.an. Dan is immers iedere module.ire vorm 
op· een ta.otor na. a;el1jk aan d~ Eiaenateinreeke, die geen ttepitzellfol."'m'~ ia. 
Voor le ., 12 1a er ~Jn "ep1tzenforlll" .. Deze hebben we al on·tm.of,rt, t.let ie de 
fUPotie Afr) O De getallent ... /~ijn dus de coeffj,oiente.n van de fllapiti&e.n .... 

toi--m~ met d1mene1e -12. .. , 

Er 1e s;een "sp1tzentorm" van dimenaie ;...14, e,:- ia er wel weer ven van 
. gimtu1eie -i6, etc. Voor dimensie -24 beetaan twee "ap1tz$nf'ormen• 

1f t1f ~ t,t~:.~'lfl'\ L (!It I ln,tn,-, 
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Ben ovet>zioht over de reoeute litere.tuur over partitiee •1.nden we bij 
nooaterma.n {2], h1ar 1:rtaan ook eongruentierela.tiae voor de p(n), zoe.ls 

• se voor bet ee1--at door Ramanu.jan genoemd ~ijn, ve:rnieldo 

Ala.~~ .. q_~\ ¥f..~:JA s!L ~~ ~ ~l~E.S!!L vpp ~~~oker:,fP.!'M~.[il 
over :modu.le.ire vormen van :posit dimensie~ enkele al&emeue 
voo:rwaarden, ala regu.lstri•teit van de vo:rm., wordt een oonvaX"gente reek.a 
gevonden voo:r de ooef'fi0ienten van de Four.ier ontwikltelirJg n.u.r.7:' 
( l'.Al.U-ent ontwikkeling naar x).. Deze reek.a hee:ft term.en, d~e opgebouwd 

zijn u.it · D.ooatennansommen en Beaeel:funo•tiea r~ 'ti 
!{en:~ls~~-~.~J!, C?J;~!.:....m9.9.1¼..l!~!"~~.!R .. ~i .. d~~psie~.2.L 

Eigenlijk ~ouden we pas ;Lets over mogen ellen a.la we de modu.-
laire vomen ve..n negatieve dimensie beaproken had.den~ D~ vormen van 
d1me~aiet\z1Jn n.li ~owel met methoden, die oorspronkelijk bedoeld waren 
voor positieve dimensie, ale zulke voor negatieve dimensie, behandeld. 

VQor de coeffioienten~ vs.n de .e.baolute module.ire invariant (modu"" 
lsire vom van dimens1e nul) i 

4 • [1+2+01:..~£~~~ .. _: -~ttlT +- ~ 
X l r~ >f'~yw ~ 

gel4t de volge:ode conversente reekaontwi~eling, voor n ;,·t', 

~# :.l?t' f_ Ak I{'~·~)) 
~- I k 

l aom 
k) 

·~ ?'ti' 
.Pete~son vanaf de modul~ire vormen van negatieve dimensie, 

H. BMem erL 51ll vana:f de tbeorie Va.ta Radem.aoker-ZuokermanL 9] over 
over vorm.en m@t poa1tieve dimeneia& 

tijd t dat we ol'lS oox•~pronkelijke onderw~rp terug kere.n, 
de - ..... ~.~"" vomein van ~~~~:~ dime:naie* .Nu zijn de Fourier 
ooeftio in ontwiklteli.ng naa.l" .t..f?u--c-aohattingen van <le grottie 

, . . 

ante bekend,.. We.lopen even.de geso.hiedenia doo;r: In 1927 beweea Heoke 

[1] de get1ll~n 4 voo:r ;:f. modu.le.ire vorm van d.imen.si. ·e. ... ... k de 
.geda,a.nte cl\\~~ rl.Sb\)-f0{itt ) (k)!1) hebbe:n .. Hierin ie S(n) de 

so:11 V~ 1ingulierQ reeks b;Qhorende bij de beisohouwde module.ire vomo 
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y t rd.er eoi onze b& t l • 

lleoke [1J b4r!M8 1a 1927 d&t voor "epit&enfO:l".'198D" C.-• "- >• 
-nooatel'IIU!Ul L 1J benee in 1927 dat C.,a [)/i-1.*k --~ -t-'-) · 
U1t bet nl"lt va,i Davenport [ 1) en Sa.lie [ 1j, bei4e om:ttaukel13k ftD 

elkaar 1n 1933, volgt ~"' • O{ ~ i~ - t 1-.&.J i k ... Q 
teaelotte bewees Rankin [ 1] ill 1939 dat C~ 'ft! tJ/ IA ~} 

Wat betuent dit voor de getallen t(~? Ye willen ••rat bffl elea.ntatr 
4e zeer ruwe eobatting 't/"'J•0/11.1) afleiden. '0'1-t 4• clefia1t1e ffllt/•J 
vol.gt: z T'{•)J;.•, ~ f 4-t-1)"'/ct'l\ ti) i j,f,t•J )' . 
4\111 . T{~eZ,£-«f"•'t""~•--.. t"-a {-,"',+!Jl'-1'.rr 1)- ..... ··/2'1.a.+tJ 
we&ri.n 4e 11<& uitgeetrekt m.oet word.en over alle oploulngttn 

t"'•/"-,1'') 4--- - ··~·ii. "-al1n9-+t) !'It N-J of te nl 

/'Artif'-r - · • •··· t(,,., ;.j\1 .. .2 ij , 
!ht 1a ~it aantal oploaeinpn geiijk aan /."' q; {NJ , -...rinf • 1 voor OA-

even•• TOOr ~••• oplosai~en ia steeds {a•~1f)~ en ae · 
. J T/ti)I~ ;'lo-:il~h tJ t) ,,. 
Ia I ee oneven 1'riemptal daD volgt 1n bet bi.-oncter 'T( 1',}j <.«r' • f 

· Rieru.it vol.ct direct T{~-0(,. ') 
Veel aoberper acbattir,aen vintten we ala we gebruiu11 dat 4e getallenrf•~ 

de ooeftioicmten zij.n van een •apitse.ntorm" van diM.Dlie -12. lla'rdJ 0 beweee 
in 1918 al dat T (n) • o C "A'), nt ook 1,ait Beoke{1} •olgt. Uit nooa-
te1"'118D [ 1] vol.gt "2'''1:: 0{-.. "If •Ht J , \lit D&YeftPO:MI [ 1] er.t Salie [1] 
volst T'('}:O{"'l'"' +') . We non.den reeds bet beet btkeDcle renltaat 
van Re.akin f 1J , 't / ~ • 0/t• 1ihj · 
• Bet venaoeden 1:( IW\,) = Q{-., 'l +-.t- J van R~an ia DOI eteeda oobewesen. 

· Dit koat .nee:r op een aobatting c., 111 Of'-~ 1,. •L J voor de ooetficienten 
vaa ••n ",rpitzenform" van t11mene1e -k. 

Incl1an we s1.ellen T{x)-=- ?- i- j~ , "8.&l"bij bet aooen'O aangeen 
dat yoor gebelo x de la.atetedt\erm met de factor ~ 110et voorz1en worden 

vinten we ..,-. _ , fl. T/'I} .T { 4n- ,~.}I. j 
•l•)-X L 7 J,,. "J 4 

c&t.rdJ' [2J). Vere.tar ta bewezen Tt<)= O(x ) (Rankin [ 11) I 

In ••n. ongep~liceerd ond~r,oe~ ie bewezen 4at e1e,1 gel4f1{,lso/JC2skj 
Bet Tenaoeden Tlx)::: O{x "I••.&;, 1• nos onbewezen. 
. I'• "rael4ea nog tl•J••tft}~+ -·--·••+T/tt.ltJ.::.. «rr/1.1-0/11 1".a/,J 
(iukia (t]). . . 

' ; 
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wMidden 1D den woeeteniJ 
van zon, 1teenen en droog f:u 
zie ik op eens •1~n eigen d 
- onaangntut door des• brand: 
bleek water, miet over de wei, 
ZiG 1k hoe koel en u.oht dat WU~ 

(I. Vualia. LuobtapiepliDg) 

Ui t een a.1&eriene theorie van Heoke ( 4) , ·te n~•n die •an bet gedl"ag 

V;i,l'l aodulaire vonnen onde-r bepaalde operatoren T"', tw:men we en.k•l• 
markwaardige reeultaten lichton. We gebruiken de atelli.Dgen 16, 2~, 
'Z'l en 28 en Yinds.n: (verg. Peter110n [3]).. -~ 

Beaohouvren we alle Diric:bletreekaen <f(-:.)a f_ C., IA die voldoen 
aan, b1J vaste k..;.J!4, 

· 1). (.!>·•k} tf (:i.) 1a ,,n gehele fu.not1e van eindig gealaoht. 
ii).. <f /~voldo.et &aD de functionaal vergelijking 

R{s)-{-l)'tk R {k.--) wur1n · 

\\t~ ;1t.a1t)-~ r, ~l \/ ,~ . 
Er 19 steeds minet~na een functie rrs)to wete.n (/sJ. st~-k-t~) 

ci/~}s2- ~-i~j ✓ 
l •\•I \ 

Dea@ <{t-) heett htj a • k een pool van de eerete orde • 
.A.ndore oploasillgen. die•• due bij • • k regulier mogen ••ronder­

etellen beataa.n sleohts ala k • 12 ot k ~ 16.. In deze gevallen is er 
ook ateede een oplossins, die 1n o • k regulier is en een 'Eule.-produot ., . 

: ontwiklleling - '{f>l:s 'If { 1_ Ct, t, -l -tt k-1-a J ..,_ Z' ;r" 
bezit. 

De D1riohletr•ek.een behore.nde b1j de funot1es 
i:.tr) .. A~-) & ~ {1' J l; .. '-, •, &J "., ,,i,) , 

bebben steed& een Euler product van de bo~en ae.ngegeven gedaante. 
( G"fr) ia de in § 2. pag;S' gede.ftnieerde Eisenstein reek.a 

" -~·, ' ,-~ :...;,. :..:':.- I\',.\ "t' ~J ) 

De ~n't.1.k.kel.ing voox- A. t) ala ean Eulerproduct werd doo:r Elam&mlj&rs [ 1.] 
• venwed en door KoTdell [ 'f] ·bewazen, (pa&, 'I ) • a 

Door line&ire oom.binuiea tf.> voi-aen van de tunotiee /,) ft') en. 
'.A(_l:)~11(t-) kurmen we twee 1DO~ula1N vonen kri;lg•n, wun-u 4• toep~--•,:ii 
D1i1.able'f.:Nekeen eea Eulerpr-oduot ontwiklteling be&itten. De ooett1o1en- ·•· 

· 1 te.n Ya.a deze lineaire ooabinatiea eiJn getallen u.1t bet liobua l(f iMf · 
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IAa't Q(a<e h • .. • .... J<f.) een kudratiaobe Yont 
I 

. , .. x, + 1••'' x,."" .. - ...... 
t:lrlterera een tbeta reeke 

met gebel• ooett1oienten 1-t ai~n. We 48-

!J-{ a)"') ... L ..e. ai. i:: Qf .,., •••. , ... f) 
' -. .. - ..... f 

D• YOnt. ~Q["ll\ .......... '1'·() :le te -aohrilY•n ala o.._,,..~t-1&,,_-.,-.,+--.. '<t••'""'"""' 
'lfU.riD de ptellen'1,i. even e13n en de getall•n&trisebMl. lo'n ~ 
tiaobe 'V'ON beet een eYen k.wad.ntiaob• vora. Bet~ TU.ltM 'tbft.,. 
r.u.aen oD4er modulaire aubatitutiea 1a oD4eraooht door BoboeM'berg[ tJ eai 
( voor ieta anders gedetinieerd.e ,S-tu.not1••) door nooetenu [ 3}. 
Bet bl1~kt 4at ale t even 1a er een I ie te vinden eo4at ond.er al.le aub­
s1i1tutie (;f) 9.( b ~ J (mod !) de~ fu.not1e een IIOd1tlJ1iN YON ftll 41-
auuuaie -f f is. \iet kleina1ie setal I dat bieraan 'f'Oldoet no• MD. ••l 
a. 'trap (Stute) VIUl de ,8- fD.notie (a. V • Yan 4e kwadratilobl YON)• Op ND 

eventuele factor 2 na, is deze trap geli~k aao. de grootete elmHnt&1N 
deler nn de matrix A :(a;.;) beborende bij de VOJ:'11 Q, Be't aal 4ua ftD 

belang cijll om die vorman te bepalen waarYoor \Al= I • »•• .QU11811 .umr 
aam.en met modulaire vormen van di.m~naie - r f, len nodige en voldoendt 
voo1"Wllard.e voor bet beetu.n van even lcwadratiaobe Y01'1191:l aei delermi.J!lallt 
1 ie tso (aod a). 

Een door Xor_}ine en zo\rta.reff [ 1] gegeven voorbHld vu zulk ee.n YOl"lll 

luitt, Oe • L .. x! -t- ( L ~)2 - 2.x,x,-..i y.,._1.., 
't,.•/ 't:I 

J.lle even kwadratisobe vormen in 8 var1abelen me, detena1nant 1 ai~n 
~oo~ sebele rationale aubatituties in elkaax- over te YOeren (er ie ma&l" 
,,n klaeee}. 

Be'ti untal manieren waarop een getal 2n. door so•n YO:rm ill 8 YU'iabelen 
voorgeeteld kan warden 1e 240 O',i (n). 
Br aijn twee klaaeen van aeii kwad:ratiacbe vorm.en 1n 16 V&l'iabelen aet 
d.eienn·J:nant 1. V'o<Jr iedere vorm G16seldt evemrel dat een 1e1tal 2ll op 
480 <, (n) 118111eren er door voorgeateld luUl wo:rden. · 

We wjJ.len even algemeen proberen ieta te zeggen over bet aantal op-
loeaingen van de Diophe.ntieohe vQ"Belijki.Qg ,.,.Q,J(..-1.,,~----,Xat) , 4.1. 
bet a.a.ntal rep:reoentat:l.es van 2n door de even vorm 1Q,e me1i d"t• 1. 
_ Omd.a't n f's o (moct.8_) verond.entellen ia de tun~·U.e ,9r(,:. ,«.I) •• 

11104ulaire vom aet dimenaie -it• -+t • Door van 4e c9- hnotie ••ia 
.,.t een ae,~bikt gek.o•en oonstaute verunlpulcU,ede,, luaateuneb at 
•• tr~.n nrkri~p.11 we "" •apttMllton" (ate I 2, JU S) ,, 



. ~ 

van de dlme~eie -4{ ., 
~ 0 
':I 2, er -.·nor Jt i , rL 1. voor 

f1.U1otiei u1oet 
itdentiek nul zijn., 

ontwiltkeliD.gen va:n 

ViJ,n dj;non~ie -,~,t_ b 
G lijkst~lling van 

1: 1aa1) t,tl 

da boven vexmelde re~ult&teno 
Voor~ ,. 3 ·1~ 

, "' ooeff'inienten van X in 
G~att} voor t. ·L,2 g-eet't 

van dilllenei.e -12, te 
even ·~·orm met .I geldt 

waa~op 2n door vo,-:m. voor te atellen~ 

a.,,,,. ,a21,J... frl4"¥-q;; t•\.J i"' . 1:N 
. D.ezen we voor 6(,2;/:t, > ..... ~·X1.'1) vormG_a~{~,r-••·••·"~JCl+J:. lx,s{~_, ....... ,2'~ 

• + vinden we door subeti·tut1Ei van n • 1, uit 

e:n 



vomen van een .,~._. ... .,..... trap van 4imfrul• 
• Kie.een w~ in het b zond.,o;r dat,Z:.1:4 en ;H)[/ is d-e even kweilra­

tiaohe vom m~t dete.rmir1ant 1, dan ta 
8"(,z:1P,£(.,Q1} een modulai:i:-,e vo1:'nt van dime.nf!ie .... 121 (tnp 1). Men 

bewij 2:on ;;lat voo:r k o bolfunotie fk steeds ean 
""spit2ie.nfo:.tm.t~ · Hieruit. vol.gt da:t G1j op eS!l oo:ostairte 

ne. gelijk .. Deie oonste.nte factor .is :ni.et nul en kan 
due in Pg opgen.omen worden. We de.n een :formula 

1; ( Nt.j P1l ~\1\., ... ,. ·- fi'i\ ~ ' ~a,!:J;r;. __ ~ag~~-e.~:!1 -~!Z. !P,l'd~9 .. ,9y,r !ll! 
\~«c-.. et M ....... ~,~--~ . 

ke"UX'1ge analyae ge&ft (Heoke C: '$] pag 86-89.) a.ls 

"'t,~ 

. Aol~i4• "'~"::i 4"-iXt. ~$, 

iz; { lr\}4 ;¾; f 

van 
(Heok.e 

.(..;1 , 
1 

Q) 

II\ 
Ag{~ Jt~ - ~, o 'ti, "v; ~ 

e vo:rmen ve.n tx·sp 1 , zij n ook ruodulail.""e vorme.n van •-
id ond~rzocht$ ve~illelden een re$ultaat b~-

aa.ntal --~~-~· in gohele 
e~ van ,,.,,, -·..-A- geldti 

I a;/" llll} + ft - a~~ 'tl ~}-s~ 't'( t~J} , 
ia T{ · 1,) = oJ .. se1.ua e w.ar~rden van k en j_ ~ 

(t~(l',,.)"11\'J;/t~} ti\ls n oneven ; ., ' 

vorm in 24 
q_ (4 .is onev,en 11:riemgetal) ~ 

determin.t.tJt 
geadjuJ)i.. 

G"'G"D" 



J 
Er !t:ijn 

{S.eokt [ 5] 116/7} 

d 

f.i dwali.ng, . mi~ n .-wu,, 
rou.ur • k 'b 1 ij vep. k:ru.iee.n 

1~ wereld m.et m1j rt trou.we Wl"U. 1 
.mast&.n ;} f,a.lgenl? kruiae.n•1-n 



j)Jlderat&ande 11t"ratuurljJst 11,vooral wat publicaties van voor 19-.0 btttref\1 
or,.volledig.We vPr'Wijzen 1n het bi.j z:•nder na.ar de literatuuropc,aven in de 
•~ollected Papers ot 8 .,:wau.nuJan", "'•br. iJ. P .192? on Kardy [ 3 J • 
t -;. Over part1t1ea 11.ndt men een reeks litPratu.uropgaven biJ Hard,- Wrirht 
t.6.; en biJ Klt»sterman t 2} Voor ieder eitaat is he,,t oo.v.n de§ Ytsraeld,waar• 
op het •~ttkel in bet b1Jzonder betrekking heart. 
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§ ,~o Na.am. en ti tel 
llab&lhR~P., -

1 ·rwo cong.cuence properties or iiamanu.lan' s function t'(•) 
London Ms th , . .::>oc .Journ •il ( 1946) p. 91 •93 .. · 

2, rla..'ltanuJan • s function 'C ( M,• ) - a congruence property. 
~~1. or t.he AtBPr .Mo. th .Soc • .13. ( 1 S}l+?} p. 761+ .. , 5. 

Q&Ga~RP en Chowla,s: 
3 A new congruence prcpe:rty or RamanuJan • s funr.tion 't{~) 

dull .of the ArnRr .Math • .Soc .,il ( 1 Ql+'t} p. 76S .. 9. 
4 Congruence properties of .rluanuJe.n' ! runct1on,:{~ 

Bull.of the hm~r.Matb.Joc.il, (194?) p.950.9;;. 
Alalllta11t.P .en Chowl11 1 .; P.fi Gupta,H: 

5 A congruencEi x:ropo"'tY o!'- .rlamanuJan' s ru.nction"v(-Y\.j 
.Bu.11.ot the ilmPr .Ms. th .::,r.,;' .. ,il ( 19-..?) p. 766•7. 

dlrMn:.111.,il .P.: 
, On tbe new congru~nce propertiAs of' the arit.huratic tunction~('.J 

froc.Nat.Ac.Sci.Indlo Sect.;\ li (1942) p.1 1~9-150. 
2 Congruence properties ot itamanujan• s t"Wlct!'.>h 't'(¥.) 
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