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U =i} de dorre oceasn
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{He Marsmen: Toorschrifi).

Ds funchie ¥ (n) word: voor ieder natwurlilk getal n gedefinleerd
a%g de coefficient ven xVin dgﬁm&ahtraekﬁamtwikkeling van de functie
21 = 21 - 221 - xT) a,mig « Voor lx}«, convergesrt dit producth.
Het 1ijkt of we beland 2ijn in een van de verste uithoeken van het
riik der wiskunds, "into one of the bvackwatbers® zegt Herdy.

En toch, alle hooTdwegen in het gebhied van de onderzoekingen over
b&wadraﬁia@he Tormen en hun %ougavaeg&awﬁffuneﬁiaﬁ en Dirdohletreekson,
elliptische functies on integralen, modulaire vormen en funchtles leiw
den nasr deoze getallen en nawy degfuncliie tos, |

Zo zullen we problemen vinéen, één b.v. volkomen analoog melt het
veymoeden ven Riemenn voor 4e .t funatia en syvenmin opgelost,

Bij Ramsomjan{4] vinden we een kleine tehel voor 7 (m) veor |
1€ ng€30;, later hsefd mmner 2} een tabel woor 1« ng 300 gepubliweerxd,
We oiteren even

T(4) = 13 T(2) = =243 T°(3) = 252; T(4) = ~1472; T (5) = 4830;

7:(6) =, ~6048; T (T} = ~1674.
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= {n), en W Mz ,& heugste macht van twee, die In ned opgeat {(Por-
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" Hierin moet gaegommeerd worden ovar alle J }x};;m net 4 w}vf}?ﬁ)-ﬁ} ]

Ru s 3 A7 om0, 1, 3.6 (mod T dus negnl, 1, 2, 4 (mod 7). Al

ne d, 3, 6 ‘ped 7Y e duw 3% Viaod 7) en dus alls voorkomende oy WU
vl ) ’

W13) Gebeel aralocg bewiizen we att . 4 -
P . o P P
P by v 44 4 4‘%3‘* ﬁ ’?“.K
e A =X {=r { j
e e o e e e T,
at o {23p 5 k)= O (med 27) ala k « 5. 7, 10, il, 14. 1%, 19, 20, 21, 22,
(Ramsnuien, ¥ {in anze gavalier iy beot restaymbool { Eznj _—
iv). s noswes nog envele eeavoud fze congitiond
T« (n) (mod 24 1, g Jsnaven, Bembed Ohovie gﬂ"{;
T{)xa, (vY (mod 2" Y o naven Yewbah [ 4/
apt i o
o ) IS S b ¢ e ow - - .
TN w{n o o i:iﬁﬁmf med TN Kok D els nad, 4 (mod 3), kX « 9 als
ax2 {(med 3% Bambal, Cho “,ia o4
bl ] s, o Fd N ,,A““ N P , e
LNy s tm e () ~ 4ncyind (mod & ) t‘m«'ﬂ « 1 daiteh, Chowla [ &)

Cinys uwhg %xw {mod %” 3, I’am%mv. (J;’:w"wlu :55
o

Lin)z nve (n) ‘med 5° ) Sembeh | h
d : o

Zin)= n<i (n} (mod 7) i}uptu.‘(‘_;w Rax:;emw:hm (2] m:z'mﬂi

]

N " A~‘!am¢« som s,
P ST

S e g o o !
LN RNy (nY (mod59)), T woelan o

-

wahiry [ 2) heelt onlangn aves watisch degescent welke congrusntiaw
T (n) af te leilen oiir ult cew reoky identilel tm uit Jd» theorie
van de moduvieire vormen, 20843 ®e dls bl T »‘fs.w.'m'vzm;ag 4 ] vindew.

Lablri publiceert een 1ijfst van | 7/ congrascties, soms ruor inge-

wikxeld, woms sanvoulip,we gever een tweetal voorvesldan:

Tinda n° «»‘:?:'gyi,m {mod o g“d 53

on ’ ]

SLB0LE4 T n) Saty 691 '“T:» ‘ny 4 Q‘Z?‘*"Mw 2719 o7, (n) -

s 61 [BO0RIAS ¢« BIGT Tn) ~ 4031407 uw (med 27 ;x}‘ 5.7.14, L5,691,
Onlanga vond ¥erguson bij een umericke berekening dat de 52s%e coaffi-

elent in de ontwikiel mg Van ;{I‘;»»»::)?”%»;a’:; Ve :J dz eorwtes cosfficient io,

die goilil aan nul wordt. Dit stelde Lelmexy 3;‘ ooy de vrasg of er
sond sen gevel W beataat met (I NY & 0, Hot

-
ﬁe o

tlotingue gotal met leze elgeon-

g¢hap weet e=n priewngetal zija, lenmer bewees da%t dic prwmg;@ . ninptens
£ 20316799 moet zijn, met ds "nleuwe” congruentie T (n) = R &-n) (mod 9)

J, volgt schier dat ook voor dit getal d= 7 (M) & 0, NMet de formles van

LL8riTl zouden we deze grers uog wel eun"flink” oind kunnen verkogen,
Op ziceh 2ell is dit natuurliih vrij sioloce, AL sdat deze vongruentlie-

-
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het
betrekkingen ons niet M middel aan de# band kupnen doen om te bewijsen
dat al dan niet vour alle n geldt T/=)#C , Vermoedelijk sullen diepergaand:
theoricen gebrulkt moeten worden,

¢ 2. Modulaire eigenschappen.

"Jtringe in the carth and alr
Meke music sweet)

Strings by the river where
Tho willows meet,

ALl softly p‘).ag ’
With head to the musioc dent,
And fingors stiraying
Upon an instrument”
(James Joyces Stringe in the Earth)

We schri;ven X= ¢ mﬁen veronderstellen d’w{T: J»0 . Met de getallen
17 (n) van “amanujan hangen samen:

de raohtreeks E@Mx"‘gx{f('ﬂ"ﬁ”

de Dirichlstreeks (Ramanujen( 1] ; Mordell {1))

IR Tl )

- 1‘} ‘
De funotie Af-)=. {ﬁ( L ""t }} hangt met de
elliptisohe functiea ‘

4
5«"%"{”-2‘101”3@)&} 60‘9 /".nm.'t') l

o 437 4? {l 50?20‘#\)3( }WWZ_/MM\T_} )

door de formule: A('t) ,?;2' /g, --J.‘11 ) samen

Uit dezs Cormnle volgt det A /T 'H) A{'Z‘) en dat A{-:l)“?.udg)
Dage tweoe subastlitulies ‘m engen de mcdulalire jroep voort, d.i, de groep
van alle subatituties ”, *I met g«he]e a, b, 3 &n d mgt ad - o = 9,

We vinden dus /‘”"’ ) - gl) ﬁh’)
De funchie afty ie een momxw.ira vorm van de dimensie -12.
LEan analytische functio ¥ van T ie lu het halfvlak 3[U}cemnduidig

“en op polen na regulier iu,hw‘t een modulairs vorn van dimensie k‘, als
"wmr alle gmhela aub.wi'tu“tmﬂ d me” ad - be o 4 geldt

. - . f(%ﬁh%}” [ers4) ﬁ)

Met behuly van dezs eigenschep hewavs Nordell ;_ j dat
’f{'!mmjm"{’(y\},"[/h&) ale (m‘.nj = t an
. b Ty - “ [~ 2% ‘
TP s TR T - p" T/p)




M)w

"Als we invoeren ¢40 9’ = & ’6 ’E‘&,\’ kunnen we de laatete formule ook

schrijvan als _m g‘r o, ] PR
. {:{ .L }:z tg i B p 5
Hu dowt zich als van zelf het prob laem vnorv ie de hoek U "Ji.ateeﬁa recel?

d.w.%. geldt voor alle p dat gwﬁ;&g% ?
Dit vermeeden van Ramanujen is nog steeda anbewezen, het Liijkt wrij
diap te 11%911. Het besie wat in dese richiting bekend ip, is dai

u.‘*} {“‘" } s Ra.nkingg} : we komen hier direct op temso
., - .w--g/&% L
Uit de hetrekking .-M “"m C’I"ﬁ%} &7 - voigt dat het gedrag

van A{Y }in net pant T« W’g weh gehele rationale p en g nauw samen hangt

met het gedrag in het punt T = 0. Tekenen we de fundemeniaalgehisden woor
de groep van de-modulaire substituties den komen spitae P“ﬁﬁ%mg de:;aqg o

bleden in de rationale punfen wuit, ey modulaire vorn, : &

#ﬁ e . Lo @elijk is san npul heet een "mpltzenform", De theorlie ven
4deze Ygpitzenformen® is van groot bhelang in de theorie van de moduleire
vormen. Dit bliiky uit emkele stellingen, die we hier als vocibeelden
noemens (Hecke [ 4,5))

Deor wvan esn mcedulialre vorm van even dimensis -k een med een geschikt
gekogen consbante vermenigvuldigde Fisensteinrveeks al te trekken onk-
gteat een ®"Spltzenform™, -

Er i masr <én %isenateinra%s wan even dinensis ~k =2, te weten
A S el Y o Cw
S T (0T s Z?*q«i«g ) %

Joez Tle) .@_il“*
‘.M Q{k» 2 ‘gfk} {ﬁk‘*’f {K}

Voor ¥ = 2 en oueven k gijn sr geen mad?illaim vormen wan dimensie -k,

Voor kz 2 (wmed 12) k314 sijn ev p;eciea! !“1 Lineair onsfhankelijke
' mmmla.ire\ vormen van dimensie -k, voor k@ g {(mod 12) en k¥4 zijn er pre~
plus fL . {Feldmenn m;? 3

Uit dem ﬁtelliugan leiden we direct af, dat »v gsen "gplizenformen™
ven sven dimensi2 ~k>» ~i2 bestaan, Daa is impers ledere modulaire vorm
op ssn Yachtor na gelijk san de Bileensteinreeks, die geen "spitzenform* is,
Voor X = 12 18 er &dn "spitzeaform". Deze hebben we al ontmoe%, het ip de
functie ﬁlﬁ""} o De getallen‘il”h}zijn dus de coefficienten ven de *aspitzen

- Tora® met dimensie =12, J
© O Er is geen “spitzenform" van dimensie =14, er is er wel weer {$én van
dimensis w..ﬁ, etc, Voor dimensis ~24 beataan twee "gpitzenformen®

ﬂ femmm 0, etrinw
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§ 3. De_coefficienten van de machireeksontwikkeling ne

mﬂmﬁﬁ vormen,

H
"Boven dit eindelens mooras:
sen blauwe vogel, af en aan,

In de seuwige woestijn:
son karavean,

(6. Achterberg: Bolerc van Bavel),

Hoowel de modulaire vormen met nlet negatleve dimensie eigenlijk bui-
ten het onderwerp van vandaag stsan, wil ik toch iets ow#ken over de
resultaten, die hier bereikt zijn, Een bekend voorbeeld van een modulairs
vorm veu positieve dimensile hangt samen met bt asptal partities van een

getal n, o
2 folny x° = Z[(l'*x"j“’
Dit ie niet preew een modulaire vorm, maar voor de functie

'Qlt)aa ﬁ'[lmcmw)
geldt de formule: (Radamﬁer [1).
at

Nl[c'r-v&) =€ (ffﬂi}% (’CJ
waarin & een eenheidswortel is, die a&lleen van a, b, ¢ en d afhangt.
Voor de getallem p(n), die dus nauw samenhangen met de coefficienten
van degse "modunlaire” vorm ven dimensie i s heeft Redemacker [ 4, 5] de
volgende convergente reekmontwikkeling gegeven.....

sink €

= Atk x {.
S a:{w_ =y
Caynif )Akmaz w, ) Wl

D vnalk
. Voor de exp.i.lmmte uitdrukking vanuh gverwijzen we naar Hardy-Ramanujan

ﬁ. i Radenacker 3}

Om dese formale %te bewijzen gebruikte Redemacfer een omvorming ven
hat bewijs van een asymptotische formule voor p(n) van Hardy-Remanujan
{4} ; dat werd gelevexrd met behulp van een Farey verdeling en een passend
gekozen Tmuberstelling,

Door . Lehner [ 1) werden eveneens convergente reeksen afgeleid
vood de getallen ?, {n) en py(n), 4.1, het mental partities in pwitww
getallen van de vom sdsi ensdag resp.




="
. Een overzicht over de recente literatuur over partities vinden we bij
. Klooatermsn [ 2_}, hier stesn ook congruentierelaties voor de p(n), zoels
-ge voor hol eerst door Ramanujasn gencemd zijn, vermeld, \'
Algemener ziin de stellingen ven Rademacker-Zucke "9,
over moduleire vormen van positieve dimensie, Onder erkele glgemene
voorwaarden, als regulsriteit van de vorm, wordi een convergente reeks
gavonden voor de coefficienten van de Fourier ontwikkeling naar 77
{Taurent ontwikkeling near x). Deze reeks heeft termen, die opgebouwd

zijn it Xloostermansommen en Besselfunoties Z»z +

Vervolgens iets over modulaire vormen ven dimensie O,
Eigenlijk zouden we hier pas lets over mogen vertellen als ws de modu~-
laire vormen ven negatleve dimensie beasproken hedden, De vormen van
'dimenaieﬁzijn n.l. sowel met methoden, die ocrspronkelijk bedoem waren
voor positieve dimensie, als zulke voor negatleve dimensie, behandeld.
) Voor de coefficientenl, ven de absolute modulaire imvariant (medu~
laire vorm van dimensie nul) . y B

12 ]’m [H.?l/af.ﬂ’i{%))c ] -é’..amx*id {nmm‘c

K B {lexnEE it |

geldt de volgends convergente reekaontwikkeling s VoOr n)‘%,

wr?—m‘“ L{ =),

wearin kl een KJ{OQ?‘WM ensom ie: ‘ \
Agine 2o ¥ b=l
en bovendien geldb: Co= 4%
. Peterson [1] werkte vanaf de meodulaire vormen van negatieve dimensile,

H. Bs.demaeﬁerL 6 ‘?:] vanaf de theorie wvan Rademacker«»-Zuckerman[ 9] over
over vormen met positieve dimensie,

Het wordt tijd, det we tot ons oorgpronkelijke onderwerp terug keren,
de modulelirs vormen van negatieve dimensie. Fu zijn voor de Fourier
ocefficientenl, in de ontwikkeling naar £* mache.ttingen van de groﬁé‘ie
orde bekend., We lopen even de geschiedenis door: In 1927 bewees Hecke
ﬁ“’ dat de geta.llen Lo VOOY ee modulaire vorm van dimensie -k de
.aada.a.nte Gzt ”‘:é\,}.{ 0{ 5‘ (k1) hebben, Hierin is S(a) de
gom ven de singnliere reeks bhorende bij de beschouwde modulaire vorm,

-
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»  Weo richien mu verder specisal onze belapgste
Hecke [1} bewees in 1927 dat voor :‘apitmnfcn?(em
Kloosterman {:1,} bewees in 1927 det Cu= 5.}{}‘ ”3
Uit het werk van Devenport [1)] en Jalia{ 1/, belde onafhankelijk wan
elkmar in 1933, volgt Cye Q(fa“‘“?*&) bk -
Tenslotte beweena Hankin { 17 in 1939 dat Ca4= O/ 0 %

Wat betekent dit voor de getallen mj? Yo willen eerst heel elementair
de seer Tuwe schatting T{M}mO{M ?) afleiden, Uit de definitie van T/‘“,‘

volgts ZT{M))Q’“% %f%{ﬁ”h{amﬂ)xi‘%[ﬁﬂ) }6
dus T“ﬁ %Z(ﬂ}“ﬁ%*“"’*m‘&(}m,ﬂ}{ﬁ“M* f) - “‘“'zﬁi@-wj

waarin de som uitgeatrekt moet worden over alle oplossingen
%mnl'&a*f‘f | Na[’ﬂgﬂ) - N - of te wel
LYY e -t{'wﬂf‘wﬂﬁ .,
Ku 1 dit asntal oplomeingen gelijk aan /@‘3‘3 ( N, wmin/l.u 1 voor on-
aven N, voor deze oplosaingev is steeds (A9; 4 )M an dus ’
| T(Yi< s (W Lokt
Is § een oneven priemgetal dan volgt in het blmmler]’l"( ‘Hj 4&" s /o

Hieruit volgt direct T [4\)”0/:\

Veel acherper schattingen vinden we als we gebrulken dat de getallen’lf{m:
de ocoefficienten zijn van een "spitzenform® van dimensie -12, Hardy bewees
in 1918 al dat 7 (n) = 0 ( fx\‘ ), wat ook uit Beoke[i] volgt, Uit Klcos~
terman { 1:'3 volgt 1’;:‘@:0!:;\ “G+ ﬁ*) , uit Bavmporb[ 1] en Salis [1]
volgt T{,\):gm"ft*m . We noamden reeds het best bekende resultaat
van Rankin [1) : ’E[ra)m()(mmj |

Het vermoeden T{m)=()[w ‘K*‘ﬁj van Ramamjan is nog steeds onbewsgen.,
' Dit kom%t neer op wen schatting £ a(}{m%%"‘s voor de ooefficlenten
van een "apitpenform" van dimensie -k,

+&

Indien we atanm”nx}ﬂmz__' fzm) s Waarbij het acoent aangeefy
dat voor gehele x de lwﬁ'&taﬂem met de factor ¥ wmoet voorzien worden

vinden we T(g;_) _ Ly

’ Wx}m};&Z P Lz{‘m () a%’
(Bexdy [2]). Verder is bewezen | )= OCK (Rankin [ 1]),
In een ongapubliceerxrd ondgmaa is beweszen dat plet galﬁtﬂ@zo&a%‘)
Het vermoeden nx}.g Q(X % H; is nog onbewezen,

_ We vermelden nog Tttty el cTiW* = o' *Qh m-‘fx:}
(Ramkin [1]), o .



N wg“.
* § 4. Dirichletreeksen.

"Midden in deze woesteni}

van zon, steenen on droog gewas
gie 1k 0p eens wmi)n elgen land

- onaangetant door dese brand:
bleek wator, mlet over de wei,
zie ik hoe koel en zacht dat wasy

(M, Vesalis. Iuohtepiegeling)

Uit een algemeno theorie van Heoke (4), te weten die van het gedrag
van wmodulaire vormen onder bepaalde operatoren 7T m? kunnen we enkele
merkwaardige resultaten lichton., We gebruiken de stellingen 16, 24,

27 en 28 en vinden: (verg, Peterson [3]).

-5
Beschouwen we alle Dirichletreeksen Lp{ajazcmm die voldoen
san, bij veste k=4,
" 1), W‘M L{{:ig} is 4én genele Punotie van eindig geslacht,

ii). ({i(i’:}volﬂﬁat aan de functionaml vergelljking
- .';TK 4 \
R{s) w(=i) Rik-s) wearin
R atax) ™ I'(s) ¢ (s) . |
Br i1s steede minstens =en functie g{:i"::’tt weten {;/S)« E{Sm}(ﬁ-i;

' fa) o Sk ™) '
gly-&; Tl

Dezw Jf) heeft 1ij B » k een pool van de serste orde,

Andore oplossingen, die we dus bi) @ = k regulier mogen verondsrm
stellen beataan slechts alas k = 12 of k316, In deze gevallen is er
ook steeds een oplossing, dle in & = k reguller is en een Fuler-product

© ontwikkeli n o fn ~f Cn
on eiing (f{S):s K{MC@ %‘* ﬁ‘#’i"‘{ f 33) - :;T"

bezit,
De Dirichletresksen behorende bl) de funoties
1 ”‘i . - 'f\ E R F . K
E(S s u{’l) a}gg{”&‘) 1& w%ﬁh,&,w’;y)
hebben steeds een Euler product van de boven asangegeven gedaanbe,
{ @&@'} ia de in § 2. pagA gedefinieerde Eisenstein reeks

o~ s
CIEY IR 1 wy} )

for OOy A, S .
De ontWikkeling woor a&) 2la een Eulerproduct werd door Hampanujsn [ ‘f]
_vermoed en door Mordell {ﬂ] vewazen, (pag.¥ ). .

Door lineaire combinabies te vormen van de functies 4 ﬁ’;} en
A{@") (_’;ﬁ m{r} kunnen we twee modulaire vormen krijgen, waarvan de toagevoegde
Dirdichletreekeen een Eulerproduct ontwikkeling bezitten, De coefficien~

/ ten van deze lineaire combinaties zijn getallen uit het lichaam K{m !
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* » dat uit het lichaam van de rationale getallen ontetaat
- door adjunctie van de wortel uit het priemgetal 144169, (Hecke [ 4.5})

[ - fe-1-2
| U1% de formile Z*%?ag{'*"f'f s.ﬂ’ s\~ |
volgen direct de formales
cM&zCMtﬂu 9}’3 {:‘:‘“)"l
Cf*d zﬁtd;‘_(d-d)ﬂ\, - c,+bt-.1)

of samengevat Cucﬁm%* C(‘%)Akﬂ

In het bijgonder voldoet de analytische functie
gz
dus san de functionaal vergelijking

T(s) Qlsy <) ™" Tha=s) Pfra-s)

De Dirichletreeks convergeert els K{s)>4 , zoals wuit de schat-

" ting 2 'L‘"(nj = D{)("‘) volgt. Voor Rfs)>%® heeft ¢[5hmm nul-
punten, afgesien van triviale nulpunten liggen dus alle nulpunien in de
‘ strook # € R(J€ & . We kunnen nog bewijzen dat geen nmulpyunten op de
lijnen R(s) uf en ¥ 1iggen{Rnnk1n [ 1)} en det er oneindig veel op de
rechte R(s) = 6 uggon{wnmn [1]). Het vernoeden dat gllg mulpunten
van ¢{5}op de rechte R(a) = & liggen is niet bewesen.

Tot slot van deze § schrijven we als losse opmerking de formule

'Zj__'c (w) Sl :(m)* T'{¥) i—-}—m—m

. (3"‘1- ‘I“‘Wa:) neer,
(Rardy [3)).

§ 5. Byen kwadratisohe vormen met determinant 1.

Je trfne dans l'asur comme un e{hinx inocompris;
J'unis un coceur de neige & la blancheur des oygnes;
Je haisle mouvement gul déplace lea lignes,

Et jeamals je ne pleure et jamais je ne ria,

Tes poetes devant mee grandes aittitudes,
Que j'ai 1l'air d'emprunter aux glm fiers monuments,
Consumeront leur- jours en 4’ austdrem dtudes;

Gar j'ai, pour fasciner ces dooiles amants, |
De purs miroirs qui font toutes choses plue belles:
Mes yeux, mes larges yeux aux clartés éternelles!

(Ch, Baudelaire: Les fleurs du mal: La Beauté)



Laat Q(&,&,«- - x;,) een kwadratische vorm

3
RPN PP 7R P8 R P met gehele coefficienten :i;,} gijn, Ve de-
finleren een theta reeks >
@) S & T Aming)
)
“ %””"‘“f
De worm 2 wa, ..... ,fm{) is te .schrijven als 4, «mf‘f:a,,&mm",f%«qf amnore

waarin de getallen{;, even zijn en de getallenaygeheel, £0'n kwadra~
tische vorm heet een even kwadratische vorm, Het gedrag ven dese theta-
reeksen onder modulaire substituties is onderzocht door Schoenebergf 1] en
(voor iets anders gedefinieerde g functies) door Kloosterman [ 3] .
Het blijkt dat als T even is er een N is te vinden zodet onder slle sub-
stitutie {;g—}g é‘:}' (mod W) de o funotie een modulaire vorm van di~
mensie - i f ie, Het kleinste getal N dat hieraan voldoet noemt men wel
de %rap (Stufe) van da»B’ functie (e.v, van de kwadratische vorm), Op een
eventuele factor 2 ns, is deze trap gelijk san de grootste elementaire
deler van de matrix A m{a ;3) behorende bij de vorm Q, Het zal dus van
belang zijn om die vormen te bepalen waarvoor % ={ . Dese hangen nauw
samen met modulaire vormen ven dimensie -4 f, Een nodige en voldoende
voorwaarde voor het bestaan van even kwadratisohe vormen met determinsnt
1 18 £=0 (mod 8).

Ben door Korkine enm Zo tamszf 1] megeven voorbeeld vam zulk een vorm
luidt: Q@ = L. :K.,i + ('lst :('&-) - QAXAyXa=2 oKy

Alle even kwadratische vormen in 8 varisbelen met determinant 1 =ijn
door gehele rationale substituties in elkasr over te voeren (er is maar
één klsese)., .

" Bet mantal menieren waarop een getal 2m door zo'n vorm in 8 vaerisbelen
voorgesteld kan worden is 240 3 (n},
Er zijn twee klassen van @en kwadratische vormen in 16 variabelen met
determinant 1, Vour iedere vernm Qidgaldt avenwel dat een getal 2n op
480 (; (n) manieren er door voorgesteld kan worden,

We willen even algemeen proberen lete te zeggen over het aantal op-
lossingen van de Diophentische vergelijking m,»@a‘g(xh,.,._w,x@t) 3 dod.
het mantal representaties van 2n door de even vorm 2{lg) wmet det, t.
~ Omdat we £330 (moa_gm) veronderstellen is de funotie 119'(1: ,Qa) ean
modulaire vorm met dimensie «»}{s-—&ﬁ o Door ven dafg' funotie een
met een geschikt gekozen constants vermenigvuldigde. Eisensteinreeks af
te trekken verkrijgen we een “"spitsenform* (zie § 2, pag )



] B
We gien direct dat

am " = -
3(%%@" ;(42) E(‘tz) G;,fr(’f)a ’3"5 ﬂ?&t) }.,{ 1){:’ E)}T' A

¢en aspitgenform ven de dimensie ~4% im.

Masr we hadden gesien in § 2, dat er voor 4,?«2. y 8.1, voor 8312
goen ‘*spitzanfomen“ van dimensie -Pe'bee'bondenf Deze fwaotie maet dus
identiek nul zi;}n, 1;;1:&1:9111:1& van de cvefficlenten van X in de

ontwikkelingen van ¥ {7, 32) en Fi z 5‘(‘! 42(..} voor L= 1.2 geeft

de boven vermelde resultaten,
v«;ori = 3 heagiteat er &én “epitzenform” ven dimensie «12, te weten
A{T) . Voor iledere even vorm 20y met debi  gelds dus woor
het a.a*a't:al mmieren waarop 2n doox dose vorm is voor te atellen:

{n Uy} “’wq“‘(z.} +e.7m)

. Kiegen we voor &gy[x.,....xn,,) de vom@y{x,,....-,,xa, a&{xb.., x‘p}ﬂ,?@/;% “.,Jy‘g}
+&g(¥,?,. -~)XM) dean vinden we door asvkstitutis vern n = 4, ult

3,040 w ZE2 e

3¢ ~
an G~ L3300 en dus Qfm, Boy)= ““"’ Sty + “3" 22

Opmerkings Hisrwit volgt dat  GsrnoSiml+43aece TIM m ¢ (mod 5913
A wz, Lisd = i {med 694)

Uit de slgemens theorie van dg }madramscbe vormen van Siegell 4/
 yolgh dat or twee vormen iy nn{qﬁ mogten beata&ng zodet 2xX de vorm
_ewven is em dst, 1 heeft waarvan de bijnbhcrvnde v reekpen lineair on=
afhankellik zijn. De ri?‘ reeksan 3’{& ;57.:9 S en \9" (/ L (@,w zijn lineair
squivalent met Cmé_kj ou 4T ., Als a.w {n) en @a_‘, " {n) ds bijbehorends

mtal representaties van u vcars tellen bDestean er dus gleeds getallen
Y 3

ﬂifw»w, zodat ‘ {ms }m,‘w@}ay,w aﬂ, @)
Tjy e =30 sy 4 ¥ "*.w {”‘3

5. Siverse opmerkingen,
"Reaux nisgeaux dvapordés
Ils ont £té au présent
Ceci entre paventhésos.”

(. Blnard: Poéple inisterrompus)

Neapt de gewone q(}ffunctiaa kuwmen we ook functies met volfuneties
begchouwen, ( Sohoeneherg [1], Heoke{ 51



waarin Pg{'ﬂ«u) een bolfunctie behorende bl} de kwadratische vorm Q”_ ven
.de graad k voorestelt,
Deze m? Tunstier z2ijn moduleire vormen van een zekere itrap van dimensie
-m~3¢ » Kiegen we in het bijzonder datf«4 en 2(2[9 is d¢ even kwedra-
tische vorm met daterminant 1, den i

8‘(““' Po Q,) een modulaire vorm van dimessaie -12, {trap 1). Men
kan bewi; zen det voor k» O de *‘3’ fanctie met bolfunctieﬁ; steedn een
napitasnfamn is. Hieruit volgt dat 19'(1? F'& Qg) op ean comstante

factor ne gelijk ie aan -d(?.‘) Deze oconstente factor is niet nul en kan
dueg in P" opgenomen worden, We vinden dan een Fformuls
'{:(ms}u. Z—Pﬂ(“’-;“ - I @ y Wasaxin geaommeerd moed m‘rden oyer alle

{mu.- Jmlkne'i: Qﬁ{mh«- m,é & 0,

Zen naywkeurige analyse geeft (Hecke [ 3 _joeg 86-89) als
2@8@ s*tan;a"f'ws de even vorm met det, 4 vooratell: en

Ag{)ﬁ,d.)aﬁ. a“x,,v‘é de Tormule
Tiny= 5z T [; Ag{ﬂnﬁi} ~4fom v"(u}]

IT, Basat de modula 2 vormon van trap 1, zijn cok meodulaire vormen van
hogere trap reeds uiigebreid onderzocht, We vermelden een resuliast de-
trekking hebbend op Lrap 4 Laa’(.fg:” b\ het santal oploseingen in gehele
rationale gatallan van )(, }-&, $e e Pl maA betakemen~ Dan galdls
My} -
o[y iy T 4 22 Sy ™ asg i) st}

hierin is ‘Z’{& ‘3’3} h,jﬂge yele waarden vas k en 1 vewe
q; (63T m} els n oacven is; |

TFp)=  (som ven de 11de machten von even delevs van n) - (som van
do 11de machten ven oneven dslers van n) ala n even is,
{Ramanujan l '%:?,Hardy[ 3] )

ITI Imat Q een quaﬂ”ahisohe vorm in 24 varmbelen 2ijn met detexminent
t‘é ‘en trap g (g is oneven priemgetal), leat Q de primitieve geadjun-»-

geerde ven Q zijn, d.i. de gewons gesdjungeerde gedeeld door &e G,G.D,

van zijn seefficienten, DNan geldt de bpmerkelijke atelling

(‘Hecke ['5 7 pag 95)

G ‘?a,(% @+ afon g, @) =1 +4%) ‘{"";”’ Tylm v 2, T{m)
5’( ;L{mu (ﬁ‘-}, {;& -w..}, (J) ([ *.?“ ) 55‘5‘:& - (m\.} +ﬂ4’t’{M’

{al(m,Q) atelt weer het memtel representaties van m door de vorm Q woor)

»
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IV, By i ven “apitsanzarm" ven ﬁimﬂnaia -e ~§3 dg trap 11 e weten

j('x:} Vﬁm Mﬂ‘) = %X-2K »-313 +2x w’ﬂw S '-“’wo.x‘?ft boae mea, |
Br zijn drie klassen van kwadratiachw vovmen v 2o herminant 121 en trap 11,

aam[ﬂ veg 116/7) ,. | | S

cmmer belijd ik mign dweling, mijn :wak
tlinden muur zal 'k blijvea krulsen

i1
~d Ser wersld met mijnu trouwe wrak,
we gale masten: galgen? kruisen?®
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§7.

Onderstaande literatuurlijst is,vooral wat publicaties van voor 1940 betreft,
onvolledig.we verwijzen in het bijz-nder naar de literatmuropgaven in de
"Collected Papers of &5.damenujan”,“ambr.U.P,1927 an Hardy [ 3

o »

o Over partities yindn men een recks literatuuropgaven bij tlardy wright
i6) en bij Kioosterman /2] Voor isder eitant is het no.van de § vermeld,waar=
op het artikel in het bijzonder betrekking heeflt.

§

Nasm en titel
Bambap,R.P.3 :
1 1 Iwo congsuence properties of famanujan's functian’fi*ﬁ
Londsn Math soc.Jdourn.2i (19%6) p.91-91,
1. 2. Ramanujar‘s function T {(a } . a congruence proparty.
Bull.of the Amer.Hoth.Sce i3 (1947) p.764 - 5,
Sambat. AP en Chowle,S:
| 3 A new congruence preperty of Ramwnujan’'s funetionTiw)
Bull.of the Aper.lMath.3ce.53 (1947) p.768.9,
1 ¥ Congruenss properties of Ramanujan's functiont(m)
Bull.of the amer.Math.3ce,33 (1947) p.950-355.
Bagbahyi.rF.en Chowla,s en Uuptagiis
1 5 A congruence property of damanujan's function® ()
Bull.of the amer.Math.Sa .33 (19%7)p.766-7,
Bapnerieg,d.F.:
1 3 On the mew congrusncs propertles of the arlthmatic functionZ(w
Froc.Rat.sc.8¢l.Indja Ssct.d g (1942) p.19«150,

1 2 Ccongrusnce pro?arties of Ramanujan's functinn ﬁ(%@
J.London Math.Sce.]17 (1942) p.ibk=1k5,
i 3 On the applization of the congrvence properties of dsmanu)an‘s functior

to certain quaternary forms. )
Bull.Calcutta Math.So0e.37 (1945) p.ob=26,
, nportetsas o
3 1 On certaln exponential suus,
_ Journal fiir Hath.169  (1933) p.158-176,
esberman, l.:
1 Vereinlachter Bawels eines Satzesz von Kloosterman,
abh.%ath.Cem.Ham.(1529) 72 p.82-98.

L

Eg%ﬁmﬁp‘ i,z

- B L

2 1 per das Terhaltrn der Moduwulfunktionen von primzahlstufe bel beliebige
Modulsubstiitusionsu,
doh.idath.Sem Ham, 8 (1931).

; Eranklin,f.: .
‘1 1 Comptes Aendus Faris 92 (1881) p.buB-450, -~
| Guptayli..

1 Congruence properties of 7{m)
Proe.tenares Math.voe. 3 {(1943) p.17=-22,
2 i congruence property betwsen TIW  and ﬁ”ﬁn§
Journ.of Indian sath.Sce. § (1945} p.5%9-60.
"3 A congruence properiy of T[ra ] o
Indian Ac.cf Sci.fect.a. 24 (1546) p.lbill2,
Hardy,G.i.e .
1 Note on Ramanujan®s arithmetical function Tiw, A
Proc.Cambr.Phil.doc. 21 (1917} p.675=680, ‘ Uk
2 A further note on Ramanujan'’'s arithmfetical functi&nﬂﬁ{m} A
Proc.Cambr Phil.Soc. 34 {1938) p.309-315. » S
3 dawanujangTwelve Lecturses.
: Canbridge $.P.19%0,

B b v
B A




@ é)m

§ No Naam on titel
Bﬂﬂx,“.ﬁ« ﬂn Wm Bh‘ »
3 L) T Asymptotic (‘omniw in combinato sis.

Ty analy
Proc.Lond .Math .8oc.{2) 17 (1918) p.75-115,
= Coll .Pap.of dswanujan p.276=309.
3 5 w coefficients in the expansions of certain modular fumc-
Proc.s ‘gal 8cc.8ect. 4 97 (1919) g.!%«!ﬁ.
= Cell . Pap.of amujm }3.3’0"“33 »
Hardy,0.9. end Wright,g,M.¢
6 Introduction in the theory of mumbers.
Oxford U.P.1938.

Hacke,E.:

2,3 1 Theorie der Eisensteinsche dethsn hWSherer Stufe.
Abh.Math,.Sea.Hamb. 5 (1927) p.199.

2,445 2 Die Primzshien in der Theorie der elliptischen Modulfunktionen.
Det . Kgl.Dansk.Vid .8k: Math.fysisk.idedd. (1935),

24,9 3 Bguara fortschritte in der Theorie der elliptischen Modulfunk~
tionen.
Compt.Reln.du Congr.Intern.des Math.0slo 1936 p.140-156.

4 b Uber Modulfunktionen und die Dirichletschan Heihen mit Euler-

scher Froductentwicklung. :
I Meth.Ano. 1% (1937) p.1-28.
II " 1) " p'336_35’.
b3 Analytische Arithmetik der positiven gquadratischen Formen.
Det, mﬁnmak.vm.smmm.ryuuk,uma. 12 (19%0).
- L] I’
3 ] Asymptotische formeln f£fir dis Fourier Koeffizienten ganzer
Modulformen. f
Abh.Math .Sem Hamb. 5 (1‘92?) 9033?“‘3520
3 2 Partisies. )
Kuelides (1945/6) p.67=77,
5 3 The behaviour of generzl thetafunctions upder the modular gmu;
and the characters of binary modular congurence groups I,II.
ann.of Math. 47 (19%8) p,.317-447, u
en Zolotareff:
ALty e ties of Ramenujan's function/w)
| ongruancs properties nogan' g Lunccion
Ecmcs end Cu?ture 12 (1946) p.52.
1 2 On a type of seriss involving the partition function with
application to ceriain congruence relations.
Bull.Calcutta Math.Soc. 19%6) p.129-132.
1 3 On Ramanujan's fupetion T{m)} and the divisor functionCylw)
I Bull.Calcutta Math.Boe. 18 (1946) p.193-206.
I H it L o, (191,,?} 9’33-51_
Lehmar,D.d,2
§ Froperties of the coeflflcielits of the sodular invariant
Aper . Journ.of Math, ﬁ%( 942) p.hE8~502.
1 2 Ramanulan’s function L{ev
Duke Math.Journmal 1§ (19%3) p.483-L92,
1 3 The vanisnhing of Jamanujsn's function (")
Duke Math.Journal 14 (194%7) p.h2g-b33.
Lahnexr,J.:
1 A partiticn functionecomnected with the modulus ive.
Dﬂke Mthn:wrﬂ&l ﬂ (191‘#1) p0631“6550 .
dordell L.J.: .
2y 1 Un Mr.Ramanumjan's empirical sxpansions of modular functions.,
Proe.Caubr.Phil.Soc. 19 (1917) 117=12%,
] 2 IThe definite quadratie form in eight varigbles with determi-
° ~ - nant uvnity. ‘ : -
Journal de Math,.17 {1938) p.bi-hé,




»‘fjw
5 No - Maam en titel, o o ‘ Rt

Biven,X1.:
- Unn a cerfain pavtition function.
ager,JMeth b2 (19%0) p, 353364,
Eutergson,h.:
Uber dle Enbtwicklungskeoeffizienten der automorphen Formen.
, Acta Hath.58 (1932) p.169=21%,
24355 2 Uber die bntwickiungskooffizienten der ganzen Modulformen und
ihre bedeutung fir die Zahlentheorie.
ABdcath.SemHamb. § (1930} n.215<242,
L 3 Kounstrukition der sdmtlichen Ldsungen eliner Rlemannsche Funke
tionalgleicheung dureh Lirichliet deithen wmit Eulerscunesr Produkts=
entwicklung . ) ' . .
I Math.dnn. 116 (1939) ».501~412.
i oo 197 (9939) p.39e=6h,
111 w117 (1939} p.277-300.
Aadamacher.i.s '

3 1

(ad

2,3 1 far Thsorie der Modulfunktionen. ) ’
Journal fir die reine und ang.Math. §07 {1931)p.312-336.
3 2 wine arithmelische Svmmenformel

“opatshefte f8r kath.und Fhysik 339 {1932).p.221=228.

3 3 Brgtimmung einer gewlssen Bipheitswurzel in der Theorie der
Modulfunktionen.
Journ.London Math.Soc. 7 {1932} p.1u=19,

3 i A convargent saries for the paritltion functlion
Prog.at.ac.of Sc.U.8.4.21 (1937) p.78«84,

3 5 On the partition funchion 4w

_ Froe.london Math.foc. (23, B3°(1937) p.2W-250,

3 & The Fourler coefficlents of the moduliar invariant §?$?

Amer.J.0f Math. €0 (1938) p.501-512. )

k 7 The Pourier ssrieg and ths functicnal equation of the absoluts
modular inveriant (¢ ‘
amer,J.00 Math., 617(1939) p.237-248,
The Hamanvjan ldentities under modular substitutions.
Trang.amer Math.Soc. 51 (1942) p.609=635,

nadenscher H.en Jucksrwangt.B.$

S
XY

3 9 On the Fourisr cosfficiesnts of certaln modular forms of positiw
dimension.
| ann,of dath.(2) 39 (1938) p.h33-462,
2 iC A new proof of two of Bamanujan's identities.

Aacc.of Math.{ 2 ) 5 {(1939) p.4731-489,
Baganuian.t. s |
i O cerdain arithwetical functions.
Trans.Cambr ,Phil.Soc. 22 (1916) 5.159-18%= C.F, p.136=162.
Congruenes propsriisg of pavtitions,
Proa.London Math. Sec.38 (1919) p.xix-xx = C.P.p.23C.
it 3 Congruence pronertiss of partitlons.
Math JAeltschrifv. § (19210 p.ib7=153 = O.F, p.232-2308,
Ravmnathunae G

(A%

]

15

e Muttiplicative artithmetic functions.
o o 2 e » -y i
‘ J.Indlen Math.Soe.Z {(19%3) p.tif - 116, .
1 3 Congrusnce propeviies of Ramanujen's funeiion Timd

T Fros.Indian acad.Scil.Seet.a. 10 (1984] p,1h6-148,
1T Jowvrn.indian Math.Soc. g_(ﬁghgj'p«§5m59~
Pricte) ks PELRE L ‘

BT Contributions to the thesory of Hamanujan's ?unctimn‘ﬁf%@ ard
simiter arithmetical fancblions. C

= i Proe.Cambr.Phil.3ce. 15 éi?}?) 351356,
11 EF st M M 5 @939) }3»357"3?2~
I1l i ¥ ¢ i %ﬁ,(19h¢) p.150=1591.



W

Wy g ~€;‘ -
4

No. ~ Naam en titel.

2alid,H.s ‘
1 Zur Abschéitzung der Fourienkoeffizienten ganzer Modulformen.
z«mm.z«s,gahr. 36 (1933).p.263-278,
ledpielfel R0 -2y €2 X%
1 Jas Verhalten von mehrfachen Thetareihen bel Modulsubstitutlonen.
Math. dAnn. 116 (1939).p.511+523,780.
Slegel,C.L.:
1 Uber dile analytische Theorie der wuadratischen Formen.
I Ann,of Math.(2) 3§ (1935) p.527-606.
2lmong." H.s

1 Congruences involving the partition funcmiwns§4ma
Bull samer.Math .Soc. % {19 ) {34883“8921
¥atson,G.N.: |
1 nenanujan’s Note Books

J.London sath./Soc.§ (1931) p.13P=153,
Wi&tngw]aﬁ.! .

1. A note on Ramanujan's arithmetical funatimn'&(*ﬁ
Proc.Caebr.Phil.Soc.29 (1928) p.121-126,
2 Congruence properties of Ramanujuan's funatiaﬁ‘ﬁjﬁ)

Proc.London Hath.Soe.(2) 31 €1930) p.1=10.
Zuckerman H .Sy
1 On the coefficients of certain modular forms belanging to sub-
groups of the modular group.
Trans.ﬁmer.ﬁaﬁha8ac«k§§1939) p.298-321,



