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Een vierkante complexe matrix 1s, zoals bekend, op één en slechts
één manier te schrijven als de som van een Hermitische en een scheef-
Hermitische matrix; we noemen de hierblj optredende Hermitische (resp.
scheef—Hermitische) matrix het Hermitische (resp. scheef-Hermitische)
deel van de gegeven matrix. Bovendien 1is een complexe matrix op één en
slechts één manier te schrijven als de som van een reéle matrix en een
zulver imaginalire matrix; we noemen de hierbij optredende re¥le (resp.
zuiver imaginaire) matrix het re&le (resp. imaginaire) deel van de ge-
geven matrix, Ten slotte is een vierkante complexe matrix op één en
slechts één manier te schrijven als de som van een symmetrische en een
'scheefsymmetrische matrix; we noemen de hierbij optredende symmetrische
(resp. scheefsymmetrische) matrix het symmetrische (resp. scheefgymme -
trische deel van de gegeven matrix.

Het doel van dit rapport is, de volgende stelling te bewijzen:

Stelling. De complexe nxn matrices T , waarvan het Hermitilsche
deel rang r c¢n het imaginaire deel rang s hebben, vormen een vari&telt
waarvan de dimensie d de volgende waarde heeft:

ol

d = in° & n({r+s-3) + rs - 3r(r-1) - %3s(s-1) als r + s ¢n,
d = 2n(r+s) - r? - g° als r + sy n

Het bewijs valt uiteen in een aantal stappen.

We splitsen de matrix 2. eerst in redel en imaginair deel en deze
beide vervolgens weer in symmetrisch en scheefsymmetrisch deel., Dit le-
vert de schrijfwijze 2 =A+B+i(C+D), waarin A,B,C en D re&el, A en C
symmetrisch en B en D scheefsymmetrisch zijn. Nu is A+iD klaarbli jke-
11Jk het Hermitische deel van 2 en 1i(C+D) het imaginaire deel van = ,
Ge&ist wordt dus dat A+iD rang r en 1(C+D)(of C+D) rang s heeft, In
deze eisen komt B niet voor. Dezc matrix kan dus als re&le scheefsymme-
trische matrix geheel vrij gekozen worden, hetgeen 4n(n-1) redle para-
meters oplevert.

We geven de getransponeerde van een matrix S aan met S', de toege-
voegd complexe van S met S en een eenheldsmatrix met I.

We beginnen met een aantal, ten dele bekﬁnde, hulpstellingen.

Hulpstelling 1. Bij iadare reéle achaafa&mm&@wiaahe nxn matreix T
bestaat een reéle nietwaan’li"a n’ ‘
is beat&anﬁa;ui‘
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ces (kastjes) van de gedaante
( o) 1)
3
-1 0
en overigens uit nullen. Als u het aantal van deze kastjes is, is 2u
de rang van T, die dus even is,

Bewijs: Zie Wedderburn [1] » blz,91, thecorem T7; 1n deze stelling
worden slechts orthogonale P toegelaten en slechts kastjes van de vorm

(% 3)

met & £0 bereikt. Uit dit resultaat is onze hulpstelling echter direct

af te leiden, omdat
(1 o) o°<) 10 _ o 1
o o -x 0 o o« -1 0
Hulpstelling 1 kan ook bewezen worden met behulp van de bewijsme-

thode van hulpstelling 9.
Hulpstelling 2. Als een n Xn matrix S rang k heeft, bestaan er k

onafhankelijke kolommen in S, zodat elk van de overige kolommen van S
een lineaire combinatie van deze k kolommen is. Als in het bijzonder de
laatste k kolommen van S onafhankelijk zijn en als XK de n x(n-k) matrix
bestaande uit de ecerst n-k kolommen van S is en L de n xk matrix be-
staande uit de laatste k kolommen van S, dan is er één en slechts één
k ¥ (n-k) matrix U, zodat K=LU. Als in het bijzonder S reéel is, is U
re€el,
Het bewljs volgt uit de theorilie van de lineaire vergelijkingen,
Hulpstelling 3, Als een nxn matrix S rang k heeft, bestaat er

¢en niet-singuliere nxn matrix P, zodat in P'SP de eerste n-k kolommen
uitslultend uit nullen bestaan. Als S bovendien re&el 1s, kan P reéel
worden gekozen.,

Bewijs: Door passende keuze van een permutatiematrix P1 Kan men

verkrijgen dat in P 'SP,1 de laatste k kolommen onafhankelijk zijn. Be-

/‘
raalt men blj deze matrix U als in hulpstelling 2 en kiest men P2 als

volgt n-k k

o~

- (o

dan voldoct P=P1P2 klaarblijkelijk aan de vereisten.
Hulpstelling 4. Als een nxn matrix S rang k heeft, dan hebben

het symmetrische en het scheefsymmetrische deel van S rangen <£2k.
Bewijs: Kies P bij S als in hulpstelling 3 en laat Sq(resp. 82) het

symmetrische (resp. scheefsymmetrische) deel van S zijn. Dan is

P'S,P (resp. P'S,P) het symmetgische,(resp,vsch@efsymmetrisehe) dee
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van P'SP. Uit de gedaante van P'SP volgt direct, dat de (n-k) X (n-k)
linkerbovenhoeken van P‘SqP en P’SQP ultsluitend uit nullen bestaan.Hler-
uit volgt dat P'SqP en P'SQP rangen £ 2k hebben en dus ook S,3 en 82.

Uit hulpstelling 4 volgt dat het imaginaire deel van een Hermiti-
sche matrix van rang r cen rang £ 2r heeft, Alle even rangen g£2r kun-
nen daarbl] ook werkelijk voorkomen:

Hulpstelling 5. Als ugr en als D ecen refle scheefsymmetrische
nxn matrix van rang 2u 1s, dan bestaat er een refle symmetrische nxn
matrix A, zodat A+iD rang r heeft,

Bewljs: Kies bij D een P als in hulpstelling 1. Omdat

1 1) (() 1)
(-i 1/ 2 TESP-l_y 0

rang 1, resp. rang 2 heeft, kan mcn makkelljk een re&le symmetrische

n¥n matrix A1 aangeven zodat A1+1P‘DP rang r heeft, Kiest men nu
A=(p')" A p7]
Iets soortgelijks kunnen we met ecen relle matrix van rang s doen,

, dan heeft A+1D ook rang r en 1s A refel en symmetrisch,

De rang van het scheefsymmetrische deel 1s g 2s; alle even rangen <28
kunnen optreden:
Hulpstelling 6, Als u<s en als D cen re&le scheefsymmetrische

nXn matrix van rang 2u 1s, dan bestaat er cen re&le symmetrische nxn
matrix C, zodat C+D rang s heeflt,.
Bewljs: Analoog als bilj hulpstelling 5. nu echter met de matrices

(O 2) , 0 1)
en
0 0 (—1 0

Hulpstelling 7. Als T coen re®le scheefsymmetrische AxA matrix van

rang 2 AL 1s, dan vormen de oplossingen in refle AXV matrices X van de

vergelijking N .

cen variéteit, die in de omgeving van ¢lk harer punten de volgende di-

mensie dq heeft:
dﬂ =M -2V (y-1) als VS/L:
d1==%fLQu4) +V (A-/4) Als Dy

Bewlijs: Op grond van hulpstelling 1 bestaat er cen refle niet-sin-
guliere AxA matrix P, dusdanig dat

M A2
e e T
T 0 2
T, =P'TF = (’ 2 )} & s
0 0/ jA-2m

waarin T2 een niet-gingulis - "c“‘”“""ﬁrﬂL:*ﬂah“ matrix is, Sehriiw@n
we X=PY, dan ie X’TKWY’TﬂY W@ kunnan dua ook ﬂa varz&li&kim&




VI

beschouwen, Splitsen we Y als volgt
Y

-

\
.. ( Yq‘) } o2
- 3
¥, } A-2Jh

dan is Y’T,lY—Y1 Tng We kunnen dus Y2 blijkbaar willekeurig kiezen
hetgeen ( )-Q/A)\) parameters oplevert, We merken verder op dat als we
van de in onze hulpstelling vermelde waarden van d, het bedrag (A-2m)V
aftrekken, de uitkomst gelijk 1s aan hetgeen bij substitutle van 24

voor A in deze waarden van d gevonden wordt, Uit dit alles volgt, dat

het voldoende is de hulpstelzing te bewijzen voor het geval dat A =2/L,
d.w,z, voor het geval dat T niet-singulier is,.

We nemen dus aan dat T niet-singulier 1s. We leiden eerst enige
eigenschappen van de oplossingen van de vergeliljking X'TX=0 af., Laat X
een dergelijke oplossing zijn; de rang van X noemen we k, We splitsen

X in VY kolomvectoren KgseeosXy) o Er geldt dan blijkbaar:

V

(1) X. Tx, =0 voor jyh=1,...,\.

J ~'n7

Omgekeerd levert ieder stelsel KgseeesXyyo dat aan (1) voldoet een
oplossing van X'TX=0, We merken op, dat z'Tz=0 voor ledere vector z
geldt, zodat (1) alleen voor j#h gecelst bchoeft te worden, Verder le-

vert ledere permutatie van x ..,xl)ook ¢en oplossing,

17

We keren terug tot onze oplossing X van rang k. Er zijn dan k
lineair onafhankelijke vectoren onder Xq,...,Xl), waarvan de overige
linealre combinaties zijn. Laat deze k vectoren XgseensXy zljn. Op
/‘,oo-,TXk
FERRRFE P Omdet T niet-singulier is, zijn qu,...,Txk lineair
onafhankelijk. Hieruit volgt 2k<:2}¢, dus k:s‘}L. Op grond van zijn de-
finitie geldt voor k verder Ogck <€) .

X door vectorcen Viepqsor ¥y die ook elk

grond van (1) is elk der vectoren Tx orthogonaal op elk der

vectoren x

Vervangen wo Xk+1,...,

lineair afhankelijk van X4 K
/l)" k) yk+1}""yv
V= E: & Xy, Sehrijven; substitutie levert direct dat (1) voor dit

stelge vervuld 1is,
We kiezen nu een A, waarvoor A'TA=0, We willen de oplossingen be-

...,%, maar overigensg willekeurlg zljn, dan

is hct stelsel x ook cen oplossing., We kunnen n.,l,.

schouwen, die weinig van A verschillen, Laat m de rang van A zijn, dan
geldt 0 <m <€V enm 6}4, We noemen de kolomvectoren waarin A te splitsen
is BaseeesBy . Zonder beperking van de algemeenheld mogen we veronder-
stellen dat aq,..
voldoende dicht bij A liggen, met splitsing KpseoesXyys ziJn‘x1,..,,xm ,
lineair onafhankeliljk. Voor zulke X, die voldoen aan X'TX~0 kvmldo‘ 1
rang k dus aan mv<k‘<¥f ﬁn,kiﬁf;*~‘f‘ 1

P lineair onafhankelijk zijn., Voor matrices X die
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waarvoor k een gegeven waarde heeft. Zonder beperking van de algemeen-
held kunnen we Kpoeres¥y lineair onafhankelijk veronderstellen. We kun-
nen dan X, willekeurig, mits dicht bij a,
meters., Als m} 2 moet X5 orthogonaal op qu zijn; daar 8o orthogonaal
op Ta,1 is en X, dicht bij a4 ligt, kan Xy dicht bij a5 worden gekozen;
dit geeft 244-1 parameters. We kiezen X, 20 dicht bij 85 dat qu en

Tx2 lineair onafhankelijk zijn. Als m>3, moet XBOrthogonaal op qu en

Tx2 zijn; daar a3 orthogonaal op Ta

kiezen; dit geeft 2 m para-

g en Ta2 is, kan x3 dicht bij a3
worden gekozen; dilt geeft 2 4x-2 parameters. We kiezen x3 zo dicht bi}]
83 dat qu, Tx2 en Tx3 lineair onafhankelijk zijn. Zo voortgaande vin-
den we voor de lineair onafhankelil jke K seas%, DU 2}L+(2/L—1)+...+
+(gprm+1) parameters, Als k> m+1 wordt voor X q DU vereist dat hi]
lineair onafhankelljk van XysenosXy is, orthogonaal op qu,...,Txm is
en dicht bij a ligt. Daar 2m< 2k <2 1s dit mogelijk en wel geeft
dit 2/ -m parameters. Zo voortgaande vinden we voor de linealr onaf-
hankelijke x,,...,%, nu 2+ (2 4=1) 4. . +(2M-k+1)=2 U k-3k(k=-1) parame-
ters., Als V > k zijn op grond van het bovenstaande RipqseeesXy,nu vrl]j

m

als lineaire combinaties van x
voortgebracht door x

PERERTRS te kiezen; omdat de ruimte
PERRRFR dicht 1ligt biJ de ruimte voortgebracht
door PRI (waar Blpqs 8y in liggen) is het ook mogelijk
Xk+1""’xv dicht bij resp. ak+1,.‘.,ay te kiezen, Voor deze vectoren
vinden we nog (V -k)k paramecters. In totaal wordt het aantal parameters
dus
3.2 1

(2) - =k° + (2u+V + 3)k.

Voor continu veranderlijke k heeft deze functle ecen maximum voor
k= %(Q/L+L)+§). We gaan nu na voor welke toegelaten waarde van k de
functie (2) maximaal wordt. We¢ onderscheiden twee gevallen:

10 V&AL . Dan is % (m+V +5) > U+ %. De grootste toegelaten waarde

van k is V; bij deze waarde wordt (2) maximaal, Het maximum is
E/Al)— SV (Y -1).

EO)Jg/pL. Dan 1is %(2}L+w}+ %)27AL+ % . De grootste toegelaten waarde
van k 1s g4 ; bij deze waarde wordt (2) maximaal. Het maximum is
%;xgx+4)+}xu.

Het grootste aantal parametcers wordt dus gevonden door k zo groot
mogelijk te kiezen; de dimensie is dus gelijk aan de hierboven gevon-
den waarden, dle juist de in onze hulpstelling vermelde waarden voor
A=2/4 zijn. De hulpstelling is hiermee bewezen. ,

Hulpstelling 8, Als T een re&le scheefsymmetrische t Xt matrix .
en U een re&le t Xq matrix is en als de (scheefsymmetrische) matrix. .
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T
A (o Tl

rang 2p heceft, dan vormen dc oplossingen in redle txq matrices X van
de vergeli jking

(3) X'TX - X'U + U'X = O

een varlételt, die in de omgeving van de nulmatrix de volgende dimensie

d2 heeft:

d

il

» = ta - 3a(q-1) als q¢p,

dy = 3p(p+1) + a(t-p) als qyvp,

Bewljs: We beglnnen met de volgende betrekking:
0 U I
() (r xv) ( = X'TX - X'U + U'X,
-U 7 X

We passen nu hulpstelling 7 toe met T, A,/u en Y vervangen resp. door

/\ s a+t, p en g en wcl beschouwen we cen omgeving ven de matrix
o

=y
(5) Ty o
O}t
Het aantal parameters, waarvan deze oplossingen afhangen is dus volgens

hulpstelling 7:

(a+t)a-3a(a-1) als q «p,

(6) ) |
sp(p+1)+a(a+t-p) als gy p.
Deze oplossingen schrijven we in de vorm
A
a
/]
(7) ( )} ;
Y”)

} t

voor voldoende dicht bij (5) gelegen oplossingen is Y, nict-singulier,

.1
Als (7) cen oplossing is, is de matrix, die door rechtsvermenigvuldiging

met Yq—q hierult ontstaat ook een oplossing en wel een van de gedaante

~s

() 4
®) ) e
met een X dile welnig van de nulmatrix verschilt, omdat Y1 welnlg van
I en Y2 weinig van de nulmatrix verschilt. Gaan we omgekeerd van een ‘
oplossing van de gedaante (8) met X dicht bij de nulmatrix uit, dan lemﬂ‘

vert rechtsvermenigvuldiging met een will@kauvig@"i
nig van I verschillwhdﬁ qxe r

-1
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met Yq dicht bij I en Y2 dicht bij de nulmatrix., Omdat nilet-singuliere
aXqgq matrices van q2 paramcters afhangen ¢n op grond van (4) vinden we
het gezochte aantal parameters door (6) met q2 te verminderen hetgeen
Juist het in onze hulpstelling vcermelde aantal oplevert,

Hulpstelling 9, Als T ecn rcé&le scheefsymmetrische n xn matrix
van rang 2u is, dan bestaat er bij iedere voldoend dicht bij de nulma-
trix gelegen re8le scheefsymmetrische nxn matrix F, waarvoor T+F

rang 2u hceft, cen niet-singulicre re€le nx n matrix X zodat
X'(T+F)X=T. Hierbij kan Xin een willekeurig klelne omgeving van I wor-
den genomen, als F voldocnde dicht bij de nulmatrix ligt.

Opmerking: Het essentiéle resultaat van deze hulpstelling ligt in
de bewering over het weinig van I verschillen, Zonder deze toevoegilng
is zij een dircct gevolg van hulpstelling 1.

Bewijs: Kies bij T c¢en P, zodat ]?-’”.l?P:’.[‘,l de in hul?stelling 1 aan-
gegeven kanonleke gedaante heeft, Noem F1=P'FP en Y=P~ 'XP, dan gaat
X' (T+F)X=T over in Y’(T1+F1)Y=T4. Het probleem is daarmee gereduceerd
tot het geval dat T de kanonicke gedaante heeft, Stel nu

n-2u 2u
ey PR Ae,

o (0]

n-2u
2u

[

met T2 niet-singulicr en in de kanonicke gedaante, Stel verder

n-2u 2u
ey Ay

(10) ‘. ;</F2 R ) J n-eu
-F } 2u

FB Fy
met scheefsymmetrische Fooen Fy. Omdat ’I‘qﬂ'ﬂ‘,1 niect-singulier en F

g klein
is, is T,+F) niet-sippulicr ¢n ('I‘PwL‘b"ur)'/1 begrensd., Op grond van hulp-
stelling 2 is er cen rcdle 2ux (n-2u) matrix U zodat

!

(11) -F4

(T, + Fu)U

2

(12) F F,U.

il

2 3

Hieruit volgt

(13) F, = U'(T, + F))U.

2

Verdcr is U klein., Nu is

G) e (5903 0% -

De hier gebruikte transformatiematrix verschilt weinig van I,
We behoeven het probleem nu nog slechts voor de niet ' :
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T2 op te lossen., Als n.l. cen weinig van I verschillende 2u ¥ 2u matrix
Z gevonden wordt, zodat Z'(T2+F4)Z=T2, dan geldt

(I c>>(o 0 > I o) _ [0 © )

o z') o 1p, (o Z (o 7,0
Dit 1s ecchter stapsgewiljs uitvoerbaar, Het is duidelijk dat het

optellen van een klein veelvoud van een kolom bij een andere kolom ge-

volgd door dczelfde operatic op de overcenkomstige rijen cen toegelaten

opcratie is, In de eerste rij van T2+F4 staat op de eerste plaats een

nul, op de¢ tweede plaats cen getal dat weinig van 1 verschilt ¢n op de

overige plaatsen getallen die weinig van O verschillen. Door kleine

veelvouden van de tweede kolom bij de derde tot en met de 2u® kolom op

te tellen kan men verkrijgen dat in de cerste rij op de derde tot en

met de 2u” plaats nullon staan. De overcenkomstige opcratiec op rijen

toegepast lovert nullen in de cerste kolom op de derde tot en met de

2u” plaats, Vervolgens kan men op soortgelijke wijze in de tweede rij

en de tweede kolom op de derde tot en met 2u° plaats nullen krijgen;

op de tweede plaats staat ultceraard cen nul, omdat de matrix scheef-

symmetrisch is (als u=1 zijn deze operaties overbodig). Vervolgens kan

men door de cerste rij ¢n de cerste kolom met cen weinig van 1 verschil-

lende factor te vermenigvuldigen (hetgeen ook cen toegelaten transfor-

matic 1is) verkrijgen, dat de getransformeerde matrix de gedaante

2u-2
/0 1 0-io
4 0 0 --=0
| 0 0
b Tyt¥y .} 2u-2
0 0

krijgt, waarin T3 nict-singulicr ¢n van do¢ kanonieke gedaante en F5
scheefsymmetrisch en klein is. Zo voortgaandce kan men het gezochte
resultaat bereilken,

Hulpstelling 10, Do relle scheefsymmetrische nXn matrices van

.rang 2u vormen cen varldtelt, die in de omgeving van ¢lk dezer matri-
ces dimensie ~2u2+(2n—ﬂ)u heeft.

Bewijs: Kies cen rcéle symmetrische nXn matrix T van rang 2u en
vorm hicrbij als in het bewijs van hulpstelling 9 ccn matrix T,l van de
gedaante (9). Het dis voldoendg het probleem voor Tq in plaats van T op
te losscn, Laat Fq cen kleine scheefsymmetrische matrix van de gedaan-
te (10) zijn. Het feit dat T,+F, rang 2u heeft, impliccert het bestaan
van cen matrix U zodat (11), (12) en (13) gelden, Als omgekeerd U en
een scheeflsymmcetrische Fy klcin gekozen worden en F2 en FB uit (13) en
(11) worden bepaald, is aan alle verelsten voldaam,;Dit geeft

2u(n—2u)+u(2u—1)=~2u2+(2n~1)u_paﬁam't rs
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Na deze hulpstellingen beginnen we aan het bewijs van onze stel-
ling. We geven het bewijs in drie stappen,

I. Variatie van C blj vaste D.
We kiezen een vaste reéle scheefsymmetrische nxn matrix D van rang

2u met u ¢8 en trachten de dimensie van de variEtelt der re&le symme-
trische nxn matrices C te bepalen, waarvoor C+D rang s heeft. Kiezen
we bij D een vaste P als in hulpstelling 1, dan heeft P'(C+D)P=
=P'CP+P'DP dan en slechts dan rang s als C+D rang s heeft en 1s P'CP
dan en slechts dan symmetrisch en reéel als C symmetrisch en reéel is,
De gezochte dimensie is dus dezelfde als die van de vari&telt van de
" 1+P’DP rang s heeft. Hieruit
volgt, dat de ofhankelijkheld van D van de gezochte dimensie uitsluil-

regle symmetrische matrices C waarvoor C
tend een afhankclijkheid van de rang van D, dus van u 1s, We kunnen de-
ze dimensie dus door f(n,s,u) voorstellen.

We kieczen bl] de gegeven D nu cerst een vaste 02, zodat 02+D rang
s heeft, hetgeen op grond van hulpstelling 6 mogelijk is. Nu kiezen we
bij 02+D een re€le P als in hulpstelling 3 dusdanig dat in P’(02+D)P
de eerste n-s kolommen ultslultend uit nullen bestaan. We kunnen dus

schrijven
n -

5 5
N/\ F\-A.—\
0 K }n—s
(14) P‘(CZ+D)P =
0 L ~}s
In deze matrix zijn de laatste s kolommen onafhankelijk. We willen
nu C+D beschouwen, waarblj C welnig van C2 verschilt en nagaan van hoe-

veel paramcters C afhangt a2als C+D rang s heeft. In plaats daarvan kun-

nen we blijkbaar ook bij P’(CE+D)P cen dicht bij de nulmatrix gelegen

redle symmetrische n ¥xn matrix E optelliun en nagaan van hoeveel para-
meters E afhangt, als P'(CE+D)P+E rang s heeft. We schrijven
n-g S

ey A
!

Eq Ly } n-g

E, E3 }s

waarin Eq on E3 symmetrisch zign. Nu is

n-g S

Y~

E K+E ! n-s

P (C,+D)P+E = k 2 |\ .
B L+E 8
o [#E3 /| |

We kiczen E2 on E3 zo klein dat ook in deze matrix de laatste s kolom- .

men onafhankelijk zijn. Op grond van hulpstelling 2 is er nu een reéle
s % (n-s) matrix M, dusdanig dat

(15) E, = (L + EB)M
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Il

(K + E, )M.

(1&) E 5

Hieruit volgt

(17) E

it

KM + M'(L' + EB)M.

Omdat E1 en E3 symmetrisch zijn volgt hieruit
(18) M'(L-L')M + M'K' - KM = O,

Kiezen we nu omgekeerd E3 symmctrisch ¢n M dicht bi] de nulmatrix dus-
danig dat (18) vervuld is, dan kunnen we E2 cn B, uit (15) en (17) be-
palen, Dan voldoet E aan alle vercisten, Omdat M door (15) en (16) on-
dubbelzinnig bepaald is (zie hulpstelling 2), is het aantal parameters,
waarvan E3 en M afhangen het gezochte aantal paramcters. Voor E3 is

dit aantal 3s(s+1). Om dit aantal voor M t¢ bepalen bedenken we, dat
(18) cen vergelijking is van het type, dat in hulpstelling 8 is be-
schouwd, Met,/\correspondeert nu

n-s S
[

( 0 K |in-s

-K' L-L! j s

maar dit 1s twce maal het scheefsymmetrische deel van (14), dus 2P'DP
en heeft dus dezelfde rang 2l1ls D, dat ig 2u.

We passen nu hulpstelling 8 toe met t,q,p en X vervangen door
S,n-8,u en M, We vinden voor het totale aantal parameters van E3 en M
en daarmee voor de functic f(n,s,u):

i

f(n,s,u) = 3u°-(n-s-%)u+sn-3s(s-1) als u ¢n-s,
1 .
(19) f{n,s,u) = 3(n-s8)(3s-n+1) + %8

s+1) als uyn-s.

II. Variatic van A bij vaste D,

We gaan nu trachten icts nnaloogs voor het Hermitische deel te
doen. We kilegen weer cen vaste redle scheefsymmetrische nx n matrix D
van rang 2u mct uxgr en trachten de dimensic van de variételt der
reE€le symmetrische nx n matrices A te bepalen, waarvoor A+iD rang r
heeft. Op geheel analoge wijze als hierboven is geschied kunnen we be-
redeneren dat de afhankeli jkheid van D van deze dimensie ultsluitend
ecen afhankelijkheld van de rang van D is. We kunnen deze dimensie dus
door g(n,r,u) voorstellen. We zullen bewijzen, dat g(n,r,u)=f(n,r,u),
17 zodat A1+iD réng r
heeft, hetgeen op grond van hulpstelling 5 mogelijk is. We klezen nu
een permutatiematrix P dusdanig dat in P'(A1+1D)P de laatste r kolomme

We kiezen bij de gegeven D nu een vaste A
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onafhankelijk zijn. Op grond van hulpstclling 2 bestaat er cen (in het

-

27 emeen complexe) r X (n-r) matrix U zodat P'(A1+1D)P=H de gedaante

n-r r
[ (‘VV'\

W L\ 1! n-r
KU K } r

krijgt, waarin K cen Hermitische r xr matrix en L e¢en complexe (n-r)xl?
matrix is. Omdat de hele matrix Hermitisch 1s, geldt

L=71K,
dus ﬁtf; L,
. T'ku UK } n-v
KU K ,}P

In de deelmatrix van deze matrix bestaande uit de laatste r kolommen,
i orang r o heeft, zljn de eerste n-r rijen lineaire combinaties van de
laatote r. Hicruit volgt dat K nict-singulicr is.(Het is trouwens be-
kend, dat cen Hermitische motrix van rang r cen rX r hoofdminor #0 be-
vat),

Jo gaan nu bij H een dicht bij de nulmatrix gelegen reEle symme-
cricche nxn matrix E optellen ¢n nagaan van hoeveel parameters E af-
canpt, als H4E rang r heeft. We beperken ons dnarbij voorecerst tot een
cpesiaal geval, n.l., dat E de goedaante

n-r r
£y A
1
; ? ! N-
Eq £ § n=-r

met symme trische B, heeft. Nu 1s

1
Nn-r IS
M /\)&/""-\
T KU +E, T'K + E?' ] n-r
HE= 2 '
KU + E, K } r

p prond van hulpstelling 2 is ¢r ven (in het algemeen complexe)
r ¥ (n-r) matrix M, dusdanig dat

’)M

) e | 1
(“0) UKU+E, = (UK+E

/‘
KU + E2 = KM.

2

Cndat K niet-singulier is, is

dukctitutie hiervan in



D am

-1

-y Y !
(21) +E, U +UE:2.

Het rechtorlid is
reel is levert d.o

Zuker Hermitisch, Het foit dat E1 gsymmoetrisch on

volgende boterokking:

- - 1
kK e, - B, (T-v) + (D'-u)E

[

H
(22) E2 ( o = 0.
Klczen we nu omgekecrd EZ rclel, dusdani; dat (22) vervuld is e¢n bepa-
len we B, ult (21), dan voldoct E non nlle verelsten (behoudens de ge-
kozen speclale gednante). Als we (22) met (Qi)'1 vermenigvuldigen, is
het cen vergelijkine van het type dnt in hulpstelling 8 is beschouwd,

Mot A\ correspondeert nu

n-pr r
PW“‘\ f‘%’\w/ !
H <]
. 0 H([J U ) }I’!-—I
(23) 1 =T 7 =1 .
- W(U-—U) -;-g-;-(K —-K } I
<l (=8 /I
Nu i3 ¢chter
. . ’v“ ! ! \ , § 1
1T -1U Txu TK) /i1 0 0 u-U
— ‘ o -
o ig™] KU K ) k_w 1 o -k~ [ -
Von deze matelx is het schecfosymmetrisehe deel julst 1 maal de matrix
(23). De rang van (23) is dus duzolfde 21s do rang van het scheefsym-

metrische deel van H, dic coelijk is nan do

rang van D, dat 1s 2u,

Prssen we nu hulpscclling 8 toe mct t,q,p ¢n X vervangen door

r,n-r, u . By, Jan vinden we voor het aantal paramceters voor E.¢
s o
L2 ;
S~gu”-(n—v—;)u+r(n-v) nls u<n-r,
(2h) ' -

als uxn-r,

(2(n-r)(jr—n+ﬂ)

We kunnen nu molike 1 gk boewijzen, d2t g(n,r,u) & f(n,r,u). Het is
n.l, duidelijk dnt 4o voloonde situntic hoet grootst dunkbare aantal
parametoers oploevert, Do uiltonngsmatrix H is dusdaniy dat blj iederc

voldound dicht bij de nulmatrix selegen relle symmoetrische P x e matrix

o
q
SRR

de

3

dilcht bij

E
1

BEE
tri

L,

H+IE

bestont dusdaniz 218

o

g

X 1 de motrix Y

cen dicht bij de nulmatrix solegen relle r oy (n-r) matrix E

nulmitrix golope

rang v

2 en een

n relle symmctrische (n-r) X (n-r) matrix

E de met deze deelmatrices opgebouwde ma-

heeft. Als dnt zo is, kan E2 nog gevaril-
cerd worden (met cen doarult voortvlociunde varintie van Eq) volgens
(24). In verband mob de hicrboven gegeven afleiding van f(n,a,u),volgt
hicrult dat het aantal parametcers dan f£(n,r,u) is. Dus g(n,r,u)¢f(n,r,u).

Cm te bewijzen dat g(n,r,u)=f(n,r,u) behoeven we slechts aan te
tonen, dat dc ultgangsmatrix H zo gekozen kan worden, dat de hlerboven
buschreven ideale situatic optreedt, Hiertoe onderschelden we weer tweco
gevallen.,
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17. ugn-r. We kiczen

u n-r-u u r-u
Sy AT ~ ~"
T o il 0 $ u
H = o) o) ¢ 0 > } n-r-u 5
-1iT 0 I 0 } u
0 0 0 I j r-u

die¢ klaarblijkelijk Hermitisch is, rang r heeft en waarvan het imagi-
naire deel rang 2u heeft. We nemen nu ecen kleine re&le symmetrische
rxr matrix EB:

u r-u
o i

E3 _ ( Euy E5 ) } u .
E5 Eg 3 r-u

Het plijkt nu mogelil jk E2=O te nemen, Bepalen we de ux u matrix U, en

1
de (r-u)x u mntrix U, uit

(I + E4)Uq + EBUE = =il

By Uy + (I + Eg)U, = O,
don moct (iI)Uq—I=iU1—I reéel ¢n symmetrisch zijn., Nu is
-1,
U, = -(I + EBg) Eg Uy,
-
(I +E - ES(I + Eg) B U, = ;117 .
Uﬂ = —i(I + E4 - E5(I + E6)- E5 ) »

zodat asn deze verceiste inderdaad voldaan ig, Als u=r treedt een kleilne

wijziging in het overipens annloog verlopende bewljs op.

20. uY n-r, We kiczen

n-r n-r 2(u-n+r) n-2u
AN I auN M A
I iT 0 0 j n-r
q - -1iT I 0 0 } n-r ,
iT 0 { 2(u-n+r)
0 0 0 I } n-2u

waarin T cen nict-singulicre reéle scheefsymmetrische matrix is. Dan is
H hermitisch van rang r e¢n heeft het imaginaire deel van H rang 2u. Wc
nemen weer een kleine reéle symmctrische r xr matrix EB:

n-r 2(u-n+r) n-2u
e e S e e

E4 E5 E6 \ } n-r
B, = E5' B, Eg | } 2(u-n+r)
7

1 1

-~ -~ bl -— N
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Hier moct cen retle r x (n-r) matrix E2 bilj pevonden worden:

n-r
A

/qu I n-r

E, - Eqq 3 2(u-n+r)

qu \}n—?u
Bepalen we nu de matrix U

n-r

P

U3 } n-2u

zolat

(I+E4)U HE U HE U=~ 1T4E,
(25) E5,U1+(i?+h7)U2+E8U3=E14

Lg U, +Eg U2+(I+E9)U3=E12 ,
dan moct I+E4 EB E6
(26) T ES' T+, g U -1

Be B T+,

recel on symmetrisch zijn,
We kunncn ook omgokecerd U kiczen on © E cn E
< & “q00 Bgqq en Egp
len; deze moctoun dan roedel en k1oin zijn., We klezen 02 recel, U

3

uit (25) bepa-

imaginair (U3=1U6 met roldlo U6) cn schrijven U1=U4+1U5 met rolle Uy en

U5.

Er wordt dus polint:

(I+E4) 5 + Lelg = -1
(27) Lr Ug + TU, +“E8U6 =0
B U + (I + hg)U6 = 0,

\/

Uit d. werste on do derde vergelighing zijn U6 en U5 op t. lossen en

vervolyens ult do tweede U,. Nu zijn U6 en U, kleing U5 verschilt wei-
[ (=4

nig van -I, want
=7, ‘)~1

U, = «(I+L4-T6(I+E9) ¢

5

Uit (25) volgt nu
(

I+F4 Uy+EgUs = Ty
(28) B ULL + L7U2 = E,,

!
E6 Ua_ + EB o = L.:,IE B



Nu wordt (26):
~1T+4E
o [0
(Uy -1Ug U, -iUg) | E,, -1 =

B .-
e

= U4 10" 5 +U qu 1(- U4 —Ur qu'Uf qu)
Daar (26) automatisch Hermitisch 1is, i1s het voldoende te visen
dat (26) relel is. D1t guoft (pobruilk makend van (28) en van de getrans-
poncerden van dc vergelljkingen (27):
? !
5 %107V Bqp =
- -Uu'-US'(I+E4)Uu—U5'E5U2-U6'EG'UM-U6'E8'U2 ;

!
'UM -U

'TU = 0,

!
= -Uu +Uu-U P

2

Hicrn~n 1is te voldoun door U4=%U2'TU2 te kiczen, Dan is Uy klcing
uit (28) blijkt, dat can ook Eqgs Eqq on Eyp Kloin zign,

Aals 2u=n treedt cen kloine wigziging in hoee overigens annloog ver-
loperde bowigs op.

Hicrmee 18 het bewrjs, ¢t o(n,r,u)=f(n,r,u) voltooid,

TIITI. Voriatic van D,

Wo oo nu ook do scheefsymmetrische motrix D varidren; hicrbij
houlden we vehtor J0 ron 2u voan D voorlopi; vast, We verondoerstellen
n~tuurligk, 920 u<r n u<s., Hot aantal parometors wanrvan cen kledne
vari~rcie veon D, dic do rane 2u 110t, afhongt is —2u2+(2n-1)u op prond
van hulpstolling 10, Do situntio dic het moaximnnl denkbore anntal para-
ricters oploeveort is nu Sio wonroly Jde uitoonrsmatrices 4,0 on D 2o geko-
Zzen zign, dat D rong 2u, a+1D rons rooen C+D rang 8 heoft, dusdanig dat
tij icdere Dq van rone 26 Gile wWelniso van D overschilt cen Aq, dic weinig
van A verschilo, on ocen Cq Cle welnis van O verschilt, bestnant, zodat

1+1“1 rang, roon 31+ rane 8 hool't on zodnt, bij vasthouden van Dq, in
Aq cen varintic, dic von f{n,r,u) preamcters ofhangt, on in 61 cen va-
rittie, dic van f(n,s,u) prramcters 2Cfhangt, mogeli k is, In dat geval

zou hot totale 2antal parometors in 4,0 on D samen gelljk zijn aan

]

(29) f(n,s,u) + f(n,r,u) - 2u° + (2n-1)u.

We tonen nu cerst aan, dat d¢ hicrboven beschroven idceale situatie
indcerdnad optrecdt. Het bowijs berust hoofdzakelijk op hulpstelling 9.
We kiczen cerst matrices A,C ¢n D, dic als uitgangsmatrix voor de varia-
tic van A ¢n € bij vaste D het maximale aantal parameters In A en C ge-
ven (alleen bij de afleiding van g{n,r,y 1is van een speciale keuze van
de ultgangsmatrix gebruik gemaakt). Nu nemen we cen D, dicht bij D. Op
crond van hulpstelling 9 is er een X die weinig van I verschilt, zodat
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1 | - . -
X 'DX=D. Kics nu A=(x )7"ax™" en ¢ o=(x")"Tex™", dan zijn A, en C, sym-

H
metriseh on versehillen welnlp van A, resp. C. Verder i8 X (A+iD)X =

1
=A,+1D, ¢n X (C+D)X = C+1iD, zodat varintic van Ay en C, blj vaste D,
hetzelfde nantnl porameters oploevert als variatie van A en C bij vaste
™

We goan nu (29) nnder ondurzocken ¢n wel zocken we het maximum van
deze uitdrukking 2ls u varicert. W. gebruiken hicebij (19). D¢ grenzen
warartussen u kan varilren zign 0 €u g [%nj , WLr, uLy,

i

We veronderstellen cerst r <« s on ondeurscheiden dric gevallen,
PRl
17 rgin en r+s «n, Dan 18 n-rxr cn n-s yr, Verder varicert u tussen
O ¢n r, Nu wordt (29):

(]
(30) -u“+{r+s)u+(r+s)n-tr(r-1)-ss(s-1).
Voor continu verandoerlijk: u heeft deze functile cen maximum voor
u=%(r+s) 2 r. Voor d¢ tocpelaten wrarden van u wordt (30) dus maximaal

~1s u=r. Do maximnle wanrde 18 dan

(5 (r+s)nsrabe(r-1)-3s(s-1).
20 rxg%n cn r+s> n. Donodg n-=r>roon n-8 «r, Verder varicert u o tugsen

0 ¢n r, Voor O ¢ugn-s wordt (29) .11k n~n (30). Op analoge wijze
118 in geval 17 zict men in dat A1t maximnal is voor u=n-s, Voor

n-g cu<r worlt (29):
3 2 » , )
(32) - % U (n+r-5s )utrn-se(r-1)+5 (n-s) (3s-n+1)+5s(s+1).

Voor continu veronderlijke u heoft deze functic cen maximum voor
U= %(n+r—§)z.r— ; . Voor gohole u met n-s gu gr wordt (32) dus maximaal
1ls u=r, V.rder 2014t voor u=n-s, dat (30)=(32). Voor gehele u met

.
O<ugr wordtg (29) dus naxina ol voor u=r, Do maximale wanrede 18 dan

(33) —ﬁn2+(ér+28+§)n—rz~sz.

L0 -
37 r2 in. Don ois n-sgn-r <

1

sn o0 r+3yn. Verder varicert u tussen O
on [gn] . Voor 0 <u<n-g wordt {29) sclijk 2an (30). Wederom is dit
maximnal voor us=n-s, Voor n-s £u<n-r wordt (29) gclijk 2an (32). Voor
continu veronderligke u hecft deze functic ¢on maximum voor u=%(n+r—%)b

mehele u mew n-s <u «n-r wordt (32) dus maximaal voor

1 .
5n~rn - ., Voor
[

u=n-r, Voor n—r‘glzg[}n] wordt (29):
(34) ~?u2+(2n—1)u+§(n~r)(3w-n+1)+§r(r+1)+§(n-s)(js~n+1)+%s(s+1).

Voor continu Y}Pﬁhdarlljk~ u heoeft deze functic cen maximum voor
u=4n- % . Doar [%nJ =in of 4n-}, wordt (34) voor guhele u met n-r gug
.g[%n] naximanl als u:[%ﬁ} . Verder geldt voor u=n-s, dat (30)=(32) en
voor u=n-r, dnt (32)=(34). Voor gehele u met Ogu € {%ﬁ] wordt (29)
dus maximnal voor u=[§ﬁ] . De maximalc wearde wordt gevonden door u=s
of usin-3 (hctgeen op hetzelfde neerkomt) in (34) te substituercn; dit

L]
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levert cehter weer (33). Voor de waarde van het maximum behoeven dus
slechts de gevallen r+s £<n ¢n r+s 2n ondurscheiden tce worden.,

Op grond van do symmctrie in r en s van uitgangsformule en van
resultaat geeft r> s dezelfde uitkomst. We hebben dus voor het maximum
van (29) gevonden:

(r+s)n+rs-sr(r-1)-5s(s-1) als r+s

L—%n2+(2r+28+%)n~r2—L2 als r+s

(35)

We merken nog op dat dit maximum in 2lle gevallen voor de groot-
Ste tocgolaten waarde van u bercikt wordt,

Maken we nu ten slotte A,C ¢n D veranderlijk, dusdanig dat A+1D
rang v ¢n C+D rang 8 heeft ovn kiezen we de rang van D zo groot moge-
1ijk, dan blijft deze rang bij klecine variatie constant., Immers bij
kleine variatic van even matrix kan de rang nooit dalen; in dit geval
kan de rang ook nict stijgen omdat deze maximaal is., Verder is het op
grond van het voorafgaande cduidelik,dat deze keuze het grootste aantal
paramcters oplevert, dat gegeven wordt door (35),

Om het resultoat ven de gtelling te krijsen moet ook nog de varia-
tic in B worden verrckend; door bij (35) echter sn(n-1) op te tellen,

krijzen we juist de formuloes van onze stelling, die daarmee bewezen is,

D
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