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.Over gewicht en dichtheid van topologische ru1rnten 

1. Zij X een topologische ruimte. 
Onder de dichtheid van X verstaat men 

f ( X) = min {'>-- \ 3 N c. X : N =X, l N l = " } 

Onder het gewicht van X verstaat men . 
w(X)=min {'t \ 3 basis B voor X met \B\= t}. 

Opm: In het volgende wordt ondersteld dat f(X) t X0 en w(X)l :X.0 , 

2. Stelling 1: a. p(X) ~ w(X) 

Bewljs: 

b. Als X volledig reguliere T1-ru1mte is, is 
w(X) ~ 2f(X) 

a. evident 
b. Indien N dicht ligt in X, is een continue reele 

functie fop X geheel bepaald door rlN. 
Kies nu N c X zodanig dat N=X en IN I= f(X); 

dan geldt blijkbaar voor de verzameling F van alle 

continue reele functies f, die gedefinieerd zijn 

op X, en waarvoor f [ X ]c <0, 1 >, dat 

Voorts is bij elke x e. X en iedere open O met 

x ~ O een f, F te vinden, zodat f{x) •O en f(y)•1 
voor ye.X\O, hetgeen inhoudt, dat x,r- 1[<0,½))c.o.; 
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dit betekent, dat {r-1 [<O,½)]} fe.F een basis is 
voor X. 

Derhalve is w(X) ~ l F j = 2f(X). 

Stelling 2: a. Als X Hausdorffruimte is, is \x \ ~ 2w(X) 

Bewi,js: 

b. Als X compacte Hausdorffruimte is, is w(x):jxj. 

a. Als Been basis is voor X, en I(x) is de verzame­

ling van alle O ie.B zo dat x a.o, dan is blijkbaar 

() O={x}. 
OE-I(x) 

Dan is x • I(x) een injectie van X in !3(B), 
zodat 

Ix!~ 21Bl 
Derhalve Ix j ~ 2w(X) 

b. Voeg aan elk tweetal punten p,q t:.X disjuncte 

open omgevingen toe: 

Zij B de familie van alle eindige doorsneden van 

verzamelingen O . Dan is Been basis voor X; is pq 
immers O een open verzameling in X, en is p €. 0, 

dan is { 0 } een open overdekking van 
qp q£.X\O 

X \ O, die, omdat X \ 0 gesloten en dus compact is, 

een eindige deeloverdekking {o } 
. . , q P q =q 1 ' q 2 ' · · ' q n 

heeft; maar dan is enerziJds 
n 
n 

i=1 

en anderzijds 
n 

p~ n 
1=1 

0 C O • 
pqi 

Daar voorts !Bl= )xi, volgt w(X) <Ix\. 

3. Zij p een ordinaa1getal. 

De verzameling 

{ 0, 1 } # = t x I x=( x 1 ). , xi =0 of 1 J 
l<f-1, 
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wordt lineair geordend door de afspraak 

(xi) < (yi) 
i<p.; 1<,U, 

, 

dan en slechts dan, indien voor de eerste i, zeg 10 , waarvoor 

x1 I Y 1 , geldt x1 < y 1 ( dus x1 =O, y 1 =1). 
0 0 .,U., 0 0 

Van nu af wor;r.t onder { O, 1} de topologische ruimte 

( verz. { O, 1} , orde-topolo~e) verstaan. 

Het is duideJ.ijk, dat { O, 1} een Hausdorffruimte 1s. 
w 

Opm: { 0,1} is homeomorf met het Cantor discontinuum. 
µ 

Stelling 3: X= { O, 1} is compact. 

Bewijs: 

1. We bewijzen eerst, dat X volledig is (t.o.v. de ordening) 

Zi j Ac. X; definieer b=( b1 ) door transfiniete 
i<JA, 

inductie als volgt 

{ 
b1=o, als voor alle a=(a1 ) ~ A geldt a 1=0 

i<JA--
b1=1 in het andere geval; 

als bi gedefinieerd is voor alle i< v, ziJ dan 

I bv =O, al s voor al le a=( a. ) E. A, met a1=b1 voor 
J. i <,,.U. 

i < v, geldt a =0 
V 

b =1 in het andere geval. 
V 

Het is duidelijk, dat b=sup A. 

2. Nu volgt gemakkelijk uit de subbasisstelling van 

Alexander, dat X compact is (vgl. opgave C uit Hfdst,V 

van Kelley: General 'ropology). 
,',', 

Stelling 4: X= {0,1} is 0-dimensionaal. 

Bewi,j s: 

zijn, waarvoor 

voor i < 10 

voor i> 10 
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Stelling 

er. q =(qi) .. 
l. < ✓IJ., 

l' I 

l 
t 

-~,. :::..J:·=bl 

(~ ' ""1 

VG·~)!:'' l < i 
'' ,,, 

\l 1:~ () r 1 > .1 
0 

,-1,,,~ ,,., ·.1.· ' •• ·,•. .,, •• ir·.· < (J ~.- h t··· ,., ~ v I r• ., v ... ~ l -·· (/, 
' - a -· - r •~ -- U ; ' ' t r. [·' -. A ..._ 4 J - 'f-' • 

H1erul t vc.Lgt ge.r:a:.:.k0Li j){ d<l t i teita~.l onsarnenhangend, 

dus O-diLlensi 1Jna~1l 1s. 

ziJn van de getalklasae, 

Bewi,js: Opmerking; bi,J het DewLJs van~- wordt de continuum-

hypothese gebruikt. 

~- Het 1s dutdel1Jl<, dat de ~erzameling 

: x'1 =CJ 
.L. 

t } 
0 

Cl:'i.Ch t ll gt Hl 

Vr•l)rts volgt 

en de c.unti __ nu1.J1:·J1.yr;c.jtl'1est?, clat 
Ot.( 1,. ) 

? .. , i at. 

I)lJS }. s 

I X I I { 
1 

en dert1alve is, daar 

A - u i '° 1' V -•u• n - l , .... ·":1 -· 
l ., ( ). . 

u 

VCJ::.•r i ~" 1 } 
~) 

ook 

\ A \ ~ 01.,,CI(, ~ ot _; I A I = ()1, 

< l). 
Daar de dichtheid van l 0, 1 s zeker niet kleiner is 
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dan CJl, volgt 

" f( { 0, 1} ) = Ot. 

Op analoge wijze toont men aan 

/({o,1}A+'1) =Oi. 

b. Definieer 

P 1(a)=p 1((a.) )=(p.) door{p.=a. 
l i < /\. l i<P., l _ l _ 

P\ -P"'+ 1-0 
p.=1 

l 

voor i<A. 

voor i "> A +1 

P2(a)=p2((ai). )=(p.) door{p.=a. voor i<A 
l<I\ l . JJ.. l l 

l<r- - =1 
pl\ -p" +1 
p. =O voor i > A +1 

l 

} µ.,. Ot 
Dan bestaan er in 1 O, 1 blijkbaar 2 disjuncte, 
open, niet-lege intervallen 

{ x I p 1(a) < x < p 2 (a)} 

Derhalve is _f ( { 0, 1 ru.,) t 20t 

5. Zi j 1 = /\ (at), en X = { O, 1 } ';\ +2 

Dan is f ( X) =2 ~· = I X [. 

Op grond van St.1 en St.2 is 

f ( X) ~ w( X) < I X I , 
en dus ook 

6. Stelling 6: Zij 

Dan is 

w( X )= j X j 

X= TT X a 
(topologisch product). 

Bewijs: 

a£ A 

w(X) < (Jl. 

dan en slechts dan als 

1) w(Xa)i ~ voor 

2 ) I { a! a ~ A en Xa 

alle a€.. A 

niet indiscreet}t < = Ot, • 

Als opgave M uit Hfdst.III van Kelley: General 

'ropology. 
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Stelling 7: a. Indien I B j ~ 2 , en f(Xb):';1 (Jt voor alle b e.B, 
dan geldt ook 

(11,, 

b. Indien ) A j > 2 , en indien Xa een volledig 

reguliere '1' 1-ruimte is voor elke a exa, dan is 

f ( TT X ) > (Jt, 
aE:.A a 

Bewi ,is: 

a . z i J (i = tX. ( ot•) ; 
';'.)( 

z . b . d. a. z l J B= { 0, '1 } 

Laat voorts A(c B) gedefinieerd zijn door 

A= { x!x=(x,) ; 
l l <. <:x. 

3 i < <X :x. =0 voor i~i } 
0 l 0, 

(i) Indien M welgeordend is met ordinaalgetal «, laat dan voor 

alle b .z, B de verzameling 

N = 
b 

dicht liggen in Xb. 

(ii) Definieer Z door 

(iii) Het is duidelijk, dat lzl= ~ 
(iv) Z ligt bovendien dicht in X= 1T X • 

bGB b 
Iinmers: als U open is in X kunnen we z.b.d.a. schri.jven 

u = IT u 
b B, b 

16,,. 

waarin Ub open is in Xb, terwiJl 

Ub/Xb zijn; bijv. alleen Ub_/Xb_ 
l l 

Voor alle i='l,2, ... ,k bestaat nu 

J 

slechts eindig vele 

voor 1='1,2, ... ,k. 

een 
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Kies dan a i t. A ( i == 1, 2, ... , k- 1 ) z o da t 

b < <b< < .sb 1 a1= 2 a2= ... <-ak-1- k ' 

en definieer z=(zb) door 
b ~B 

m(b 1 ) 
zb=nb voor b < a 1 

(i=1,2, ... ,k-2) 

voor ak-'1 ~ b 

dan is z f Z f'\ U. 

2. Indien X= 1T 
a~A 

X, dan is op grand van stelling 6 
a 

'r.. 
w( X) > 2 , 

en dus op grond van stell1ng 1 

, 

en dus .f ( X) > A (continuumhypothese). 


