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.Over gewicht en dichtheid van topologlsche ruimten

1. 213 X een topologische ruimte,
Onder de dichtheld van X verstaat men

p(X)= min PMaNex : W=y, |nj=2}

Onder het gewicht van X verstaat men

w(X)=min {t} J basis B voor X met iBiz'E}.
Opm: In het volgende wordt ondersteld dat p(X) 59(.0 en w(X)Z J"o’

2. Stelling 1: a. p(X) £ w(X)
b. Als X volledig reguliere T
w(x) £ 2F(X)

1—ruimte is, is

Bewl js: a. evident
b. Indien N dicht ligt in X, is een continue reele
functie £ op X geheel bepaald door le.
Kies nu Nc X zodanig dat N=X en |N|= p(X);
dan geldt blijkbaar voor de verzameling F van alle
continue reele functies f, die gedefinieerd zlijn
op X, en waarvoor f [XJ]e<0,1>, dat

}F}=£NX)=2ﬂX).

Voorts is bij elke x & X en iedere open O met
x¢ 0 een £&F te vinden, zodat f(x) =0 eq fy)=1
voor y € X\ 0O, hetgeen inhoudt, dat x e f [ < O,%)}c 0;
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dit betekent, dat ‘{f—q ﬂ(O,%)]} een basis is
voor X.

Derhalve is w(X) £ !Fl==2f(X).

felF

w(X)

Stelling 2 a. Als X Hausdorffruimte is, is \X‘ L2
b. Als X compacte Hausdorffruimte is, is w(X)élX].

Bewil js: a. Als B een basis is voor X, en I(x) is de verzame-
ling van alle 0 &B zd dat x e 0O, dan is blijkbaar
N ()={x}.
OeI(x)

Dan is x-+I(x) een injectie van X in ;B(E),
zodat
] € 217!

Derhalve ‘X‘ < ow(X)

b. Voeg aan elk tweetal punten p,q € X disjuncte

open omgevingen toe:

qeO0._ , O 00 _ =¢.

&0
P pa’ ap ra ap

Zij B de familie van alle eindige doorsneden van

verzamelingen O Dan 1s B een basis voor X; is

ra’
immers O een open verzameling in X, en is pe O,
dan 1s {O } een open overdekking van
AP - g e X\0

XA\N0, die, omdat X \ 0 gesloten en dus compact 1is,

een eindige deeloverdekking {O }
ar~,_
q-Q13QEJ . ')qn
heeft; maar dan 1s enerzijds

N
O & B
i=1 P9

en anderzli jds

n
pe () © c 0
1=1 P4y

Daar voorts lBt= | x|, volgt w(x) £ | x1.

3. Z1ij m een ordinaalgetal,.
De verzameling

{(3,1}}k={_x[ x=(xi) , x4=0 of 1}

icm
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wordt lineair geordend door de afspraak
(%) < (vy) ,
1< i< pb
dan en slechts dan, indien voor de eerste i, zeg io’ waarvoor

Xy # vy, geldt xio< yio (duiuéiozo, yio=1).
Van nu af wordt onder {0,1} de topologische ruimte

A
(verz.{ 0,1} , orde-topologie) verstaan.
Het is duldeliljk, dat {O,ﬂ} een Hausdorffruimte is.

Opm: {0,1} is homeomorf met het Cantor discontinuum,

P
Stelling 3: X= {0,1} is compact.

Bewljs:

1. We bewljzen eerst, dat X volledig is (t.o.v. de ordening)
Zij AcX; definieer b=(bi) door transfiniete

1<

inductie als volgt

1< 1

b,=0, als voor alle a=(ai) & A geldt a_=0
bq=1 in het andere geval;

als bi gedefinieerd is voor alle i< v, zij dan
b =0, als voor alle a=(a.) € A, met a_ =b, voor
\4 . i 71
1<l
i<v, geldt aV=O
bv=1 in het andere geval.

Het is duidelijk, dat b=sup A.

2. Nu volgt gemakkelijk uit de subbasisstelling van
Alexander, dat X compact is (vgl. opgave C uit Hfdst.V
van Kelley: General Topology).

’(L,
Stelling 4: X= {0,1} 1is O-dimensionanl.

Bewljs:
Kies a=(ai) ¢ A en b=(bi) e A,
1A ieau
Z1j a<b en laat io de eerste index zlijn, waarvoor
a, # b, (dan is dus aio=0, bio=1);
definieer p=(pi)i< door ( py=a;=b;  voor 1<ig
P o, =0
o)

pi=1 voor 1» io



en q=(qi), docr qlzaizbi cor 1« io
LM q, =1
qi=U voor 1 >1O 3

dan is a%p<qsb en {x[p<x<q}= g.
Hieruit volgt gemnakkelijk dat X totaal onsamenhangend,
dus O-dimensionaal is.

4, Laat u(et) het eerste ordinaalgetal zijn van de getalklasse,
waarvan ot het kardinaalgetal 1is.

Stelling 5: Zij A = A(e).
a. p{o, 1} )= p( {011 = e
. p({o,1}*)z 2% voor I\ 42,

Bewiljs: Opmerking: bij het bewljs van a. wordt de continuum-
hypothese gebruikt.

a. Het is duidelijk, dat de verzameling

A= {x}x=(x,) , x,=0 of 1, gid<k :x,=0  voor

i >

121}

\ o
dicht ligt in {0,171} .
Voorts volgt uit

. d .

0“10)=== \{1l1< 10}’< o

en de continuunhypothese, dat

201(10) < o
Dus 1is (1)
a1
,{x} x,=0 wvoor 1 z io}) Lo 9 Lo,
en derhalve 1s, daar
A = ~L) {x]xi=0 voor i % 10}
1O<1

ook
\A‘ 20U = ol ; ‘Al =

A
Daar de dichtheid van {0,1} zeker niet kleiner is



dan ¢,

jo’

o (a)=p,((2,)

volgt

A
p{o,1 g ) = oL,
Op analcge wljze toont men aan

plio ™ -

Definieer

o,(2)=p,((a,)

7\)=(10i) door ( p,=a,; voor i< A
i< 1 _ _
Pr =Py 1970
pi=1 voor 1s» A+
i<k)=(pi) door { py=a, voor i< A
1ot _ =1
PATPN 41
pi=O voor i>A +1

M 177
Dan bestaan er in {0,1} blijkbaar 2 disjuncte,

open,

Derhalve is _p({ O,ﬂ}ﬁﬁ

5. Zij A= N(an),

o
Dan 1is ﬁ(X)zE
Op grond van St.1 en St.

en dus ook

6. Stelling 6: Zij

Dan 1is

dan en

niet-lege intervallen

{x]e a)ex<pyla)}

en X =9{0,1
=] x|.

p(X)

py

o

}R+2

is

A DO

w(x) £ x|,

w(X)=| Xl .

w(X)

slechts

X, (topologisch product).

S

dan als

1) W(Xa)é ¢t voor alle a¢ A

2) H alas A en X_ niet indiscreet}} o,

Bewl js: Als opgave M uit Hfdst.III van Kelley: General

Topology.



oL
Stelling 7: a. Indien |B |2 2, en J()(Xb)-ﬁ-cn', voor alle b eB,
dan geldt ook

f)(bTaTB )%

ot
b. Indien |A|>2 , en indien X, een volledig
reguliere C[‘,]-ruixnte is voor elke ana, dan is
P( I Xa) > oL
acech
Bewljs:
a. Zig o =&(o);
w
z.b.d.a. zij B={0,1} .
Laat voorts A(c B) gedefinieerd zijn door

e i ¢ = ;
) : 310<0L.xi0vooriio}

A= { x{xz(xl e

(1) Indien M welgeordend is met ordinaalgetal & , laat dan voor

alle beB de verzameling

Np= { “ém)}

meM
dicht liggen in Xb°
(ii) Definieer Z door )
if =n voor bg a
b b 1
~ 3 . (mi> P

7= fz(fb)be.B Ja,.. °,aseA: mo,.,.,mSeM:a,]e:ag< co.<ag en *sznb voor ai‘b<ai+’l
(i=1,2,...,3“1)

(mg)

. S
\Ib”nb voor asi b

(ii1) Het is duidelijk, dat {z}= ¢

(iv) Z ligt bovendien dicht in X= ] X .
beB D
Immers: als U open is in X kunnen we z.b.d.a. schrijven

U = W Ub 3
be3B
waarin Ub open 1is in Xb, terwijl slechts eindig vele

Ub%xb zijn; bijv. alleen Ubi;éXbi voor i=1,2,...,k.
Voor alle i=1,2,...,k bestaat nu een



Kies dan a; 2 A (i=1,2,...,k-1) zo dat

b.<a_ £ b.<a,. = 2p

1% %4 2S %2 T =8k ko

en definieer z=(z door

( m(b,)
1 .
=nb voor b < a

b 1

-n<m(bi+1)) or Zb<a
Zp =y, VO a; = .

(n(b,))

\ 2=y voor a

173
o3

k-1

dan is z e¢Z NU,

Indien X= TT Xa’ dan is op grond van stelling 6
aeh

A
w(iX)>»2
en dus op grond van stelling 1

op(X) 5 o7

5

en dus .F(X) > A (continuumhypothese).



