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Definitie: Een verzameling elementen a 1 ,a2 , ••• ,an van een commutatieve 

topologische halfgroep Sheet een stel voortbrengenden van S 
n 1 nk 

als de verza.meling {a .••• a. }, j.=1, ••• ,n, n.=1,2, •• o 

. . . J 1 Jk i i 
overal dicht ligt in S. 

. ;; 
Sheet monothetisch als S door een element a wordt voortgebracht, dus 

n 00 

als {a }n= 1 dicht ligt in S. 

Een topologische groep G heet monothetisch als er een element g E G 
00 

isi zo dat {gn} dicht ligt in 
n=-oo G. In het compacte geval vallen 

--00 

deze twee begrippen samen. Immers dan is {gn}n= 1 een compacte deel-

halfgroep van Gen dus een 
00 

Hieruit volgt dat {gn}n=...oo 

ondergroep van G. 
--oo n 00 

C {gn}n=1 9 {g }n=1 = G. 

Iedere monothetische halfgroep Sis blijkbaar commutatief. 

Zij nu Seen willekeurige compacte halfgroep en stel a ES. (Met f(a) 
co 

zullen wij de afsluiting van de verzameling {a0 }n=1 in S aangeven. 

Men kan bewijzen dat de compacte halfgroep r(a) precies een idem­

potent element e bevat en dat de verzameling limietpunten van de 
00 

rij {an}n=l een groep H(e) vormt. 
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H(e) is de grootste ondergroep van f(a) die e omvat en H(e) = r(a)ce. 

Verder is H(e) een compacte monothetische groep met voortbrengende aeo 

H( e) is tevems de kern van de halfgroep r ( a) o 

Stelling 1o Zij Seen compacte commutatieve halfgroep voortgebracht 

door n elementen. Dan heeft S hoogstens 2n-1 idempotente 

element en., 

Bewijs: 

Stel a 1 ,a2 ,ooo 9 an de voortbrengenden van So 

Daar f ( a 1 ) lJ f ( a2 ) V o .. U f ( a ) V f ( a 1 ) f ( a2 ) \) .. oV f ( a 1 ) f ( a2 )o o cf ( a ) 
n n1 nk' n 

een compact deel is van St dat alle mac ht en a. "o o a. bevat 9 is 
J1 Jk 

s = V r(a. Loof(a. )o 
. J 1 . ~k n 

Sis dus de vereniging van 2 -1 compacte deelhalfgroepena 

Wij bewijzen nu dat elk van deze halfgroepen precies een idempotent 

element bevato 

Stel ei ~ r(ai) i=1,ooo,n en f een willekeurig idempotent element uit 

r(a. ),,,oof(a" )"Danis fte 
J 1 ,Jk 

b. E: r (a. ) ( i=1, o oe :1k) o Tevens geldt daar 

schrijven als f = b. ooob, met 
r J 1 Jk 

f =f, r=1,2~ooo~ dat 
Ji r rJi r r 

f = b . b . 0 0 0 b . * f .f.. b . r ( a . ) a O • r ( a . ) ' r= 1 '2 ll O O O 0 

JJ J2 Jk J1 J2 Jk 
Daar f{b. ) c qa. ) geldt date. € f(b. ) en dus is e. limietpunt 

J1 r ~J1 J1 J1 J1 
van de rij {b. } 1 o Uit de continuiteit van de vermenigvuldiging 

J1 r= 
en de compactheid van r(a. )ooof(a. ) volgt dat f Ee. r(a. )ooaf(a. )o 

J2 .. Jk J 1 J2 Jk. 
Dus fe. = fo 

J 1 .. 
Op dezelfde W1JZe 

f(e. oooe, ) = fo 
J 1 Jk 

Aan de andere kant 

bewijst men dat fe. 
Ji 

= f, i=2,~oo,k en dus dat 

heeft men f(e. oo oe. ) = 
J 1 Jk 

H(e. LooH(e. )a Daar H(e. )oooH(e. ) bevat 
J 1 Jk J 1 Jk 

ondergroep van S die het idempotent element ej 1oooejk omvat en 

f( e. o ., oe. ) een idempotent element is, volgt hieruit dat 
J 1 Jk 

f = f( e. 0 oc e. ) = e. a o a e. o De halfgroep r (a. ) , o of ( a O ) heeft dus 
J1 Jk J1 Jk J1 Jk 

precies een idempotent elemento 

(bo eo ) •• a(b. e. ) e 
J 1 J 1 Jk Jk 

is in de maxima.le 
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Gevol6: 

Bewijs: 

St el b ~ r ( a O ) c o , r ( a O ) n r (a. ) " o a r (a. L 
11 lk . J1 Jr· 

Dan r ( b ) c r ( a o ) oc o r ( a O ) n r ( a . ) o o 0 r ( a o )u 
1 1 1k J1 Jr 

Daar zowel f(b) als r(a. )oo,f(a.) en r(a. )000f(a.) precies een 
11 1k J1 Jr 

idempotent element bevatten, geldt e. oooe, = eo oooe, o 

11 1 k J1 Jr 

Opmerking: Stelling 1 geldt niet als n ~ Xoo Stel bijvo I= [0,1] 
met de gewone vermenigvuldiging van de reele getallen en laat rI 
het directe product zijn van continu veel copieen van Io Dan bevat 

r1 , 2c veel idempotente elementen, 

r1 is separabel en bevat dus zeker een overal dichte deelhalfgroep 

met aftelbaar veel voortbrengendeno 

Stelling 2,, Zij S een compacte commutatieve halfgroep, voortgebracht 

door n elementeno Dan heeft S precies een idempotent 

element of Sis een semilattice van compacte deelhalf~ 

groepen met precies een idempotent, waarvan minstens 

een voortgebracht wordt door m ~ n elementeno 

Bewijs_: 

Stel S = U r (a. ) c , or (a. ) , Dan is S een compacte deel= 
a ei. , • o e. =ea J 1 Jk a 

halfgroep J1 Jk van S, Immers als e. oooe, = e. oooe, = e 
. J 1 Jk 11 lr a 

en x 6. r ( a,. ) , • , f ( a . ) , y E r ( e . ) o o , r ( e . ) dan e ~ r ( x) en 
J1 Jk l] lr a 

e f: r(y) ~ e 6 r(xy) c. r(x)r(y)o 
et. . a 

Dus xY E f(at )ooof(at) met et oooet =ea 
1 l 1 1 . a 

Uit stelling 1 volgt tevens dat S prec1es een idempotent element 
a 

bevat en dat Sar. s8 = (]J als ea ':f e 8o 

S 1s de verzameling van alle x €Smet e E. r(x)c a a 
Laat nu de verzameling Evan alle idempotenten e ES geordend z1Jn 

Cl. 

door middel van,;;, waarbij ea~ e 8 als eae$ = 

dat;;, een partiele ordening is. 

e o 
a 

Het is duidelijk 
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Definieren wij nu S < S als e < e, dan wordt Seen semilattice 
a = S a = S 

van compacte deelhalfgroepen So 
a 

Laat tenslotte e een maximaal idempotent uit E zijno Dan is 
a 

ea = e. e r (a.) voor minstens een voortbrengende a .• Men gaat nu 
1 . 1 1 

gemakkelijk'na dat SN dan voortgebracht wordt door de a. mete.= e 
'"" 1 1. a 

Stelling 3. Zij Seen compacte commutatieve halfgroep voortgebracht 

door n elementen a 1 , ••• ,an en stel dat S precies een 

idempotent element bevat. Dan is de verzameling limiet-
n1 nk 

pu.nten van {a. 000 a. }, j.=1,ooo,n, n.=1, •• , 
_J1 .. J~ 1 l. 

een groepj die geliJk is aan de kern van S. 

Bewijs: 

Stele= e2 G Sen H.(e) de kern van r(a.), j=1,oc.,n. 
J J 

Zij K de kern van So Dan is, daar S maar een idempotent element e 

bevat, K gelijk aan de maximale ondergroep H(e) van S die e bevato 

Er geldt dus H1(e)H2 (e)oooHn(e) c H(e) = K. 

Daar ieder element van Ste schrijven is als b. ooob. met b. '=: r (a. ) 
Ji 

en K = Se, geldt voor willekeurige x EK, 
J1 Jk Ji 

x = xe = b. o••b. e = 
J1 Jk 

= (b. e).oo(b. e) CH. (e)oooH. (e) C H1(e).ooH (e)o 
J 1 Jk J 1 Jk n 

Dus K = H1(e) ••• Hn(e). 

Het is duidelijk 
n1 nk 

dat ieder element x G H1 (e)oooHn(e) limietpunt is van 

{a. sooc,a.· }. 
J 1 Jk 

Zij nu omgekeerd 
n1 

y limietpunt van {a. 
J 1 

Dan bevat iedere omgeving van y punten 

willekeurig grote n 1 • Hieruit volgt dan dat 
r y E. a. S, r==1,2~. ". ,, Daar S compact is 
J 1 

K is dus de verzameling limietpunten van 

met bijv, 

hieruit ye eS = K. 
nk 

""" a. } 
Jk 

O_pmerking; Heeft S meer dan een idempotent ele)llent, dan is de 

verzameling limietpunten echt grater dan de kern K van Sc 
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Is Seen locaal compactemonothetische halfgroep met een kern K 

die niet leeg is, dan kan men bewijzen dat S compact iso 

Deze stelling is niet meer juist als S door meer dan een element 

wordt voortgebrachto Zo is bijvo de groep van de gehele getallen Z 

een locaal compacte halfgroep voortgebracht door 3 elementen met 

kern K = Zc 
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