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Definitie: Een verzameling elementen 813855000,8 Van een commutatieve
topologische halfgroep S heet een stel voortbrengenden van S

n n
als de verzameling {aj1 coo a.k},

Jk ji=1,0003n’ ni=1,2,000

. . 1
overal dicht ligt in S.

S heet monothetisch als S door &én element a wordt voortgebracht, dus
als {an}:=,‘ dicht ligt in S.

Een topologischg groep G heet monothetisch als er een element g ¢ G
is, zo dat {gn}n=_m dicht ligt in G. In hgg_ggmpacte geval vallen
deze twee begrippen samen. Immers dan is {gn}n=1 een compacte deel-
halfgroep van G en dusmeen ondggg;gep van 91——m

c g, = {&" _, = ¢

Tedere monothetische halfgroep S is blijkbaar commutatief.

Hieruit volgt dat {gn}n=_Oo
Zij nu S een willekeurige compacte halfgroep en stel a ¢ S. (Met T'(a)
zullen wij de afsluiting van de verzameling {an}:=1 in S aangeven.
Men kan bewijzen dat de compacte halfgroep I'(a) precies €én idem=-
potent e&ement e bevat en dat de verzameling limietpunten van de

rij {an}n=1 een groep H(e) vormt.




H(e) is de grootste ondergroep van I'(a) die e omvat en H(e) = I'(a).e.
Verder is H(e) een compacte monothetische groep met voortbrengende ae.

H(e) is tevens de kern van de halfgroep I'(a).

Stelling 1. Z1j S een compacte commutatieve halfgroep voortgebracht
door n elementen. Dan heeft S hoogstens oM idempotente

elementen.

Bewijs:

Stel 8ys8pr00c sl de voortbrengenden van S.

Daar F(aj) v F(ag) Vooew L}F(an) U F(a1)F(a2)£u eocUl‘lga?)l‘(ae)owl"(an)
een compact deel is van S, dat alle machten aj1 coe ajk bevat, is

S = U P(aj1)ouor(ajk)c

S is dus de vereniging van 2.1 compacte deelhalfgroepen.

Wij bewijzen nu dat elk van deze halfgroepen precies &&n idempotent
element bevat.

Stel e c F(ai) i=1,...,n en £ een willekeurig idempotent element uit
F(aj1)vuor(ajk)o Dan is f te schrijven als f = bj1000bjk met

b, e I'(a, ) (i=1,...,k). Tevens geldt daar f =f, r=1,3,..., dat

1 1
£=0b- bl ...bt = fe bg I'(a, )”.r(aj ) s r=1,25000 o

Jz 5 " 1 d2 K . .
Daar T bj1) c F¥Sj ) geldt dat es é.l‘(bj ) en dus is ej1 limietpunt
van de rij {bg }r=1 . Uit de continuiteit van de vermenigvuldiging

1
en de compactheid van P(aj )oooI'(a.j ) volgt dat T & e
2 - Yk
Dus fej = f,
Op dezelfde wijze bewijst men dat fej_ = f, 1=2,,..,k en dus dat

i
fle. .o.e. ) = f.
J1 Ik
Aan de andere kant heeft men f(e. c..e. ) = (b. e. ).col(b. e. )} &
Jd1 Jk ) J] dq aJk»Jk
H(e. )GQQH(ej ). Daar H(ej )QQOH(ej ) bevat is in de maximale
1

T(a. )o.ol'(a. )
1 J2 Jk

k f k
ondergroep van S die het idempotent element ej oaaej omvat en

f(ej ,:c.€. ) een idempotent element is, volgt hieruit dat

1

f=rf(e, coc€. ) = €. .o.e. o De halfgroep I'(a. )...I'(a. ) heeft dus
J1,, Jk J1 J J1 Jk

precies &&n idempotent element.




Gevolg: I’(:a.i )Y(aie)aoor(aik) N I‘(aj1)I"(aj )csor(aj ) =6,

dan en slechts dan als €. ccc€. #F €. cco€. o
14 1k dq Jr

Bewijs:
Stel b € I'(a, )...T'(a. ) Nn I'{a. )...T{a. ).
11 e Jq Jr
Dan T'(b) ¢ I‘(ai )nof“(ai ) O F(aj YoooT(a. ).
- 1
Daar zowel T'(b) als I‘(ai )ch’(ai ) en F(ajr)QOQF(aj ) precies één
: k 1

. r
1dempotent element bevatten, geldt &, coo€. = €. cooej o

1 1k J1 r

Opmerking: Stelling 1 geldt niet als n 2 Xge Stel bijv. I = [0,1]
met de gewone vermenigvuldiging van de reéle getallen en laat 1t
het directe product zijn van continu veel copieén van I. Dan bevat
II, 2% veel idempotente elementen.

II is separabel en bevat dus zeker een overal dichte deelhalfgroep

met aftelbaar veel voortbrengenden.

Stelling 2. Zij S een compacte commutatieve halfgroep, voortgebracht
door n elementen. Dan heeft S precies &&n idempotent
element of S is een semilattice van compacte deelhalf-
groepen met precies &én idempotent, waarvan minstens

&&n voortgebracht wordt door m < n elementen.

Bewijs:

Stel 8 = _ . U T(a, )MQI'(aj ). Dan is S, een compacte deel=-
L4 [ ° —u

halfgroep 91 Ik van S] Immers B1s €. c..e. = ey oos€y = e

: 1 k 1 r
en x & I‘(aj )oecr(aj ), ¥ I‘(ei“)o“F(ei ) dan e, & I'(x) “en
k r

e, e Tly) = e, e Tlxy) c Ix)I(y).

Dus xy & F(at )oooI‘(at ) met et1woet =e,-

Uit stelling 1 volgt tevens dat S precies &én idempotent element
bevat en dat S N SB = ¢ als e, # eg

S 1s de verzameling van alle x & S met e, & I(x)-

a
Laat nu de verzameling E van alle idempotenten e, & S geordend zijn

door middel van < , waarbij e, < eq als eup = &y Het is duidelijk

dat < een partiéle ordening is.



Definiéren wij nu Sa < S, als e, S € dan wordt S een semilattice

B = B

van compacte deelhalfgroepen Sao

Laat tenslotte e, een maximaal idempotent uit E zijn. Dan is

a
gemakkelijk na dat Sa dan voortgebracht wordt door de a; met e = e o

ey = €; € F(ai) voor minstens &é&n voortbrengende a;. Men gaat nu

Stelling 3. Zij S een compacte commutatieve halfgroep voortgebracht
door n elementen &,;.c0,8 en stel dat S precies &&n
idempotent element bevat. Dan is de verzameling limiet-

4

nyx
punten van {a. ... aj 1, Ji=1,ooo,n, ni=1,oap

een groep, die gelijk 1s aan de kern van S.

Bewijs:

Stel e = e“& S en Hj(e) de kern van F(aj), J=1s0cesno

Zij K de kern van S. Dan is, daar S maar &&n idempotent element e
bevat, K gelijk aan de maximale ondergroep H(e) van S die e bevat.

Er geldt dus H1(e)H2(e)coeHn(e) < H(e) = K.

Daar ieder element van S te schrijven is als bj Qoobjk met bji e F(aji)
en K = Se, geldt voor willekeurige x € K, x = xe = bj1euabjke =

h= (b.je)ooo(bjke) c Hj1(e)o“ij(e) c H(e)...H (e)s

Dus K = Hj(e)oooHn(e)c

Het is duidelijk dat ieder element x e H1(e)°ooHn(e) limietpunt is van

(ayen,a.
I E R ™ o n, n,
7Zij nu omgekeerd y limietpunt van {a. ... a. }-
= J1 Jk o Dy ny .
Dan bevat iedere omgeving van y punten aj ooo aj met bijv.
1 k

willekeurig grote n,- Hieruit volgt dan dat
vy e ag S, r=1,2,... . Daar S compact is volgt hieruit y € eS = K.
g nk
} .

. 1 . S 1
K is dus de verzameling limietpunten van {aj oce aj
1 k

Opmerking: Heeft S meer dan &8n idempotent element, dan is de

verzameling limietpunten echt groter dan de kern K van S.




Is S een locaal compacte monothetische halfgroep met een kern X
die niet leeg is, dan kan men bewijzen dat S compact is.

Deze stelling is niet meer juist als S door meer dan &&n element
wordt voortgebracht. Zo is bijv. de groep van de gehele getallen Z
een locaal compacte halfgroep voortgebracht door 3 elementen met

kern K = Z.
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