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Gehele functles ven het exponentifle itype.

- (Voordracht in de serie Thotualiteiten”; te houden op 24 April 194Es
‘ ' door J, Korevaar),

Inhoud. 9. Wasrschuwing, ,
2. Inleiding over Fourier~integralen,
3. S8tellingen van het type Phragmén~Lindelst,
4, Er op los,

5. Ben stelling van PSiye, Methoden van Wiener em Levinson,
6, Iets over mulpunten,

Di% iam geen overazicht van mlles, wabt er gepublliceerd ls over he%
onderwerp. Dat is zesr veel, Zie bv, Carmichael 1934, Boas 1942 en
de Mathematical Revieuws, Misschien heb ik leter nog wel eens gelegen-
heild vour een oversicht,
Dit zijn een paar grepen. Ze verschijnen hier ale tospasslngen van de
gesengd complere~-roble methoden van de schosl van Norbhert Wienser.

2, I«Em Fourier-integralen,

Integralen ziin Lebem%ue«-integmlen,, We seggen dat
f(x)&l«z(a,w ale £{x) meethaar is, Serwiil

(e ax

o,

bestaat, In het vervolg vmi*d‘t: voor ‘I?(mw , % ) kortweg Lz genchraven,
- Im L, wordt een meiriek ingevoerd door de afstandiefinitie

fa . zﬁ%
(£,8) n"if!:ffﬁx} - g{xﬁgdmi ¢
-

Mefinitie. - £(x) = l.i.m. £,(%) |

‘ P § B :

betekent (i*’,,‘f" Dy {n-# e,

Stelling van Weyl (Riesz~Figcuer): ale T,8 L, (B =102 ..ods
da.n bestaat or een ﬁﬁhe an’, dat
B N (£,2,)%0, (n-sc0),
Spmerking., Als I, Lz(n =1, 2, seols

| | L= %ﬁpg. £y g “ﬁﬁ%fﬂ’

dan 18 (£,8) = 0 . {¥{x) ~ g(x) is Dijna overal 0
o AR pR g D
Alm £€ L, den 18 £(x} = l.i.m, L o (e

E= & =
e ~

'3



Bielling ven Plapcherel. Als f(x)@ L, dan bestaat ar cen gi{ulé L2 m dat

¢ in

(u) w l.i.m, i soind f(x;e xd:zh
Aepn VT '-g; ,

{Fourier-getransformeerde van £{x)}.

Dan 1a cumgekeerd

A
f(x l& a L lm{d [ed
) = A«-—;:w “f'??” 3& elwle” “

ST e Bau J 3%3:)@2

n(n) = % S e (n)0 W Fax

= by

Tenslotte is

Dpmerking, Als

bestast, is (Ssh) @ Og
Btelling ven Parseval. Als 7,(x)€ L., fa{’x)ﬁza,, ais gq{(n) en gg(u) de
@a*Wiarmgetrmfcm»erden zijn van €, Qa) resp, ¥ 2(;::), dan i@

i

; &«§€u)£§2(u)ﬁ Wigy » f £y {n)E,(y-x)ax,
| i’t:eratuurs Ti‘bchmarsh 1937,

Phragmén-Lindel8f voor functies van het exponentigle type.

L ~ We beschouwsn een funetie £(z), analytiach in een zich near het on-
indlge unitstrekkend gebied G, Leatb

M(r) = bov, gr. §{=z)}

jz2i= ¥
A
Flz) heet ven het exponentidle ty‘pa & in @, als
‘T 1im gup Mﬁ _
iy i Tt
s £({z) vsn het exp., type iz in G, bestast er een A 50, dat
i £{e), = {)‘&Aa? ) in @,
ga) Als £{2) analytisch im in de strocke € x £ en aldaar van het exp,
| ‘type, als verdsr ’;’?’

[2Co 4+ L B L JeCE s g K =
- den im gf(x e iy)k E (=g "x‘*&f;ﬂp | “”@T

(Bawi;}m beschouw :E’(z}ew’ &> 0%,

by Ala £(2) analytiech is in, en op de Taud van sen: hoek met opening
B %‘“‘, en aldesr ven het exp. type, als verder /

i CJe=)j € K op de raud,
- ‘den ls kf{a)ag K in de hoek,
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{(Bewijs: beschouw een hoek eymmetgiaeh t.0.v, de reble ag met opening
nesr rechts en kijk near £(z}e"%% , wasrin §30 en £31 88, dst L <.
Als f{=) analytisch is voor x ) 0 en aldesr van het type O, }la verder

ledapiis x, ~
den is }f(z}s < K, {x20). 0/
(Bewijs: beschouw £(z)¢ ‘(é‘} Q). Pas op deze functie in het cerste
en in het vierde kwadrant afzonderlijkd ) toe, We
vinden o, dat §f{z}e‘"’&l§ M,(x 2 0), wearin ¥ het gmo‘bate is van de
getallen X en het maximum ven if(x)e“‘g‘kx 2 0 {£(x)e “!km echter
geen meximum hebben >E, daar £{z)é9% dan in een "inwendig punt® van
het halfvlek x > 0 een ma”imum ‘zou hebben.) -
Literatuur: Ti‘bchmamh 1947.

Thans enkele corresponderende astellingen voor functies, die 1angs de
rend tot Ly behoren.

Als £{z) amelytisch 1 in de strook o ¢ x ¢ g en aldaar Vanmt exp .
type, ala verder | | =
T(ot+ly) 8Ly, £(8 +iy) € Ly, ///"

ﬁam is / lﬁ

f gf{:m-iy)gz dy < f Tlx +1y)§2ﬁy e&fﬁf(ﬁ-ﬁ»iy)] ZdyJ {x< ,..<,ﬁ}”

b L
(=< x<R), Sgp 1-4#-){ ~&y 1 -»)(»;,), |
Hierult wvolgt, dat er een meetbare functie g(u) bestast ®d, dab

g(uye™ & L, voorug x < £,
en dack :

Flx+iy) = 1 1oMe % (u)e(mwmdu {'xd 14(33)

é""}

} Als £{=) ~ualytisch is voor x 2 O en eldrar ven het type 0, alg verder

o £(1y) & Ly, ’r//:’
dan is w&&f{x-q-iy}! 23y < fgfciy)iaay,, (x 2 m 4
ewiiss ' —# ‘ ,
(Bewijss e(xriy) m,m.&, fm &) # 97 |
(x>0). L I , s
Hierult vo%gt dat er aan fz:metia glu)& Lg b%‘tzaws zog dat / Ry

f{miy'} 1, iumnv?. fg(u)e(x*iy)udu (:rr.} 0)) ,
Literatuur: Pa ey en Wianer 1934, ' L ,
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4. Bepresentaties., Hen gehele Ffupebie £{Z) van het exponentidle type
2PN
7308 elke B ) A{mear voor geen B<L A (B30
Toor R(n) > A besteat Gus de Laplace-getransforneerde

o
glu) = é f(x)e " ax,

In plasis van langs de redle as kan men in een willekeurige richting
van O naar o integreren: g(u) is dus malytisc:h voor lul9e A, Men kan
fiz) wit g{u) vinden door

{43 £{%) a}:%,—f s™g(u)dn,

ki, |
waarin dg coutour ¢ eenmaal in positieve ziBH0l de oirkeliul= A loopi.
Elke voor {u>A enalybtische functie g(u) geeft nldus sanlelding tot een
functie (2} ven het exp, type ({ A).
aiberatuur: Doetsch 1937

’e?ii;} izwereaseren ons speciasl voor gehele functies van het exp. type
%.L- 5, die langu een bepsalde recohte, zeg de rekle ag, tot L2 behoren, Ise
klasae van deze functles ig 1demiak met de klesse der functies

{23 £(2) s%fg(u)eimdu,

waarti) g(u) € Io(~4,4).
Dere stelling is hier, iets scherper geformuleerddan bij Paley en
Wiener 1934, Het bewiis geat net zoa-
ILeat B> A; Wo hebben £(z) = O(e Bi=l Y« Beschouw de hulpfunctie
,BE p i
m;-m f{iw)aw = P(z), (é; >y
=

e

%4 z) is hegromed op de imsg. as en op de positiel vedle as, en ven het
exp, type., F(z) is dus begrened voor x > 0. Uit 3,8) volgh, dear cofs
B(iy) £ Ly,
| P(z) -sjﬂ(u)emdu s (x 2 0),

wearin G{(u) € Dy, (ve amig.,, int. in de =min van Ly).
Hisrult volg,‘b B

"‘z’ f ﬁ(w)dvz = 1P(ig)e ? uj m(u—aB}aimda)

=g
(¢ z) < 0), Evenzo v:s.nden we |
ol 2

i f f(w)dw a,é w(u«@maim&m (H(n) € Ly},
{5 z) z 0). Hieruit valgtg dat de Pourier-getransformeerds van

| K7 |
(3 % é £(w)dw |
voor lu}> B bijine overal nul is, Dit geldt voor slle B4, dug is de
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%‘ourier«getranaformeerﬁe van (3) voor jul» 4 aequivalent nul. Nu is de

Jb'ouriar»getramf. &(n) vau £(x) de 1L.i.m, (£~ 0) van de getransf, ven
'[3)s dus a(u)NO, lul 3 As

. A
£(x) = ﬁ? Jﬁ gln)ei®gy,

. Als #(z) van het. exp. type A ia, en laugs een lijm Yo% L, behoort,

£(s) w0 (AR,
goor A) 0 volgt d4it uit de vepresentatis () en de ongoli;khem van

Behwarts: %
Bf(z) < _L{/‘S(u)l 2du} {fe'“"m@” dﬂ.f

o . ,
% = aonst, {Wg =6 (¢ m)

Yoor A= 0 volgt het divect uit (2): dan is nl. i.’(sa)‘«"g Qq

5. Een stellins ven Pélye,

- Aan ‘hst slot ven 4. vonden we, dat een gehele functie van het exp. type
D, die la.ngn een lijn tot Ly behoort, noodzakelljk®Q is. Dit is een
*'mlogon voor L, ven de klessieke stelling van Berns nstein, dle zegt dat
“ben gehele Tunctie van het exp..type Q, dle. langm een lijn begrenad is,
aocdmkelijk constant moat zijn. (Bewijss 3.0))s

ya. Ale £(s) een gehels funchie ia van het type O, en
e sk, (0e0,% 4,£2,...),

im £{8) een constante,
‘ .an deze stelling zija vele bewijzen gegeven, onder andere door Pachakew

o.v‘.'f en Szegl,

Bo’t Bewljs ven Paley en Wiener (1934). Men mag £(z) wel gven onderstellen.
¥eor oneven £{r) volgt de stelling dan door £(z)/z te beschouwen; vooxr
willekeurige £(s) door splitsing in een even en ¢cen oneven deelq

i;» emchouw nn g(z) "‘iﬁa) - f(g)} /3 .
| . -]
iervoor is : z ' 8(21” & 6o,

%Ne "interpoleren" g(xs) ngt

6(x) =2 g(n) o) |
W (n-2)

n het’ volgenae bewi)zen we, dat g(8) = 6(z). Dasr G(s) begrensd is op
de redle ass ‘ :
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Je(n)i® £ 2 1ng(all 2; %Mm,.
| . = = s

2 1 (nem)?

fo o]
ﬁ}’ang(n)l‘? %’ ;;i;,
s dus g(s) begrensd op de redle as, Maar g(sw) is van het type 0. Volgens
e #telling van Bernstein is dus g(m) een constante, die an.emn aul kan
ijn. Tenulotte bIijkt dus £(z) = £(0),
Rest te bewlijzen, dat g{®) « G{z). We weten, dal

ety i #1307, woors 2l 2,
garm n;:g.:tge ele functie = H({x): { w-%aavﬁm?rz, Voﬂ,a-e&z,a.‘n%
R NN, T, O

%f“m in un, H:Lemi‘b volgk, dat ,
| _;! JBine £) » 17}l 2y = o(e?E oIkl )&w&m,..g ,g,,,&?,

é’«:z}

it 3.4) 'mlgb ma, dat | 0
[&ﬂ&w } 4,

I J‘ \Bf(xeay )] :ad}, o( Wl IZI= mdt)! A(/%
We passen de ntelling van cmchy toses “ sy é?’“a'?f

f H(x4iy)e Wiy « ”“‘f H(W)eiwdy"‘ ”“xjﬂ (u) M?
* it de atelling van I’lanehere&vc%t:

J g ()1 2~29y o o(s2EW),

1 kan nlleen ale g{u)~0 voor ;u; & . & is willekeurig positief; dus
» 0, Hear den moet H(z)Z 0, dus

g{s) = 8(z) h.t.b.w.

5.,2 8, van I.evmx;xgoxa ;gg » levinson vervang® de voorwaarde

P£(tn) | € K ,(n = 0,1,2,...),
doox E{E X )!g E ,{n = 0,1,2,,0.).

Hierin moet {nnf een ri} complexe getallen zljn, wearven de moduli rn

hiet te veel vam n (of ven een constante keer n) afwiiken, d.v,

P rmnuoi W} 2 8 20, |
| Bovendien mosten de r, ?ﬁ) 1et op de duur al te weinig gean verachillen: .

\

kmt nog hij een vecrm:rde zZoals . g ;,’;;;r
" -7 >7%<n>mo g
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b

t
A o
5 - e o vt
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o

monotoon dalend is, en die~ywmals xdC.

Leat ¢#{z) analytisch ziin voor m«.’ 8, [¥1< b, en laat i?ﬁ(x.@iy}* < M{x)
in de ream‘:hoak

Als mu [ loglog M{xz) ax baata&t den is er bij clke 330 een constante Ge

gs‘““@(13«8{1;:),. &’) zdy d&’o
y’imiy} e, (j=xi¢ e 17ig v=8).

Het kost nogal wat moelis om dit te bewljzen.lk zal het hier niet in het al=

gemeexn doen,maar ¥

We soeken een functie @' {z)analytisch in en op ds rand van het rood om-
11jnde gebled, behalve in z = = byzddanig,dat | (z)}in ds naar #b gasnde
ﬁ%@:ﬂls" van het gebied minstens zo sterk als §/M{x) neaar mul gaat,terwijl
@Rz)} ¢, (&) 0 in =g a,l5is b =&
%ls H(x) = 1/1x]% voldost blijkbaar _..;.é?_, ¢
: Fm)x g E o Er
Eu is in het roda gebisd

Pt & ()] € n(x)fﬁ“{z)j £ G
waarin C; onafhankelijk is van (# (2).In de rechthoek ix|€ a, {yjg b=&"

&s dan

Vlz1] & Cofcy = ¢ im), F),

#

%“ g e «%ﬁ“ | J/

i(x]o nl. M(x) = 1/|x|™ (x> o).
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waarin w = v + iv.Daar op de integratieweg (z = 1 y)

zz”@ = 0(TYY),  (yioe)

Aoy Tz

voor elke € > O,is Fy (w) analytisch in de strook lv] < Tr

w-tled mv ‘ Als u< O, Jv]< 77, kan de integratie-
 ////',// ,;Ww ////ifv~f weg in (1) met een boog naar rechts wor=
;////,///f;//: T s aen gesloten:
| ///»o/ // Fun= Z (0" (6™ (u< o,
ﬁ e iy _ - Moy J gvk: 77:)%
Evenzo Fplwle ﬁ% (1) T pp () o0V R %332%}
Hu kunnen we zondsr beperking zannemsn,dat :

\eteamd ) g 0, (0=1,25 000}
Dan volgt ult bovenstaunde reeksen voor Fg(w):
)] Q&FN(M} < ;%i nesn?ui £ gﬁ: P (A onafh.van N).

Neem nu in Levinson's hulpstelling M{u) = A/u?.We vinden danya=1 en
3 =b bv.gelijk 1 nemsnd,

£3) i g ¢ el < 1.
Filerin 1s C onafhankelijk van Né}it {2} en (3) volgt
) iryw | € Trad (-~ &0 & uges).

(3 onafhankelijk van H).

Lossen we tensloif®s

uit de Fourier-integraal (1) {(met z=iy,w=u) op,dan vinden we in verband

met (W) ' |
| v ;
|ty L |« | & L g i <&
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of - L
| %f(iy)i < sg"""“”@}! #

7

Laat W «y P®,  Daar B onafh.is van N,zien we dat
i tr(apdl =€ 1.
?ﬁit 3.2 volgt nu,dat
| el € 1,

Kricm ‘fi z) 1s sen cdnstante.

k‘

i
i

6 ,'.Lg_t gn?

W}, Als r{z) van het exp.type o € ¥ 1s,dan volgt uit

C(n)=0 (n=0,142,5...) dat £(3)S0.(Het is al voldoende als £{(z) voor

X % O aual.ls en van sen of ander exp.type,terwijl £(iy) = 0¢ )
Civt =poe },voor zeksre d'y 0).Iiteratuur:Titchmarsh 19%7.

{Boas) Als f{z) 'gaheel is, .
1023} < £(]z1) o™ &

@gé«:’ £514m &(») = 0 {r =2 0 ),terwiil
£{z,) = 0, (090,1,2,....),

waarin bz, ~nl< &,

dan is £(23} E 0 . {(Zie Boas 1940).

{1+ iyi}“gy,

{Levinson) We kunnen veel algemaner xijen '{,%ﬁ van nulpuﬁten toelatsn,
als we de groei van £(z) in een bepamde richting sterk beperken:
Als f(z‘* geheel is en van het exp type of ,a818

"‘%"&V% M—- oL b L

X=pte

bestaat sn als
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dan hebben de mulpunten van £{z) zowsl in x 2 0 als x § O een dichtheld
Bydie & %é is.D.W.g.als n1(r) het aantal nulpunten is van £{z)
met x 2 0, [z] r,dan bestaat

sy
e e _ 5
AN z ~

en B £ %;. - fvenzo voor het aantal nulpunten n(r) in x € O,
zlg ro
Deze stelling van Levinson (19%0) drikt uit,dat een functie van het
5ea:x;wl‘.yp:a ¢ wveal op sin ol 3 1ijkt,als hij nist te groot is langs de
re2le as. Zijn nulpunten liggen nl.ook "dicht vl de redle as",en ze
hebben een dlchtheid In de bovengenoemde zin.Die dichtheid is tenslotte
£ & , de dichtheid bij sin & z.
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