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Voordracht door A,J.W. Duijvestijn in de
serie Actualiteiten op 29 Mei 1954,

Enlge aspecten van cen bepaald type twsede orde differentiaalverge-

lijkingen.

1. Inleiding,

Uit de Quantummechanica weten we dat de wisselwerking van twee
deeltjes die een zekere massa en lading vertegenwoordigen, beheerst
wordt door de vergelijking van Schroesdinger:

A:%T + (B~V (1.1)
J.

Hierin is h = “ (h = constante van Planck)
m = gereduceerde massa van de twee deeltjes
E = energile van het systeem
V = potentiaal van het systeem
ﬁEﬁ= golffunctie

Indien de potentiaal alleen een functle is van de voerstraal
kunnen we 1.1 vereenvoudigen door over te gaan op bolcoordinaten.
Voor het radiale gedeelte vinden we dan:

(e )" + {E 24 1+1 r{%fr = (1.2)
n

~T -~ +1im
met:%% =V(r). 1(0089 ). B .
|

V(r) kan in het algemeen een ingewikkelde functie ziljn, We zullen
echter vercnderstellen dat V(r) de volgende gedaante heeft

V(r)= &, + o % P2 b L.+ oL r°®,

We schrijven (1.2) ilets anders door te stellen

rﬂ/— y
3) =‘b+E+’\1r 14-(45(2--1(1+1 ) )r—2+C\’5r'3+..+01<'nr'm=
-1 -2 Q L-2m
y" o+ 3"5"" 0 . (1 °3)

Uit physische overwegingen eilsen we nog y(0)= y!(0)= 0,
Indien de potentiaal V(r)= 0 gaat (1.2) over in

yua(E - )y, (1.4)
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In de theoretische physica is men nu speclaal geinteresseerd in
het faseverschil op oneindig tussen de oplossingen van (1.2) en
(1.4).

We zullen N het volgende de fase definieren en een methode
aangeven deze numeriek te berckenen,

2. Geval dat V(r)= 0,

We hebben dan:

y”'f'yé\E""]i]%j‘l} =O (2’1)

T
y(0)=y'(0)= 0,
Stellen we nog E = k2 (k reeél) dan vinden we als oplossing:

1
2

vy =C,

J1+% (kr). C, = constant. (2.2)

3. De Madelung transformatie,

We zullen nu de differentiaalvergelljking

¥+ y§ =0 (3.1)
= x° + 3 x~ + {5, x"2 4 ...-+@n1x“m
met k2 =&  + E x reeel
transformeren door te stellen
y = ¢ a(x) et P0¥), (3.2)

De randvoorwaarden laten we voorloplg bulten beschouwing.
We eisen dat A(x) en P(x) reele functies van x zijn,
In (3.2) is C een complexe constante,
We laten eerst zien dat hiermee alle oplossingen van (3.1) worden
weergegeven, lmmers nemen we C = C1 + 1 02.
Dan laat (3.2) zich schrijven als:
y=(C1-CZ){~A cos P-A sin f} + i(C1

-

+02)§.A cOSP+A sin?f

$

. NN
waaruit dan volgt dat y, =(c1-cg)% A cos P- A sin p}
en Yo =(C1+C2){_A cos P + A sin P}

beiden aan de differentiasalvergelijking voldoen,
Hiermede hebben we 2 onafhankelljke oplossingen gevonden waar-
door alle oplossingen van (3.1) bepaald zijn,

We zullen echter overgaan op een ander fundamentaalsﬁelsel door:

_ (C4#C5)y4+(04-Ca)y,
3T s - 5
1 %

= A cos P (3.3)
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en
(c +C2)y1 ( —02)y2

Iy = 7D

= A sin P (3.4)

te kiezen,

We zullen A(x) de amplitude en P(x) de fase van de differentiaal-
vergelljking noemen. De amplitude voldoet nu kennelljk nog aan de
voorwaarde

v + ;= 2%(x), (3.5)

terwljl de fase voldoet aan:

Yy
- =tg P . (3.6)
3

Er zijn dus 2 speciale oplossingen waarvan de som van de kwadraten
Julst het kwadraat van de amplitude is,

4, Asymptotisch gedrag van de oplossingen van (3.1).

Om het asymptotisch gedrag te bepalen van de oplossingen van

(3.1), trensformeren we de vergelijking door middel van y=e,>‘X u(x)
waardoor deze overgaat in
a®y o0du L uing 4ty B, x4+ B Lo 0 (4.1)
a’;{’g a_—' "‘L/ ‘~1 s 0 a X m S - ° °

™ ¢
Verder stellen we nog U = x w(x) en kiezen dan D= ik en (= 1 %% .
Het resultaat van (4.1) wordt dan

¢ M = e -2, =3 _-m
wit+ 1 w112k+ — w-t BG~1)+ p)x THpgx T x T = 0.(k4.3)

Aan (4.,3) voldoet een functie met de volgende asymptotische voor-

Stelling a2 c > cr4+igt
WeJ Y M

_% = —— (Ince ordinary differential
0 x v=0  x equations, blz. 170).

14

waarbij de coefficienten gevonden kunnen worden door formele sub-
stitutie in de differentiaalvergelijking. De functie y dle aan
{(3.1) voldoet, hee t derhalve een asymptotische voorstelling
el *‘*‘t
TrOCt \ cH
st T )L ) B
0 x 0 x

(4.14)

Scheilden we nog reéle en imaginaire delen, dan vindun we tenslotte:

B-“ C t C i
yer cos (kX + sF 108 x)} - sin(kx + log x)}ﬂ

o “ ct cs
1 cos(kx + %% log x)?f‘ 7+ 1 sin(kx + ?E log x) —% .
(

4.5)

<l

>4

<
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ULt (%.5) volgt dat er twee oplossingen van (3.1) zijn, die de resp.
asymptotische voorstullingun bezitten

W
: i ~ ‘— gn )
y,™ cos(kx + %%) ZC, - - 5in(kx + g;i )% -—% (4.6)
X
en
o0 ~ 1 M @ oy
- 1 L te < v
yoM cos(kx + bi);?, —é + sin(kx + 5% log x)éy-ég . (%.7)
0 x X

Z1) y3 een willekeurige oplossing van (3.1), dan heeft deze een

asymptotische voorstelling: o M,

! ’ 1
y3AJcos(kx + %% log x) Z; {Q 7V o+ sin(kx+ Dy logx) 7/, x; x
, o 0

(4.7)
waearin
X¢ = 01.C§ + C,. 08

A o it Wi o 0 tSe
&V = Cq.C& + CQ'CV met vaste 4 en 02 .

We zullen nu tot een asymptotische voorstelling van de Amplitude
traehten te komen,

Daartoe schrijv en we (4.7) als volgt @
Yz OJ (Z xV 2 s‘ﬁ”‘ noxT ) sinSkK-& ( logx+bgty %X\‘,’X” c
2 ! ) v ’ & EE gX+0g %r——EISFQ
v N
(k.8

Verder volgt uit (3.3) en (3.%4) dat

= ¢ : de con-
y3 C3 A cos P + Cq A sin P waarin 03 en CM bepaal co

stantan zijn (4.9)
Maar (4.9) 1s ook als volgt t. interpreteren:
T ) C
2.2 , 03 0
y.§ = \ICB -+ CLA’ .{X.si:}.(P -+ b:‘jub CL}) (4.1L/

Uit (4,10) zien we tevens dat Amplitude op cen multiplicatieve

factor en de fasc op cen additieve constante na bepasld is. Dit

volgde ook al uit (3.2). Verder nocmen we nog \LE + Ci.A de "wijdte"

van y
3 c.

en P + bgtg 52 de "ind?xiduylé fas“‘.w
L :

\’ -y -

We vinden dus: Aw 2? (é—va 7)£+ (ijxjx V)2 (%.11)
3‘c cg G C‘::o, N
‘ 1w
R ‘g v | Cx
en PVkx + - log X + bgtg, - bgtg EZ . (4

Bovendien is nog Agj= 0.
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5. Bepaling van Amplitude e¢n fase uit dec oplossingen van (3.1).

Z1] gegeven ecn oplossing ya van

v o+ gf?: 0 (3.1)

_ e -1 -2
W=k + B x4+ B, x4 L+ X"
k° reedl.

Een andere oplossing 1is dan:
. C1
Yp = Vg, 5 - at,waarin C, en C, constanten zijn,
C2 a
Yo €N ¥y zijn onafhankelijke oplossingen, immers de Wronski deter-
minant

X )\ 1
o C ,‘ | C
z Va Vq 3 —-;- dtk 1 S\ —%- dt {
1 \
! Cp Ve \ o, Ve
\J(X)=1 X Pz y; Ya X
- J ng - %
7 ! R
v4 ya dt+ 7, 1 S =z dt + T
c ? c, e & ag
2 : 2
X
C
} 1 j % dt
! C, “a |
vd Y, | = c, £0
- |
| 0 C,
{ Ya Vg \
Dus W(x)#£ 0 als c, # 0.
0 e}
_ 31 S ay 31 Y ay
Volgens (3.5): is Ygru cos(kx+ 51 logx) [ —7 +sin(kx+ % 1ogx)L——V
0 x 0 x
w o {5.1)
1 W b"
en y,nv cos(ki+ g% logx) ZT—%-+sin(kx+ B logx) —%
0 x 0 x
(5.2)

We mogen nu ledere andere oplossing construeren met behulp van
Vg €R ¥y en kiezen

d ! 2 bt
yc=C3 ya+04 :;'5(\) cos(kx+ %‘E logx) CBZ iz— +CL} Z-—i‘;— +
0 x o 0 x ©
B34 \i S ay by
+sin (kx+ T logx 31;'”7 +Cuél*v
{ O X OX
We bepalen nu Cy en Cy zodanig, dat geldt: ~

C4 ag + ug by = a
C4 ay + Cf by ay
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w
: 8 bY - R z -
S \ / v 21 v
Derhalve 1is yca)sinakx+ T logx),z6 al x " ~cos(kx+ »p logx)o aj x
(5.5)
o o
- g
en ya(\) Sin.ﬁk}{'*' g% logx} Z a\r; X"V + COS(kX+ _\QE‘] 1ng)z a:; XFV
i O O (
5.6)

Cé en Cy zijn inderdaad te bepalen daar een oplessing (5.5) bestaat
volgens (4.6) en (4.7), Volgens (3.5) zijn er twee oplossingen waar-
van de som van de kwadraten julst de amplitude in het kwadraat is.

De bewering is nu dat (5.5) en (5.6) twee geschikte oplossingen
zijn om de amplitude te bepalen. Immers beschouwen we:

5 . J2 o & 2
Vo + ycruﬁz,aé x™ +4 2 ar x7V
v
(O 0
dan kunnen we besluiten dat
2 2 2
A = ya -+ yC (507)

Immers, als we de twee willlekeurige oplossingen J, en ¥, nemen ,
vinden we in het algemeen nog storende sinus en cosinus termen in
de ultdrukking

2 2
ya + yb
Voorbeeld:
W'+{k2..liggl1y =0
X

Gevraagd de amplitude van

A2 =X{J§ é(kX) + J (1_512) (KX)g
2
A = =
- &

6. Differentiaalvergelijking van de amplitude en fase,
We substitueren nu: (3.2) in (3.1) en vinden dan:

A" 4+ 21 A'PY' + 1 APY - AP1°+4 ap=o (6.1)
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Dat geeft aanlelding tot de volgende differentiasalvergelijking
b
W o
A- AP LAY=0

(6.2)
tm ! b
QAP AP =0 (6.7)
o
6.7 1s direct te integreren: P= %{ (6.8)
mn
bR
6.2 wordt dan: ,l’{z.«,g-,_ - A.Ky (6.9)
a3

De constante C is te bepalen als we de Amplitude in het 0" vaste-
leggen, Nemen we b,v,

A= Es €, constant,
“,\\
f'x\(}() = O

~ L K
Dan moet derhalve gelden: U= 3 £~ &
]

We merken nog op, dat wanneer de amplitude in het oneindige vast-
ligt, deze bepaald is voor elke waarde van X

Het gedrag van de amplitude voor 0 <x< 00

De amplitude voldoet aan
~e

Al = 5 - A (%.5)

We vermenigvuldigen beide leden met A!' en integrerenvil ®wnaar X

% Y
4 (87 + E= 2 g,
dx A ) "
en na integratie: P( 7; i.)( ‘r‘
L | 2
C z 2 (
A+ = -~ 21 AAYYY dx = <A + A M\ dx,
A /\2 CJ (j) ¥ . \B 5(‘
® o
Derhalve 2 2 2 . 2 7? \
- == e { {J ot
A (x)+ "y T A (K)EP(X)'!-Awim +J £igr ax +
A e N N
] L
N e ax (7.1)
We beschouwen eerst l, A('i\?' dx Welke asymptotisch gelijk is
aan - & . 3
{2 N2 i ] t !
\\) Ay dxnd \}‘_{E(j 0(3)1% - -’-\-\1{ + 03‘33 dx = 0(:5()
wa e X J ¢

Derhalve bestaat de integraal | A’zspl dx  mits JAj< M o O<X<oo
De bewerlng is nu dat: de ampli‘goude nergens gelljk aan nul kan

worden:
Immers (7.1) 1s te schrijven als: K
i c* c* 2, 2 (2
A (x)+ = — - A (x)&?(x) + A, Y, +& A \j)l dx.
o A
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Het rechterlid is be.r:nsdals A(x) begrensd is,

Zou A(x)= O worden, dan zou de som van twee positleve termen
waarvanaéen &0 groot zou worden begrensd zijn. Doch dit is uitge-
sloten. Derhelve wordt A nergens = 0, w oOXI®

A(x) 1s altijd begrensd daar de oplossingen van

vyt + vy o=
steeds begrensd zijn mits x £ 0

8. Het gedrag van de oplossingen van (3.1) in de oorsprong.

De te beschouwen differentiaalvergelijking is dus:

yUEy (Bt B kT, +B X =0 (8.1)
y(o)= y'(o)=0
We veronderstellen .Bm< 0 m> 2,
We bepalen eerst de hoofdterm door
g+ & x Ny =0 | (8.2)

te beschouwen,

L A 2]
Aan (8.2) voldoen y =x* :Zi, % 3£!E§L_ X z;f (8.3)

2-h1
: : &m
waarin Z een cylinderfunctle voorstelt.
De asymptotischqnoploiéi en van (8.3) voor kleine x ziJjn resp.:
lI’, e Q-m\x"lrxl‘

vy G
f m

A\,

443

en y oJ QL e

Om aan de randvoorwaarden te kunnen voldoen moeten we de oplossing

m ~5-_r;\4/ B X

vy x4 e
nemen. 3 Ci3Cyh S3 U Cengtariten,
Er z1jn nu twee mogelijkheden die zinvol zijn om 8.1 te transfor-
meren: ?(%)
n,l. de substitutie: y =¢e .z waarbi] g(x) een bekende functie
is, en
y o= e? Riccati transformatie,

We zullen de Riccati transformatie voor het algemene geval ge-
bruiken en in een meer speciaal geval zullen we de eerste trans-
formatie toepassen. %

Als we dus stellen y = e gaat (8.1) over in

2
Zl|+(z1) +(§ = O, (8.4)
We proberen nu de reeks: =M .m
Y A 2
z = log x + -=— V —@m + .K X +...(8.5)
4 i—m -7
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We kunnen nu twee gevallen onderscheiden n,l1, m = 2n en m = 2n+j.
Het eerste geval zullen we nader bezien, Het tweede geval gaat ana-
loog.

9, m = 2n,

(8.5) gaat dus over in:

-n

log x + ——-—Mzn +X£-n x2 + Xa)_nxs-n +...+X_{ X :
+X‘o +aq XL+ coe (9.1)

We substitueren dit in de vergelijking (8.4).
Na enig gecierr vinden we: cw

2 -2 k-2
-1 + ?
3 X Z.* (v+1) 3/_\[ X + k(k-1) XK +
‘—" o n‘l: \1_ ’_l o
A e L N e
X - n v - i + - -+
n X; X \/ 6hZL. vd;vx n\ -8, x

z

Pﬂﬂ

;4
‘ e 2 wo Y=y y
n-1, =] 2 - o by
L V. BA X”W\ -EY v>jA x-\H kX\k XKN[ +SZK X: xk-(g +
- [; v L 5 ¢
V= 0 ~Ant] ( 5
+ X + ...t X =0 . T
—2h e ﬁ' An- ? )
Termen met x komen niet meer voor,

_.ln-h’ ;
De coefficlenten van x :—?_\i -33 (n-ﬁ)X\ml +@1h\ =0 —
n - ke

VA ﬂah4
}’ = | et
2n+2 JJHL» M-y |
De coefficienten van x - =2 -ﬁbx(n 3)5M+5 +(n-2) K#Hif'ﬁiwifo

enz, De coefficienten zijn ondubbelzinniyz te bepalon,

In het algemeen is de gevonden reeks divergent, We zullen aan een
meer speclaal geval laten zien dat de daarbij gevonden reeks niet
convergent 1s.

10, Meer speclaal geval:

~ -m
We veronderstellen dat in de functie g) ﬁ + BYXI +,_,+;ahx
\ .
50 = a, ﬁ]= 0 6_1 =-a, 3= ab (p"fs - a)f i%m ./erdcr Z4n ﬁt;@%

a,> O a, > 0 a,> 0 a,> 0.
~§ Yap

We stellennu y = x° e g(x).
We substltueren deze oplossing in

y' +y.P

en wederom na enlg gereken vinden we:

\ —_ - -6
g"(x)+2g'(x)§-3x” +\Jam x%} + g(x)(aO +(6-0,)x ol a, x ,=0,
_ i{ (10.1)



(10.1) heert de gedaante a, 5"(x) a gr(x)+a g(x)= 0.
Noemen we de polen van a; p, » dan wordt de functie P = p. 4n-i
(n=orde van de differentLaalver zelijking),

1 =0t P=0+42-0=2
1 =1: P=06+2-1=7
1 =2: P=6+2-2=56,

Hieruit volgt dat er n-1 = 1 oplossing, die door de corsprong gaat
is aan te wijzen&yan de vorm

K
g(x)= ) ey x (10.2)
e}
Zetten we (10.2) in (10.1) dan vinden we:
K 0o - &
N ke | 6T K-l
k(k-1)Cp x +6 x foReex H2Yd,x ke, x +
™ b 0 o & )
K . . v 2, b
+ aOZi c. x (o~a2)11.ck X+ aézi.%:x = 0. (10.3)
o
Nu gaan we de é%efficienten van deze vergelijking na:
-7
Coefficienten van x ' =0 o
x“: c, 2¥'asz Co 2y =0 C, onbepaald
x™ 2¢C, 2/e +C g =0
x 30, 28, +0, a, =0
x -3 4042(5,;+c ay = 0
x 505 2 an +2, G +(6-G)C =0
x ! 6 Ccy 2a, + 05 a, +(6-a)C, + 6 ¢, =0,

K
De coefficienten van x

(k™49 x + 20 - a,)C 2\ a, (k+”{)CK+_‘,+ 8, G+ 8g Cy =0

é“+2,+ v [
Derhalve: a C»+(k +9k+20-2a )cKT tay Cpip
Ck = -

*F 28, (k47)

Als a, < © zijn alle coefficienten wisselend van teken. Verder is
A~
het mogelijk door de keuze van C van af zekere k en n en daarop

(@]
volgende k's , b ‘
C §~> ! W (~.Li§l) | te kiezen
[Pz | 2T TS $
a A |
Doordat de termen alternerend zijn hebben Cy en Cy, hetzelfde
teken waardoor: \
(1 +9K+20-2 ke
| o] T SI= o
LoRELT L 2 Tay L (k4T | Na, |
§
k+2 ST | K2 [
> I~ 1 4.3 \c‘.{k\»%ﬁ'\cwi
2\ a C Nag LS~ Liae N
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| (e+545n-2) | .
Evenzo geldtiC A C inductie
\ k+7+5n+5;> 2Ny \ et5+5n+2| > (\veronderstelling
i i
(k+5+5n+2) , | r" (k+5+5n+2)=
2 \Ia\l. (l \\’—(—]}i\)\!
T
i k (KHT45045
oyne|
(2 Ve >
zodat we dus kunnen besluiten dat de formule voor ledere n en k
1dt. —
ge ‘ (k+7+5n+5)
Nu is echter! ( \FE~ = onbegrensd toenemend met onbegrensd toe=~
28 )
L

nemende Y1 , De reeks divergeert dus.

11. Gedrag van de amplitude en fase in de oorsprong.

We hebben dus gevonden dat het gedrag in de oorsprong van de

-2
oplossing van (3.2) met y(0)= y' Ql_ 0en Y= a,~a,x" +a,x -a, X .
-5 \ 8y X

gegeven wardt door: yruC x3 e = . C constant
Nu was de amplitude de wortel uit de som van de #madraten van 2
fundamentele op10531ngen, derhalve Af\JC1 X3 e 5Va% X

P , -% a, X
De fase wordt dus: ( —~—-S xl’ e ° Jﬂ; =

J A‘ o —

e ° 2 v )

’ | -5 a)g“x
O ——— ®
CraNay,
De fase en amplitude mosten voldoen aan: — -
4 T -5 Lo -
;3 ‘Jam X \ \ -3 Va, x
y = A s8in Prv AP~y C, X7 e — e .
. — _5 (-q.\ . lﬁm
{ 3 ~ﬂam X

Dus VoS ———— X7 e , hetgeen Iinderdaad de Jjuiste

C, 2\a,,

gedaante 1is.

12, Een asymptotische formule voor het faseverschil.

We Dbeschouwen de volgende differentiaalvergelijking

v o+ §k2 - lilgll + u(x)§ y = 0. (12.1)
. x
waarin u(x)= 25 X0 4 ...+ a, x™™ met y(0)=yt(0)= 0.
Als u(x)= 0, kunnen we een oplossing direct neerschrijven:
1
n.l, u= —x2J kx)ed sin(kx- 3 1 2.2

(1+%)( ) n(kx- 3 1T ) (12.2)

Indien u(x)# 0. Stellen we de oplossing van (12.1)

mesin{k)c~ 3 1T*+f?él)) (12.3)
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7](1) is het faseverschll tussen de oplossingen (12.2) en (12.3).

Laat G(x) een oplossing zijn van

l
yr o+ y(kg - _&%}_—. + U(x)) = 0 Lj!\’ Y1oj=0
1
en stel nog dat g =(*%L x)2 J  (kx).
(%4
L
Stel nu G = g + (P (x)
oy P f';
dyon - = -
@+ Jk X + U(x )§@ = - g U(x), (12.4)

Stellen we dan nog: g@(x)= g.gD(x
Dan volgt er:

) 2g G+ gp" + u(x) g.g>+ g .u(x)=0
of:

é— E%? (gz‘;?’)+ g u(x) K1+gﬁ)= 0. (12.5)

(12.5) is echter wat eleganter te schrijven:

a 2
ax (% (&)’)= %.GAU.(X)
en na integratie' X
g gy' = g G.u dr
bx
a; = Jg g G u(rjdr .
& %
D
Nu is gro sin(kx - E%L),verder is g G u(x) van de orde 7%; voor
o]
grote x. }f
Derhalve 1is ggfw L j g G,u(r)dr, en na integratie:
X o .
sin(kx- =)

C o
{ 1 M
j7nJ T cotg(kx —z—)tg g G u(r)dr + C

o]
We kunnen nu ook G berekenen: gl

Gru sin(kx- —
(K

L +ﬂ?(1) ): sin (kx- i‘%—)-&- ;E COS(kX— —g{;\-)g g Gu(r)dr+
\ 1)
¢ sin(kx - ’giﬂ") (12.6)

In (12.6) stellen we dan: 14c = A cosd

w
~

% g g G u(r)dr = A sin gﬁ.
o

Hierdoor is C bepaald, immers A moet gellijk aan 1 zl]Jn,
Derhalve is:

~g

M (1)= bg sin L 5}, g ¢ u(x)dx. (12.7)
n .
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13, Numerieke berekening van de faseverschillen,

Bilj de numerieke berekening van de faseverschillen gaan we ult
van de vergelijkingen die gelden voor de amplltude en fase,

Hierbij was:

&
"o -
AT = X A'%)'
2 1(1+1 67t ‘ " £ 0N Crncdad]
(9-__ k™ - (\,» ) + % ( b YR ). K’}Z?J\" - FRNTAIn
K™ A X

Deze differentiaalvergelljking integreren we vanult het 0™, We

nemen daartoe de

randvoorwaarden hebben.

vergelljking 1is,
We bepalen de

y“

door te nemen de

y“

We eisen dus dat

A2

amplitude = 1.Dit is toegestaan daar we homogenc

Immers, wanneer y een oplossing van de
voldoet ook cy.

asymptotische oplossing van de vergelljking
+y(~P=O:

oplossingen van

\ &
1 1
Hieraan voldoen x2 J, 6 (kx) en x2 J o k(x).
[CXR ~\J'!3}
A, =1, waardoor
I 3 1
=5 xy; I (kx)+J kxg.
L1+ -(1+5)

We bepalen nu 2 waaarden van A, de z.g. startwaarden.

Daarna integreren we de differentiaalvergelijking numerlek totdat

A zo groot geworden is dat

rekenen.

t

TR klein is in de precisle waarmee we
~

Daarna bhepalen we de fase met behulp van:

P

( 1
J a2
Q

ax.



