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Ontwikkelingen in Fourier-reeksen met voorgeschreven phasen. 

§1. Inleiding 

Zoa ls bekend kan een voor O .:f. x s )\ gegeven 1'net te II functie f ( x) 

zodDnig in het inter•vD1 -TC~ x z O voortgezet word en dat van de Fourier­

ontwikkeling 

00 

f(x) = 
,;:--

(an r3in n:x + bn cos nx) !__ 

0 

c,O 

~ C sin (nx + 'iT/1-n) -- L n 
0 

bf nlleen de sinus-termen ~f alleen de cosinus-termen over blijven. An­

,icrs gezegd~ de ste1Delf3 J t3in nx l, n:::,1,,~, ... en {cos nx 1, n=0.,'1.,, .. 

ormen in het intervn 1 0 f x f ·v vc1ledlge stelsels. 

We bespreken th21rn:, c1e vr•]ag in l1oeverre de functies sin(nx +/l;un) 

vmarJ.n de 11 sen 11 Tr M voorgeschreven getc1llen ziJn, ook een volledig n 
• telsel vormen in het interv 1 (O,~). 

Dot deze vraag niet zonder meer bevestigend kan warden beantwoord 

blijkt uit het volgenclc eenvou,jl 

Beschouw de ontwikkelj_ 

voo eeJ.d. 

N tO 
;;:-- ,----

f ( x ) == L- n ( f3 ·i_ n n x + , Y n c o s n x ) + t.___ a sin n x , 
n=1 n O n=N+1 n 

v1·1 a rin 8VC: 

De coeffici.enten n,1,2 11 , ••• moeten dan volcloen ac:rn de vergelijkin-
c. 

n 

1 
m 

N 

+ L 
n=1 

r. 

B nm 

\\!8 a rin B .. ;. Y 
mn == 'il"" on 

f 2 r = m It 
0 

Pl .. - f' n ··m' 1TI= 1 3 2 , ,,. •• 

,1 
J cos nx sin mx dx, 

0 

f(x) sin mx dx, 

'1 /") m== i !) c. .. , • • • , 

n= 1-3 2, ..• N 

m= "l , 2, .•• 

( 1 • 1 ) 
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De vergelijkingen (1.1) met m=1,2, ... N vormen een stelsel van N 
vergelijkingen met N anbekenden, waaruit in het algemeen a 1, ••• an ge­

vonden kunnen warden en de coefficienten a met m > N kunnen daarna een 
. m 

voor een uit de overige vergelijkingen warden bepaald. 

Het is echter duidelijk dat de coefficienten Yn best zo gekozen 
kunnen warden, dat de linker leden van de eerste N vergelijkingen af­
hankelijk zijn en in dat geval is de ontwikkeling slechts onder bepaal­

de nevenvoorwaarden voar f(x) mogelijk en als hij mogelijk is is hij 
niet eenduidig! Anderzijds is het op continu!teitsgronden duidelijk 

dat als alle coefficienten Yn maar klein genoeg zijn, het stelsel ze­
ker eenduidig oplosbaar zal zijn. 

In ~q 2-5 zullen we het gestelde probleem benaderen met functio­
naalanalytische methoden. We zullen van de te ontwikkelen functie ver­

onderstellen dat hij met zijn quadraat Lebesgue-integreerbaar is van 0 

tot Ti (dus tot de ruimte 12 (0,11) behoort) en we zullen slechts eisen 
dat de reeksen in het gemiddelde convergeren. Als voornaamste resul­
taat zullen we dan bewijzen dat als voor n=1,2, ... de complexe getallen 

Yn voldoen aan l(nl~dl1, de ontwikkelingen 

N 
f ( X) = 1. i.m. ,- a ( sin nx + Yn cos nx), ( 1. 2) L-N • c.o n==1 n 

N 

f(x) = l.i.m. 2__ b (cos nx + cf'n sin nx) (1.3) 
N .- oo n=O n 

steeds eenduidig mogelijk zijn. 

We merken op dat bij de reeks (1.2), waar de sinus-termen over­
heersen en die we een bijna-sinus-re<::ks kurmen naemen., de sommatie loopt 

vannf n=1, terwijl bij de bijna-cosinus-reeks (1.3) de sommatie loopt 
Verna f n=O. 

In zekere zin vcrder gaande resultaten verkr1jgt men als meer ge­
bruik wordt gemaakt van het speciale karakter van de goniometrische 

functies en functie-theoretische hulpmiddelen warden gebruikt. Inf 6 
wordt dit gedemonstreerd aan de hand van het speciale geval dat y con­
stant is. Hier blijkt oak duidelijk, dat de begrippen volledigheid en 
afhankelijkheid geheel afhangen van de eisen die men aan de convergen­
tie stelt. 

Het meer algemene en voor de practijk belangrijke geval datf n 
niet constant ls doch voor n -;, v0 tot een limiet nadert kan met behulp 

van de beschouwingen vaor constante (n herleid warden tot een integraal­
vergelijking met Fredholm-kern. We gaan daar echter niet op in. 
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f 2. Ontwikkelingsstellingcn in de Hilbert-ruimte L2 . 

In de~ 4 2-5 zullcn we gcbru1k maken van de terminologie van de 

complexc Hilbert ruimtc L,1 • Met convergcntic vbn reeksen wordt steeds 
c_ 

gcmiddelde convergentie ocld en twee functies r 1 (x) en r 2 (x) heten 
11 gelljk 11 als II r,1(x)-f~~(x) II Z~ = J 1 .c 1 (x)-f 2 (x) \ 2 dx = O. 

::\telling 2.1. (Paley en Wi0mcr L1J, Sz.Hrigy l_'2J) 

i\1s 1°. het r:3tclsel i un(x)\ , n=0.,1J ... volleclig en orthogonaal is 

in L,) ( d ,(i:i ) , 
'--· 

het stc,1coe;1 tV (x)\, n=0,1, ... zodanig is dat voor ieder 
n 

eind ste1 cocfficienten nB J• •• a~ geldt 
,. 1 l\ 2 

N,-) 
c_ 

)\ L ::in vn(x) !I 
n=N ,1 

met ·v (. 1 
() J 

dnn biJ 1edcrc functic f(x.) t (~,0) een eenduidig be-= r) 

n ld stcl cocfficienten 

oO 

en [' ( X) = 

(1n cle zln vnn g 

·i ) . .-- r) '"1 o (Yrl -,,T .l] "L (' 
..l...l (., J'-•..,-1 JO c> II \..,,'-~' 1". -·• ,, 

r) 0 
\n 11 1 c ,_ o'J n b(:}StcJ;Jn de 

11:i.ccrd Joor 

ti ( X) --

b(x) == 

CP 

.,_,o 

""­I 

n:c=O 

11 
(x) 

a v ___ (x) 
l7 ,.l 

zocJa 1111;,: cJa t C I 2 \ c '-. oo - - n n=O 

(x) + v (x)) 
11 

g stel coefficienten waarvoor geldt 

cticG n(x) en b(x) E 1 0 (~,ft) gedefi-
c. 

(2.3) 

~e functie (x) bestaat vo ens de ctclling van Riesz en Fischer en 

we hebben 

)\a(x)tl (2.5) 

D==0,1,.,. (2.6) 
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De functie b(x) bcstaat dank zij het gegeven (2.1) en de volledig­

heid van de Hilbert-ruimte. Er geldt namelijk 

voor N2 >-N1 ,> N( E...) en di t is nodig en voldoende voor de convergentie van 

de reeks in (2.4) naar een functie b(x) t L2 (~,~). Verder geldt 

N 

}/ L an vn (x) JI ~ 
n=O 

/lb(x)II = lim 

N l 
2 ·2 

~ v 1 im ( L l an I ) = f 11 a ( x ) 11 • 
o n=O 

(2.7) 

Omgekeerd, als a(x) c L 2 (~,~) gegevcn is dan kunnen we de coefficienten 
a 0 ,a 1 , ... door (2.6) definieren. Volgens de stelling van Parseval vol­
doen zo aan (2.5) en (2.3) geldt. Met (2.4) kunnen we dan weer de func­

tie b(x) definieren die we ook kunnen schrijven als 

en die natuurlijk weer nan (2.7) voldoet. 
De aldus gedefinieerde nfbeelding B van 1 2 (~,0) op zichzelf heeft 

de volgende eigenschappen 

2. B is begrensd met norm 11 B 11 {:: 6, d. w. z. voor iedere 
a(x) c 1 2 (~,0) geldt 

II B a(x) ii ~ 011a(x)f/. 

Het is nu duidelijk, dat de bepaling van de ontwikkeling (2.1) 
overeen komt met de oplossing van de functionaal vergelijking 

a(x) + B a(x) = f(x) (2.8) 

en als we bewijzen dat deze een eenduidige oplossing heeft dan zijn we 
klaar want de coefficienten an volgen dan uit (2.6). 

Daar { <1 is volgt uit (2.8) dat,als a(x) aan (2,8) voldoet, 

II f(x) I/ ~) \la(x)\I - IIB a(x)11 / ~ (1-6) II a(x) fl, 

waaruit volgt dat als f(x)=O, ook a(x)=O moet zijn. (2.8) heeft dus 
hoogstens een oplossing. Deze zullen we nu construeren. 

Beschouw de rij functies 
N 

a ( x) = L ( -1) k Bk f ( x) , 
N k=O 

N=0,1, .•. 
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Daar ll Bk f(x) ll < r k 11 f(x) II , geldt voor N2 > N1 
Nr:i 

-c. 

[\8N (x) - :JN (x)ll ~ L- ak llf(x)II 
2 1 k=N 1+1 

voor N1 )N0 (t). De rij aN(x) convergeert dus naar een functie a(x) uit 

L2 (d. ,r,). Verder is, daar aN+1(x) + B aN(x) = r(x) 

II a(x) + B a(x) - f(x)II = 

= 1/a(x) - aNVl(x) + B(a(x)-aN(x)) II I.. 

En dnar het linker lid van deze ongelijkheid onafhankelijk is van N 
volgt hieruit dat de functie 

A 

a(x) = C (-)k Bk f(x) 
k=O 

c:1an ( 2. 8) voldoet. Hiermee is de stelling bewezen. 

~':inecioal geval: 

Het is duidelijk dat aan de voorwaarde (2.1) zeker voldaan is als 
d~ functies v0 (x) (n=0,1, ... ) onderling orthogonaal zijn en hun normen 

nlle kleiner clan of gelijk aan t <. 1 zijn. Immers dan is 

N0 

\I z:-
n=N1 

In deze vorm is de stelling nu direct toepasbaar op de ontwikkelin­

gcm (1.2) en (1.J). De functies un(x) =);sin nx (n=1,2, ••• ) vormen 
cen volledig orthonormaal stelsel in L2 (0,7r"1 en voor de functies 

v n ( X ) = V ; , ( n cos n x ( n= 1 , 2 , ••• ) g e 1 d t 

(2.9) 

Als dus voor n= 1, 2., . . . \ J-1 \ !: t .:.1 is dan kan de s telling word en toegepa st. 
Analoog: de functiesnu (x) = ./~, u (x) = ,/fcos nx (.n=1,2, ... ) 

Q ·v It D II 

vormen een volledig orthogonaal stelsel in L2 (o,~) en voor de functies 
. /2' vn{x) =v~ an sin nx (n=1,2, ... ) geldt weer (2.9). 

We hebben dus 
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Stelli.ng 2.2. 

Als de getallen Jn (n==1,2, ... ) voldoen aan 

l(nl~J,"<-1 
don bestaan bij iedere functie f(x) E 1 2(0,~) eenduidig bepaalde coef­
ficienten a 1 ,a 2 , ... en b0 ,b1 , ... zodanig dat 

oC 00 

; I an! 2 < oo , L_ \ bn l 2 l c;o 

n=1 n=O 

cm oo 
C f(x) = n= 1 an(sin nx + On cos nx), 

g(x) = ~ bn(cos nx + an sin nx). 

(in de zin van gemiddelde convergentie). 

93. IJe l[Abschnitt"-methode. 

Het bewijs van stelling (2.1) is in zekere zin constructief. Doch 
de bepaling van de ontwikkelings coefficienten via de functie a(x) die 

k met behulp van de geitcreerde operntoren B geconstrueerd is, zou zeer 

omslachtig zijn. Een ecnvoudiger methode is de volgende. 

Uit (2.2) volgt dat de coefficienten an moeten voldoen aan de ver­
gelijkingen (vgl.1.1) 

m=O, 1, .•• (3.1) 

waarin 

We vervangen nu het stelsel (3.1) van oneindig veel vergelijkingen met 

oneindig veel onbekenden door een 11 Abschni tt II van N vergelijkingen met 

N onbek:enden: 
N 

f = 8 (N)+ r B a (N) 1 m m n=D mn ~n ' m=O, , ... N (3.2) 

en de vraag is of de oplossing (a 0 (N), ... aN(N½ van het stelsel (3.2) 
stGeds bestaat en voor N-+ oo convergeert naar de ontwikkelings coef­

ficienten (a 0 ,a~,···)· 
Deze vraag wordt bevestigend beantwoord door 

Stelling 3.1. 
Als van de bij de matrix iBmn\ behorende operator B de norm klei­

ner dan 1 is dan heeft het stelsel (3.2) voor iedere N een oplossing 
en dezeoplossingen convergeren voor N-~ naar de (eenduidige) oplos­
sing van het stelsel (3.1) in die zin dat 



lim 
N-->o-::i 

.1cuit El fortiori vol ·t c1nt lim ,. ( N) _ ,1 ,·,1n - c.n • 

Voor. een bewi J s v:in rjc, zc fJ telling verwi J zen we nn a r een binnenkort 

tc: verschijnen r;-ipport LJJ . 

~4. De biorthogonale functies. 

We heschouwen de on kkel 

(4.-1) 

Als we beschikken over functies gm(x) ~ 1 2(0,r) (m=0,1, ... ) die met 

ck runct1es cos nx +Jn sin nx (n+0,1, ... ) een biorthogonaal systeem 

v o rm en J cl • w • z • 

j( 

r 
) gm ( X ) ( C OS DX + ( n sin nx) dx = ~ mn' (4.2) 
0 

dnn kunnen de coefficienten a ecnvoudig gevonden warden. Uit (4.1) en n 
( LI/_)) 

T • 1_ 

11 

~ r(x) (x) c1x __ ( ~-. 3 ) 
0 

v·,n 1ntcgr>:1tic-en sornmc1tievolgorde is geoorloofd 

cmdnt de reeks (4.1) 
gent:Le voJ.gt. 

eJ.cJ conve rt en hieruit de zwakke conver-

( X) vinden. Ontwikke1 de func-
E.. 

t'Let3 ~- con mx (m::=Oo/1, •• ,) met L =2. ( ='1 voor· m ~'1 in de met (ll ,1) 
n , o - m 

ovcreenkomen1je 1!3j_nusceeks 11 • ( lgens stelling 2.·2 is dat eenduidig mo-

17 J'• l,-) ..,_ r,. en :dj 

f.., r~1 
-···, (.:0 ,.,,,, 

/( 

er ( c• ··11·, '"·y •I-- V bmn .., __ · 1''' · ll n cos nx). 

met 
r) 

I g i "-- ~ oc • ( m~ 0 , 1 . . . . ) . 
0mn 1 -m=·1 

Dan voldoen de functies gm(x), gedefinieerd door 

= ~ 
g ( x ) = f--,,, g 1 s :Ln l{x -m ,{=: I 111,{ 

£.m c-e =--' g~ 1 v1 coskx (4.5) 7r ~·1 -fit( a ,( 

aan de gestelde eisen. nt uit (4.5) volgt 



voor n==1_.2, ... 
11" 

~ gm (x) 
0 

en voor n=0,1, ... 
1r 

-o-

sin nx dx 

} gm(x) cos nx dx = Smn - ; Jin gmn 
0 

zodat inderdaad aan (4.2) is voldaan. 

Dat de functies gm(x) eenduidig bepaald zijn (in de zin van aequi­

valentie in 1 2 natuurlijk) volgt uit het felt dat de functies 

l cos nx + rn sin nx ~ cen volledig en dus ook een gesloten stelsel vor­
men, d.w.z, dat uit 

'1r 
~ g(x)(cos nx + cfn sin nx) = O, n=0,1, ..• 
0 

volgt g(x)=O (zie b,v. Tricomi l4J, §10). 
Omgekeerd vormen ook de functies g (x) een gesloten en dus een vol­

m 
ledig stelsel. 

Iets dergelijks geldt nJtuurlijk oak voor de bijna-sinus-reeks. 

Opmerking 

Men kan bewijzen dat de biorthogonale functies ook in het algemene ge­

v,11 vD n s telling 2 .1 best;:,w11 ( vgl. Paley-Wiener, 1. c. en Ries z-Nagy, 

9 5. 9ntwikkeling van ''gladcle II functies. 

We weten dat,[11s f(x) in (0,7r) een 11 gladde 11 functie is, de 
-2 cosinus-coefficienten zich r::;edragen aJ.s n en dat de cosinus-reeks dan 

clus uniform convergeert voor O ~ x ~ 11 • Voor 

J.natste slechts aJ.s f(O) = f(~) = 0, 

de sinus-reeks geldt dit 

( 5 .1) 
lets dergelijks hebben we hier ook: 

Stelling 5.1: 
1Us voor n=1,2,... \Jlnl s- r <1 is, dan bestaan eenduidig bepaalde 

coefficienten a 0 ,a 1 , .. , zodanig dat 

f(x) 
00 

,::--
-· L 

0 

n2 \a t 2 zeo n 

dan en slechts dan als 

1°. f(x) absoluut continu is voor O !: x f ii 

2. f'(x) E: L2 (0,1r) 

De reeks convcrgeert dRn uniform voor O ~ x ~ rr. 

(5.2) 

(5.3) 
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Het bewijs voor deze stelling berust op het fcit dat uit 2°. volgt dat 

f'(x) in een "sinus-reeks" 
ca 

f'(x) = 5 bn(-sin nx t fn cos nx) 
1 

co 2 
met L I b I <. o0 ontwikkeld kan warden. - n 

(5-4) 

n=1 
Onbepaalde integratie (die mogelijk is daar 1°. aequivalent is met 

de bewering dat f(x) = f(O) + jxr 1 (t)dt) en invoering van 

0 

On= n- 1 bn (n=1,2, ... ), 80== r(o) 
voldoende zijn. Dat ze nodig zijn 

- ) a levert dan dat de voorwaarden 
n 

n= 1 volgt op een dergelijke manier. 

Dat uit (5.3) de uniforme convergentie volgt is duidelijk omdat 

00 
~ en de reeks_,_ ta \ n 

N 

dus convergeert. 

N 
( -, 1 

t= L- -2 . 
n=1 n 

Een stelling als stelling 5.1 kan ook voor de bijna-sinus-reeks 
warden geformuleerd doch de twee voorwaarden voor f(x) die overeen ko­

men met (5.1) hebben een vrij ingewikkeld karakter. 

~6. Enkele specinle gevallen. 

:>e mees te resul t8 ten ui t l'wt voorgoande wa ren een direct gevolg 

van stelling 2.1, geldig voor zeer algemene systemen van functies 

un(x) en vn(x). Ook nan de te ontwikkelen functie f(x) en aan de getal­
len Yn werden slechts geringe eisen gesteld. 

Om meer te vinden moeten we, net als in de gewone theorie van de 
~ourier-reeksen meer gebruik maken van het Speciale karakter van de 

trigonometrische functies en van bijzondere eigenschappen van de getal­

lcn v en de te ontwikkelen functies. on 

Als een zeer eenvoudig bijzonder geval signaleren we het stelsel 

WO ( X) :;::: e d.X , w ( X) = COS nx + n 
o( 

sin nx, n = 1 , 2, ... n 

~cze functies vormen een in L2(o,~) volledig orthogonaal stelsel 1 ) en 
iE:dere 11 gladde 11 functie kan in een uniform convergente reeks van deze 
functies ontwikkeld warden. Vervangen we de functie e~xdoor 1 dan is 
het stelsel natuurlijk nog volledig doch niet meer orthogonaal. 

1) De volledigheid kan b.v. warden bewezen met behulp van een voorwaarde 
van Dallzell LSJ, (vgl. ook Tricomi, l.c., 911). 
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We geven nu enige resultaten voor het geval dat de getallen Kn alle 

~elijk zijn. Dit geval kon als uitgangspunt dienen voor de behandeling 

van het in de practijk belongrijlce geval dat de getallen fn voor n • oo 

tot een limiet fo nadcren (zic hiervoor een binnenkort te verschijnen 

r<lpport van Lauwerier l6J , wanrin oak het geval t n=const. uitvoerig 
wordt behandeld). 

We beschouwen de ontwikkeling 

00 

f(x) = C an(sin nx + f cos nx) 
n=O 

( 6. 1) 

Het geval dat i nul of zuiver imaginair is sluiten we uit (die 

~evallen zijn eenvoudiger, resp. iets lastigcr te behandelen) en we kun­

ncn dan zonder beperking deralgemeenheld veronderstellen dat Re r~ 0 

Ls (onders x ~. 11-x). We definieren dan het getal;u door 

O = tg Ti fL , 0 t_ Re_,M '- J. 

"1e:rk op, dat er ~ 1 overeenkomt met .Ref< i 1/4. 

We formuleren nu de belangrijkste rcsultaten: 

·?telling G .1. 

Iedere nglndde 1' J'unctie f(x) lrnn op eenduidige wijze in een reeks 

(6.1) warden ontwikkeld ~odanig dot voor de coefficienten geldt 

n == if(n- 1-£), ~'>0 
n 

en de reeks convergcert dus uniform. 

SpeciaDl i.s 'jr 

a == 
0 

COS 'Tf,µ ) ( t g ½ X ) 1 - 2_,,Pl f ( X ) d X 

0 

(6.2) 

en voor grate n geldt 
2 1 - 2),( r -1-2 { 

a 'V - 2 sin 27rJ,<. (1-2_p).n I. 
n 7r 

'iT" 

((tg lx)-2-"- f(~)-f(O) dx 
J 2 sin x 
o (6.3) 

Stelling 6.2. 

Icdere "gladde 11 functie f(x) kan op eenduidige wijze in 
(6.1) met a =0 worden ontwikkeld, zodanig dat de reeks voor ---o~ 

een reeks 
0 <- £<.x L1r-S 

uniform convergeert. Voor grote n geldt 

21+2~ 3 r ( )n-1 ( 2 ) an N -1 2 cos 'J( ,fa. 1- >./ 
Tt 

V 

n- 1+2;-< f (tg ½x) 1-s,M f (x) dx 

0 (6.4) 



-'1'1-

We merken op dat voor lJ' l <'.. '1 (Re ,,u- <'...1/4) stelling 6 .2 het eerste 

cleel v,in· stelling 2.2 omvat (bijna-sinus-reeks, a 0 =0, r Ian! 2 ~ oe). 

Voor lJ"l >1 (1/4<-Re;,t z1/2) omvat stelling 6.1 het tweede deel van 
stelling 2.2 en ook stelling 5.1 ("gladde" functie, bijna-cosinus-reeks, 

c1. 0#0, I: n 2 l an\ 2 <-co) • 
De andere resultaten vallen buiten het kader van de vorige stellin­

gen. Stelling 6.1 zegt dat de convergentie van een bijna-sinus-reeks 
kan warden verbeterd door een nulde term toe te latenJ terwijl uit stel­

ling 6.2 volgt dat we bij een bijna-cosinus-reeks steeds a 0 =0 kunnen 

kiezen, zij het dan ook dat voor \ v1>1 2 !a 12 divergeert. Hier 
0 .n 

1-Jlijkt dus duidelijk dot begrippen a1s volledigheid en afhankelijkheid 

van de functies sin nx + r cos nx nauw samenhangen met de convergentie­
eisen die men stelt. 

Stelling 
co 

lp ( z) = 1=o 3 n 

6.1 kan worden bewezen door invoering van de functie 
einz die de volgende eigenschappen heeft: 

1°. ~(z) is analytisch voor - Tl .( Re z <- 7T, Im z > O en continu tot op de 

rand van dit gebied; 

2°. Lf (z) • canst. voor Z= oo; 

3°. t.p(z) is periodiek: Lf(y+-n-i) =i.f(y-?ri) , y>-O; 
110 • 't voor O f x , Tr geldt 

1ri,..«A 7r1,.M e lf(x) - e- f(-x) = 2i cos7r)--(f(x). 

Met behulp van c]e conforme afbeelding w= - cos z en de door Muskhe­

lishivili ( L7J , specis:ll Ch .10) gegeven methodiek blijkt dat hierdoor 
de functi.e t.p(z) ecnduidig bcpaald is. En als f(x) 11 glad 11 is dan wordt 

het gedrag van de coefficienten an bepaald door het gedrag van f(z) 
bij Z=+1 dat betrckkelijk eenvoudig te onderzoeken is. 

De overgang naar stelling 6.2 wordt gegeven door de ontwikkeling 

v8n de constante functie f(x) = 1 volgens de voorwaarden van stelling 
6.2. Beschouwen we de functie 

<p (z) = ctg rip (1-e- 7rif( (tg ½z) 2f'-) 

cc 
= L an einz 

1 

( omda t Cf ( z) ~ O voor Z= i o0 zi jn a lle Fourier-coefficienten met 
n 5.- O nul), dan is voor O ~ x i.. 7i 

c,O 

cos 7rµ (tg ½x) 2fa ,;:--- an sin nx = 
I_ 

n=1 
~ a'- an cos nx = 1-cos ii,µ ( tg ½x) 2P 
n=1 

(6.5) 

16 .6) 
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' ,✓ 

n I[ 

:• t C.: 11 :L G.~: wo t nu c0nvoudig uit stclling G.1 verkregen door de con-
::t'~ntC:: tcrrn V'Hl clc l:;r1tstc vol nu (C. n tc: cmtw:Uckelen in een reeks 

t n~-1. 

l ·,.::h u:-n lLn'!.1:t l 1-',cl" •.:nJ 
,./ 

~J 1 \J_ J_ t b i. i.1 

t1llcn J~ niet constant ziJn 

t hovcnstaande aan. Voor de toe-

··::::;lr,'.'.:,.:n '.L:, r.:r,t::''.L'. ·,1 \r n tc- ng ~le vr·:~:Dg n::inr ck voorwDardc opc1at v2n 

.r, 11:·-·,n 

I 

!_L! 

L-'. \ 

i .. _j 

L .__i 

·\ 
I_! 

,"""I \,; 
' f ~ '<' / I:' 

r .... 
' I •• l $ 

t1tc cr,t 1_1IJ :ckc:l'.Ln V':n lwt typE: van stelling 6 .1. c1e 

0 

_;(;le ' ,. ( I- '; ( V . ,. l 6 ! j. ,, ·1 "' // -- l , 
- () \ ·'- '· \ i_-·;. ·-· • _) :) ·-' 1-..) (J r; -·- r 

dat f(x) orthogonaal is op een 
,.,.1 1.·· q r_i· (x) - (·c· ri· .f.y) 1- 21'<) 
l 1.1 i(::,-,0 - ,:::_; 2 .i,,. • 

r·: ' ( X ) CC n ' r, t ,:::i ~: r;' : ' l - V C l' . C LL ,j 
_1 

arstellcn woarvan de kern 

V c:, t' cct·.,, llcn y., ~· v eon Fredbo1m-kcrn is. 
I iJ U 

, W:Le:nc:c, }i'our:i_E:r--tr::1nsfnrms in the complex 

1°1 in-Gott ingen~ 

l1:~i•L1:, 
f_l,. I 

,:I ~") . • J '-~· ,, J 
~ f ---4· ,--) / \ ··11_) ·--, 

' • .,)' -✓ ' 

tc mn, 1955. 
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