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De st~lling van Minkowski-Hlawks 

We beginncn met ~~n inluiddnd0 b~schouwing. Zij M een 

lichaclm in de Euclidischc.: ruimtc Rn(n ~ 2), mc:t volume v-v(M) ~ j o 
de oorsprong ~n zij A eun rooster in Rn' d.w.z. d8 verzameling r 

punten 
x = u 1a( 1 ) + u2a( 2 ) + ... +una(n), 

waa~ u1 ,u21 ••• ,un d2 gchQlc getnll~n doorlopun en fa( 1 ),e( 2 >, ... ,a(nJ 
een stelsel van n om1 flvrnk,.:lijk,: pun ten is. Mt..:t 1T zullen W8 aa 
de fundc)mentaalc,.;l v2n /\ , d. i. c'.le vcrzamcling ckr puntc1n x van 

g2dac:rnti.:.: 

x = ~ 1 a ( 1) + ~ 22 ( 2) + ... +5 r/1 ( n) , 

w0:~rin O(i} ~ 1 ~ 1 ~i)1,2. (:L). ,:1(:i.)Du inho.u(f )van TT, die gelijk is aan 
I c1 '-' t ( c1 J ) I ( c1 == ( 3 1 _. ,1 2 , . . . , n r) ) t; n c1 e t e rm 1 nan t v a n 

hct roost<.;r /\ h~et, st,:lL:n we: voor door a(/\). 
Zij p uon willek8uri punt van R ~n stull~n we door p+ A voor n 

de: verzrnncling ckr punt8n p+x, x E (\ . Zij A(p) h'-'t r:c:rntal punten vr.rn 

p+ A in M. Dit AAntal zal, s~midd ld ~~nom~n, d~s t~ grater zijn naar­

mat~ het volum~ van M grotur is. Er goldt: 

( 1) A ( p) = V /cJ ( /\ ) , 

W88 rbij mcm A(p) kcin cJ cf in i c r c, n cl . r;1 • v . 

(2) A(p) == 1 jTTA(p)dp 
d ( /\ ) 

(bedonk dat A(p) invariant is voor translatl~s van Rn di~A invariant 

laten). Formulc (1) wordt g~makk~lijk g~vondLn als mun do karaktaris-

ti~ka functib van M invoort. 
Uit (1) volgt: ls V> a(/\), dan is er een punt P=P(o) m~t 

A(p(o)) > 1. Dit is de stalling van Blichfeldt. Anderzi.jds volgt 

(1) ook: is V-<d(AL dan is er (;en punt p( 1) met A(p('1))<1., 

A(p( 1 ))=0, d,w.z. p( 1 )+ A heeft M~ 
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De vcrzameling p( 1 )+ /\ z3l i.h.a. het punt O niet bevatten, is 

een z. g. inhomogt;,::::n rooster (Eng.grid) . Het rooster /\ heet homogeen. 

D~ Stelling van Minkowski-Hlawka geeft uitsluitsel over de volgande 

Vrf'i.Dg: b,2staat er c:en const,1ntE:; c > 0, z6 dat, als V=V(M) < c., er 
steeds ,:;en homogeen roos '~C' r /\ is, met detc rminant 1, da·t geen punt 

in M heeft. Omdat steeds OE A, zullen we in elk geval de ~is omtrent 

A nog 8 ls volgt moeten rec tificeren: /\ heeft geen punt ,lo in M. 

Zij M ~en begrcnsd lichaam in R . Zij A. cen willekeurig gekozen n 
homogeen (n-1)-dimcnsionaal rooster in het vlak x =0 en zij O< het n 
positicve gotal m~t ex d(£)=1. Dan heeft elk rooster A , voortgebracht 

door f.. en 8en punt g v3n de gedaa n te g= ( g 1 , g 2 , •.. ,gn_1 ,0t. ) , determi­

m:m t 1. Zij A(g) het aant2l puntc:n vr-rn /\ , dc1t tot M behoort maar 

niet in .het vlsk x ~O ligt. We lntt:n nu g varier1:m, bij vaste A. enO<. 

De punt1;:;n die bijdrc1gen tot A(g) liggc:n in de: vlakken Xn=O<t, waarbij 

t de geh8le gctallcn /0 doorloopt. Geh~el ana1oog aan (1), met analoge 

bctek8nis voor A{g;, kan men bewijzen: 

00 oo 
( 3) A(g) = 1 

d (,,( ) 
L v(o<t) ==O<L- v(Olt), 
t==- oo., t/o t=- oo, t;;'o 

waarbij v(a t) hl,:t (n-1)-dim8nsional0 voluml. is van de doorsnee van M 

vn het vl2k x =O<t. In do som in (3) komcn slcchts eindig Vt;el termen n 
,lo voor, omdat M b....:grensd ondcrsteld ls. 

Thans 18t8n we ~ Vc'lriiircn, zodan1g dat 0<.--40. Wt: kum1en dan bE::­

reib:n: 

1°. /:.,, h(::eft gt::en punt ,lo in M (want d (£ ) ----4CO) 

oO 

2°. 0( L v(cxt) < V+E. ( E. > o).. omclat ck uitdrukking links 
t=-oo, t;?o 

tot V n::ickrt voor O< --> 0. 

Voorts kunn,..:n w....:, w"' ns (3), ,~;==g(o) z6 ki,1ze:n dat A(e/ 0 )) ~O<Lv(O<t). 

Is du s V -< 1 s:: n in 2 o he t i"o c.: t C:: 1 E., g c s chi kt :~ ,: k oz en , c.:18 n is A ( g ( o ) ) -< 1 , 

dus A(g(o))=O. In Vl.rtrnnd ml,:t 1° bctck\:,;nt cat clnt A gc:en punt -/0 in 

M heeft. Dit geeft da volg~nd0 

Stelling 1. Is V-<.1, cJnn ls \.:r "'en 1:-00::it,r /\ met cl"'te::rmin:rnt 1, dnt 

geen punt fo in M h~eft. 

Is hct lichac1m M symm"'trisch t.o.v. 0, don is ck functic v(<Xt) 
co 

<.:)Ven, L:n dus hc:t rechtc;rlic1 v1n (3) g,:c1ijk Jan 20< r:_t= 1 v(0£t). Ook 

is A(g) ~ven, dus A(g)=O, als maar A(g) ~ 2. Dan mag in stelling 1 de 

voorwaardc V < 1 V\,;.'rVErngcn worcJcm door V < 2. 

Is M een sterlichaam t.o.v. O, d• n hoeft men slechts te cisen dat 

8r geen primitievc roosterpunt2n van /\ in M liggen ( een punt x EA 
met x-/0 heet primitief roosterpunt, als het segment Ox geen verdere 

punten van/\ bE!Vat). Men kan b.v. afleiden, door toepassing van 8en 



i~ts gcg~n~raliseerde vorm V3n stclling 1: 

Stelling 2. Zij S cen begrensd sts::;rlichEiam, symrnetrisch t.o.v. O. Zij 

V(S) <2 5 (n)., waarin "'S (n)=1+2- 11 +3- 11 + ••.• Dan is er een rooster /\ 
met dcb.::rminant 1, da t gl.;en punt fo in S h(;;eft. 

Deze stelling is als bewering uitgesprok8n door Minkowski 1 ) en 

in 1943 voor hct eerst streng bswezen door Hlawka [1} • Later zijn 

verschillende andere buwijz~n geg0ven (zie b.v. de lit~ratuuropgaven 

in [5] ) . Een zecr kort buwijs is ti:: vindcn in Cassels [2] . In stel­
ling 2 kan men zich gcmakk~lijk ontdoen van de beperkende onderstelling 

dat S b~grensd is (zio Rogers [3] , p.1000,r.9). 

Van nu iJ f a an anders t," llcn w0: cJn t M symmetrisch t. o. v. O en con-
2) vex is. In dat ~eval is, kr~chtLns dL st~lling van Brunn-Minkowski , 

~) ~en concave functic V3n 8 (a recel, V(a)= volume doorsnee van 

M e:n x =o). Het is ook een even functh; van 8, omdat M sym.metrisch n 
t.o.v. 0 is. Het gevolg is dat het rechterlid van (3) betr8kkelijk 

kl..:.;in is ook 2 ls CX nict cHcht b:lj O l:Lgt. D2vl:nport en Rog8rs [ 4] lei­
den ~en hulpstelling af die 2ls volgt gcformuleerd kan warden: 

00 

Hulpstt:lling 1, Zij 0<~ < 1. Dtrn is L t= 1 v(cxt)_f~v(O), als we 
nem(:;n 

( 4) 
V n(1- n1/(n-1)) 

O< == 2v ( 0) · 1 _ (2, n / ( n-1 ) 

D~ze hulpst\.:;lling maakt hLt mog~lijk cen icts sch\.:;rp~r resultaat 

st~lling 2 aft~ l~iden, \.:;n wcl door vollediga inductie naar n. 

Lriten W\:.:, voor m > 2, met c h0:t gr'ootst,--' positiovt: get2l aangeven met ,,, m 
ck (;: ig0nsch8p: 

bij elk convex lichaam Min R, symmGtrisch t.o.v. O, is er 2en 
m 

roos tL:r /\ in R rkt c.'1e: tL: rmina n t cl(/\) ,< V ( M) /c d8 t &;i';en punt ,/0 m , m 
in het inwcndi van M h~eft. 
Stellinr( 2 is (]rm ,.::,::liJkw.·12rdi1-'. ms:t ck: b.:..:tr,:kkim1- c ) 2'5 (n). '··" t., ... ,., n ,.,, 
Bc·schouw,~n w.._, (:On 0-symmctri sch, conv,:::x lichnom M in R . Kmcht.;ns , . . n 

de c'lefinitic, vJn cn--1 1s ;_;r cen (n-(1)-Jlm~;nsionriol rooster~ in h8t 
vlak xri"'''O m(;;t ch.:t• . .::r>minr:rnt c'l(A:,)::c: ~ O)+E.. (£>,O) Jet 1:;1c,en punt fo in M 

n-1 
heeft. We klcZE::n nu (3 =1/cn_ 1 , n bi.: L,n clnnrblj CX volg..;ns ( 1+). Op 

grond vrrn (3) is c;r cen punt ~;(o)=(c 1 ,L~2 , ... ,g11 _ 1 ,0<) met 

A(g(o)) ~am r;:'.\ v(C:Xt). Wt:;[;,ms hulpst\:.:lling 1 is dus 

A(g(o)) ~ d(k) ~v(o)= ~(~)lf <2, dus A(g(o))=O. Het roostt:r /\, voort-

1) Zi8 H. Minkowski, Extrait d 1 une lettr~ adressee a M. Hermite, 
"e-osammelte Abh.I., p.270. 

2) Zie T. Bonnesen-W, Fenchel, Theorie der konvexen K~rper, Chelsea 
(1947), P.71 en BB~ 
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Davenport ~n Rogers leiden 

1:lm 1.nf 
ri ........ Cl() 

C ~ C, n 

ste.111.ng 3 a f: 

wesrb1j ~ > 1 en ,~ log c = 2(c-'1) (c .. 4.92·1 ... ). 
Uitgaande van een schatt1ng voar c2 kan men afleiden dat zelre en> e 
vocr n ~ ~) ( z.if:> ( 5. J ) . We herb12n dus een veN.1cher-ping vain 5tel1ing 2 

verkregen. 

In het bcwijs van stelling 1 moest het daarin optred~nde getal ~ 
dicht bij O wo:cden gekozen,eu dus d{h.) zeer g1:oot, om te kunner1 vol-

a o doen aan de eieen 1 en 2 , Ala gevolg heeft he. gevonden rooster een 
zeer verwrongen vor:'m, vergekk(m :net het rooster van de punten met ge­

hele co~rdinate~. Frecieser gezecd: er is ge1:n co~stante k, z6 det men 
"'f'"' ,~r,,....,:;,;t··p.r, "'le1- c:1e g0wE,r1~ 1··p 1c0 ·i ,.o<f,'.·•t'1'~" 11':.-:l~1.'PPl"' v,~rkr1 jgt •"'::!t ee•: basia "I:. .• lJ ll. "'•"'-I,.,',..,,_,,.., .t!i , ,t ~" . · -- 1,,., L•..,, , •"-(.~..,.. "·•'-·' •·~ _,,1 ,~ ., ,.,,. -·, 1 U= __ I> i..;i 

heef !- ,;,.,,., t·--,~·- .4.,, 1"y ,J,, l ,.1., .. ,.., Iv I<,, {, ,1 .'"\ n) 
.., \.J .1.. 'r'.,..'.· f.:-' ~ C1 L.. J,. ~'.) ' " ) ' c,:. t{ 1.tl l..1 lA 1.) r-... ,:\ :\., \, ,,1.. = i , .C::. J • • • , • 

J. 

Let ten we nu op de groot te v,rn het geta l 0( , gebruikt. in het be-

wijs van stelling 3. Voor O <~ < 1 is 

,1 n('l·- ~1/(n-1)) ,,, n 
I < r~ '{·I"'\ ,;....-) "--1- 0 •/ ,.,- I 

'1-'3n/(n-1) = ·1 •'·1· v .. 2..:.. .i-xn-·1) X n.1/(n-1) 
'' ( 1 - Q 'I / r rJ - ·': ) \ Il \, , T O f ~ . • • • , (I J (} "" ,.., • 

, . ' . I_;; f 

redelijke :"::rec:zcr1 • :-)an is c·11erz1 ,1s cl(lt) n::Lei te grooi, en anderzi,jds Q( 

niet te groo~; op •lie ma11icP mog~11 we hopen door volledige inductie een 

niet. te vn,,.,,,r;·••--r',,·rr,;··J r··c··,,,c31·e•0 A 1:,,:,1· (1(' ir~•w•• 1•,c1tP 1::::.1·,·.'_·,·,(;,nRC'"1l~npen te v-tnden. \.,, ~- '1"1 "'- U t:) . - ) .,,, I.. .... I, . , ,._. .., ,. b....... '-· • ,, L ,, _ } "- t"' 

Z:LJ k' :n het volurn,', ','an ~!e: e,:::,h•:-:ic:lscnl. Jr: r:::l' La ten rm f::n sm r~iet 

te veel van 1 afwijkcnde pcsJr5eve z2t.~llen ztjn met de valgende eigen-
~,., ;1.., ~) • is ~I'. '"en 0 "', 1rnt"' ·' •· r· ·1 ,, ··• l' '' . .., "'" ,.,. x J ·i , ''"' ,, n' ' n R l'i a- 1~ ·.·1 s '" r· P- en b\,,,J. ut, • l...l. C _,.:.~ 1-u.y. ,,.c; L, • .1.,,,),,. .t, ,,,- 1--iiJ o'G ~•'-··-,L.l.C.-'Cl .l .L . m' - J ,._,. -

(m-1)-dimen~ionaal hypervlak H= ~ door O, z6 dat 
lr,L- I 

Men merke op dat, inge1.al M,eE::!1 bol 

V (J\n_ 1 f1 M)= km-1. f V(M) /Km J lm-1) /m. 

con vex 11chaam M in Rn kiezen Wt'? nu 

is, voor elke keuze van H 1 geldt: rn-
Uitgaande van een 0-symmetr:tsch, 

achtereenvolgens HnaRn., Hn .. 1 ., Hl'1_2 
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als deelruimte van H ~, enz., z6 dat, als H nM=M, n- 1 m -111 

We kunnen in elk geval nemen 6 2=1. Door een rotatie in Rn uit 

te voeren kunnen we bereiken da t Hm het vla k xm+1=xm+2= ••• =Xn=O is. 
Met de bewijsmethode van stelling 3 kan men door volledige in­

duet ie naa r m., de volgende bewering aan ton en ( vgl. [ 5 J ) : 
Bewering. Laten de getallen d 1 ,d 0 , ••• ,d gedefinieerd zijn als volgt: 

d m/(~-11_4 n 
2 m-1 ( 4 ) d1=2, d2~3, dm• m '1/(m-'1) m=3, , ... ,n • 

d ,'\ -1 
ffi- I 

Dan is er een stelsel van n onafhankelijke punten a( 1),a( 2 ), ... ,a(n), 
zodanig dat a(i)E. H, (1=1,2., ... ,n) en dat voor de roosters /\ m' voort-

l (1) (2) (m) gebracht in Hm door a ,a , ••. ,a , geldt: 

1. /\ m heeft geen punt iO in het inwendige van~ 

2. d(;\m) = V(f\i)/dm 

3. het punt a(m) is bevat in het blok Wm, bepaald door: 

di-1 V(Mi) 
!xii ~er;::-. V(Mi-1) ( i:: 2 J 3 I , • • J m) l 

Passen we dit speciaal toe met m=n, dan vinden we: er is een 

rooster /\ met determinant V ( M) /an, da t geen punt /0 in het inwendige 
van M heeft en dat een basis heeft bevat in het blok 

d., 1 V( M. ) 
l I 1- l 
xi ~ er:- V(M. ) 

l l-1 
( i== 2, 3 , ... , n ) . 

Men kan laten zien dat a1 tot c nadert (zie p.2) voor i--;.OO. Dus 

a1 _1/a 1 ---11 voor i ---r°'°. Verder· is, krachtens (6), 

(i-1)/i 
V(Mj) k i }j/1 
V(M,· ) = --- {V(Mi) J 

1-1 e. k . ,1 
. ]. l- I 

V(M) _e) f, i/(i+1)0 1/(1+2) 0 1/(n-1)k (V(M)/r< )i/nj 
i - i Vl i +2 i + 3 · · • n 'i n 1 

(7) 

Konden we bewijzen dat we kunnen nemen e .=1 (1=1,2,,,.,n), dan zouden 
we vinden V(M.)== k .(V(M)/K )i/n., V(M.)/V(~_, 1 )= kki (V(M)/ ) 1/n.De 

l l n l l- . ,,, n 
l- I 

genoemde basis van A zou dan bevat zijn in de bol 

x,/+ ... +xn 2 < b log n . (V(M)/ k n) 2/n , 

waarin been zekere constante is die niet van n afhangt. Immers 
I\. /k. 1 ,.-YV 2Tt/1. 

l l.-

Maar de 
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kan kiezen dat 0 1=1, d.w.z. V(H1_1f"\M)=k1_1tV(H1riM)/K1f(i-'1)/i 

(i=2,3, ... ,n), stuiten op moeilijkheden. Om redenen van tomogeniteit 
is het geen bezwaar te onderstellen V(M1 )=V(H1f'\M)= k1 • Dan heeft M1 
hetzelfde (i-dimensionale) volume als de 1-dimensionale eenheidsbol. 
Zij x' een randpunt van M1 op maximale afstand van O. Dan is tx'I ~ 1. 
Zij H1_1 het (i-1)-dimensionale hypervlak door O, loodrecht op de vec. 

tor x'. Dan is V(M1 )= k 1~ f- \ x 'f • V(H1_,{' M), dus V(M1_1 )~ ½i k 1 • Dus 
8 i ~½i k' i. Men kan verder een randpunt x" van Mi op minima le afstand 
van O beschouwen, in dat punt een steunvlak aan M1 aanbrengen en H1_1 
evenwijdig aan dat steunvlak kiezen. Men vindt dan V(M. )< 2 tx"I .• V(H. 1"M) 

l ' J.-
dus V(Mi_ 1 ) >,, ½ k i. Dus 0 i~ ½ k i. Samenvattend hebben we 

(8) (1=2,3, ... ) 

Door toepassing van de ong~lijkheid van Holder kan men (8) ver­
scherpen. Voor cen willekeurige eenheidsvector x geven we met f(x) aan 
de lengte van het in M bevatte segment van de halfrechte vanuit Odie 
door het punt x gaat: f(x) is het positieve getal A , waarvoor Ax op 

de rand van M ligt. Verder geven we met h(x) aan het (n-1)-dimensionale 
volume van Mr'ITfx, waarin TT x het (n-1)-dimr.:nsionale hypervlak door 0 

is dat loodrccht staat op de v0ctor x. We kunnen gemakkelijk V(M) en 
h(x) uitdrukken m,b,v, de functie f(x). Toepassing van Holder levert 

nu (zie {5] ): is V(M)= kn, dan is 

(9) [ w: J lh(x)} n/(n-1)ax] (n-1)/n !Kn-1; 

hierbij wordt de integratie uitgestrekt over de rand van de e~nheids­
bol en is u,) de oppervla kte van die eenheidsbol. Formule ( 9) zegt da t n 
een zekere middelwaarde van h(x) ten hoogste K n- 1 is. We kunnen dus 

,Tx z6 kiezen dat V(Tfxf'\M)~kn_ 1, ingeval V(M)=kn. Dus is en~1. Dus 
kan (8) verscherpt wordon tot: 

(10) ½ k 1 ~ 0 1 ~ 1 (1=2,3, ... ). 

Uit (7), (10) en de 11erboven aangetoonde bewering kan men de vol­
gende stelling aflciden: 
Stelling 4. Zij M e(jn 0-symmetrisch, convex lichaam in Rn met volume V. 
Zij k het ~olume van de eenhoidsbol en zij d2=3, dm= 

2 2 m/~m-1)_ 1 
=in. dm- 1 '1/(m- 1 ) (m=3,4, ... ). Dan is er een rooster A met de volgen-

.,, -1 m-, 
de eigenschappen: 

1. A heeft geen punt /0 in het inwendige van M 
2. /\ heeft determinant a(/\ )==V/dn 
3. /\ heeft een basis die na een geschikte rota tie om O b.eve·t is 

in de kubus tx1t < b (V/t( 11 ) 1/n (1;;:1,2,p.,n), waal'.' b ee,n vaa:te_. niet 
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van n afhangende constante is, 

Men mag b.v. nemen b=2.13. Voor de getallen dm geldt: 

lim dm==C=4. 921 ... , d > c voor m). 6. Ui t ej_genschap 3 volgt de iets zwak-m ,,,, 
m ~ 00 
kere bewering 

J 1 • /\ heeft cen basis bcvat in de bol om O met straal b 1nv1/n, 
waarin b1 een constante is die niet van n afhangt. 
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