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De stelling van Minkowski-Hlawka

We beginnen met een inleidende beschouwing. Z2ij M een begrensd
lichaam in de Euclidische ruimte R (n22), met volume V=V(M), Zij O
de oorsprong «n zij A ec¢n rooster in Rn’ d.w.z, de verzameling der
punten )

- (1 (2) ,(n)
X = u,Aa + U2 to.tu 2 s
Waar UgsUpse .. Uy de gehele getallen doorlopen en {8(1)18(2)’."’a(n§
een stelsel van n onafhankelijke punten 1s. Mct TT zullen we aangoeven
de fundamentaaleel van A\ , d.i, de verzameling der punten x van de
gedaante

8]

(1)+§ ga(L)+.,.+§na(“),

wanrin 0’5~§j_$ 1 5?:1,2,:..,n). De inhoud van 1l , die gelijk is aan
|dct (a(i)J)! (a l)=(a * 1,9(1)2,...,a(i)n)) ¢n de determinant van
het rooster /A heet, stollen we voor door d(A),

7Zij p cen willekeurlyg punt van Rn ¢n stellen we door p+ /\ voor
de verzameling der punten p+x, x € A . Zij A{p) het aantal punten van
p+'A\ in M. Di%t aantal zal, goemiddeld genomen, des te groter zijn naar-

mate het volume van M groter is. Er geldt:

(1) TE(p) = V/A(A),

waarbij men A(p) kan dcfinilren d.om.v.

/]
(2) A(p) = vj A(p)dp
any 21T
(bedenk dat A(p) invariant is voor translatles van R, die /A invariant
laten). Formulc (1) wordt gemakkelljk gevonden als men de karakterls-

ticke functie van M 1nvocrt.

Uit (1) volgt: is V> a(/N), dan is cr een punt pzp(o) met e
A(p(O)) y 4. Dit is de stelling van Blichfeldtb. Anderz%%ds volgt ult
(1) ook: 1s V<d(A), dan 1s er ecen punt p([}’met A(p' )‘<1,>ng :
‘A(p(ﬂ))=o, a.,w.z. D Ve A hﬁef@'%ééﬁﬁ?uﬂt/%ﬂ(ﬁi~,ﬁz@,s,, i
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De verzameling p(,l)+ A 23l i.h.a. het punt O niet bevatten, is
een z.g. inhomogeen rooster (Eng.grid). Het rooster /\ heet homogeen,

De stelling van Minkowski-Hlawka geeft uitsluitsel over de volgende
vraag: bosteat er een constante ¢ >0, zd dat, als V=V(M) < ¢, er
steeds cen homogeen roos~er /\ is, met detcrminant 1, dat géén punt
in M heeft. Omdat steeds O € /\, zullen we 1n elk geval de c¢is omtrent
/\ nog als volgt moeten rectificeren: A heeft géén punt #0 in M,

Z1j M ¢en begrensd lichaam in Rn‘ Z1j ﬁ cen willekeurig gekozen
homogeen (n-—’])—dimensionaal rooster in het vlak xnzo en zij & het
positieve getal met X d(/C):ﬂ. Dan heeft elk rooster A , voortgebracht
door £ en een punt g van de gedaante g=(g,],g2,...,gn_,l,0(), determi-
nant 1. Zij A(g) het aantal punten van A , dat tot M behoort maar
niet in het vlak x,=0 ligt. We laten nu g variéren, bij vaste A en i,

De punten die bijdragen tot A(g) liggen in de vlakken X =Ot, waarblij
t de gehele getallen #0 doorloopt., Geheel analoog aan (1), met analoge
betekenis voor A(g), kan men bewijzen:
o
1

o0
d(L ) t=-00,t40 v(oe) ﬂl&m v(xt),

waarbij v(ot) het (n-1)-dimensionale volume is van de doorsnee van M

(3) A(g) =

en het vlak xn=0<t. In dc som in (3) komen slechts eindig veel termen
#£0 voor, omdat M begrensd ondersteld is.

Thans laten we A variéren, zodanig dat X — 0, We kunnen dan be-
reiken:

1°. L heeft geen punt #0 in M (want d(A )-—> o)

[Ye)
2°. o % v(xt) < Vi€ (€>0), omdat de ultdrukking links
t=-00,t£0

tot V nadert voor & — 0,

Voorts kunncn we, wegens (3), f;=g(o) zd kiczen dat A(g(o)) 50(?:\7(0(1:).
Is dus V <1 en in 2° het getnl € geschikt zckozen, dan is A(g(o)) <1,
dus A(g<o))=o. In verband met 19 betckent dit dat A geen punt #0 in
M heeft. Dit geeft dc volgende

Stelling 1. Is V< 1, dan is c¢r cen rooster /\ mct determinant 1, dat
geen punt #0 in M heeft.

Is het lichaam M symmetrisch t,o.v. O, dan is de¢ functie v(®t)
even, en 4dus het rechterlid van (3) gelijk aan 2% L :,] v(Q&t), Ook
is A(g) even, dus A(g)=0, als maar A(g) < 2. Dan mag in—stelling 1 de
voorwaarde V<1 vervangen worden door V<2,

Is M een sterlichaam t.o.v. O, dan hoeft men slechts te <isen dat
¢r geen primitieve roosterpunten van /\ in M liggen (een punt x e
met x£0 heet primitief roosterpunt, als het segment 0X geen verdere
punten van/\ bevat). Men kan b.v, afleiden, door toepassing van een



icts gegencraliseerde vorm van stelling 1:

Stelling 2, Z21j S ecen begrensd sterlichaam, symmetrisch t.o.v, 0. Zij
v(3) <25 (n), waarin T (n)=1+2""+3""+,.. . Dan is er cen rooster A
met determinant 1, dat geen punt #£0 in S heeft.

Deze stelling is als bewering ultgesproken door Minkowski 1) en
in 1943 voor hct cerst streng bewezen door Hlawka [1} . Later zijn
verschillende andere bewijzen gegeven (zie b,v, de litcratuuropgaven
in [5] ). Een zeer kort bewijs is te vinden in Casscls [2] . In stel-
ling 2 kan men zich gemakkelijk ontdoen van de beperkende onderstelling
dat S begrensd is (zic Rogers [3] , p.1000,r.9).

Van nu af 2an onderstellen we dat M symmetrisch t.o.,v, O en con-
2)
3

vex is, In dat geval 1s, kroachtens de stelling van Brunn-Minkowski

fl;y7ﬂ;;) cen concave functic van a (a reéel, V(a)= volume doorsnece van
M en xn=a). Het is ook een ceven functlic van a, omdat M symmetrisch
t.o.v. 0 is. Het gevolg 1s dat het rechterlid van (3) betrekkelijk
klein is ook als KX nicet dicht bij O ligt. Davenport e¢n Rogers {4] lei-
den cen hulpstelling af die als volgt geformuleerd kan worden:

Hulpstelling 1, 2ij 0<f3 < 1. Dan is th,l v(xt) <Pv(0), als we

nemen

_R1/(n=1)
(%) , X = EV\(IO) . n(l_ gn/(n—’l))

Deze hulpstelling maakt het mogelijk cen iets scherper resultaat
dan stelling 2 af te leiden, en wel door volledige inductic naar n.

Laten we, voor m » 2, met ¢ het grootste positiceve getal aangeven met
e

m
de elgenschap:
bij <1k convex lichaam M in R v symmetrisch t.o.v., O, is ¢er een
rooster /\ in R, met dgturmlnanc dQﬂ):gV(M)/cm dat geen punt #0
in het 1nWLnd1&b van M haeeft.
Stelling 2 is dan gelijkwaardipg met de betrekking cng,ETS(n).
Beschouwen we cen O-symmetrisch, convex lichaam M in Rn' Krachtens

de definitic van Chon is ¢r cen (n-1)-dimensionaal rooster A in het
vlak xnzo met determinant d(A )= %ﬁﬁl;té (£>0) dat pgeen punt #0 in M
n-1
heeft, We kilczen nu (3 =’1/<_‘:n_,l ¢n bepalen danrbij X volgens (4). Op
grond van (3) is er cen punt z =(Kq:$g""’gn_1’cx) met
Alg (o )) T(ZT Zt , v(&t). Wegens hulpstelling 1 is dus
A(g( )) @V’ )= gvool <2, dus A(g(o))=0. Het rooster A\, voort-

o — " t—— o~ - -

1) Zie H. Minkowski, Extrait d'une lettre adressée & M. Hermite,
®osammelte Abh.I, p.270.

2) Zie T. Bonnesen-W, Fenchel, Theorie der konvexen Korper, Chelsea
(1947}, ©.71 en 88, |



‘gebracht door A en het punt g(O), heeft dus geen punt #0 in M, Daar-

1/(n-1)
b1 is dA)=Kd(A)= ELY n(cp_4 1)
?ﬁij s d(N) OQ) (1+ vio)/ 2 ) 1n/(n-1)_1 Hieruit volgt (zie
%ﬂu]): . n/(n~1)_q
\Stelling 3, Er geldt Cn?’% n«’lq/(n—” ‘
| “n-1 -1

Davenport en Rogers leiden uit stelling 3 af:

(5) lim inf ¢ ¢,
HM%
waarblij c>1 enc log ¢ = 2(c-1) (c=4,921...).

Uitgaande van een schatting voor P kan men afleiden dat zelfs cn) c

voor n>5 (zie [5] ). We hebben dus een verscherping van stelling 2
verkregen.

In het bewijs van stelling 1 moest het daarin optredende getal ™
dicht bij O worden gekozen,en dus d(A) zeer groot, om te kunnen vol-
doen aan de eisen 1° en 29, Als gevolg heeft he. gevonden rooster een
zeer verwrongen vorm, vergeleken met het rooster van de punten met ge-
hele codrdinaten, Precieser gezegd: er is geen constante k, zd dat men
een rooster met de gewenste elgenschappen verkrijgt, dat een basis
heeft die bevat is in de kubus |x ) <k (1=1,2,...,n).

Letten we nu op de grootte van het getal X , gebruikt in het be-
wijs van stelling 3. Voor O <f3 < 1 is
n(1- p"/(n"}))

4 ﬂn/(n-—ﬂ)

1<« 0
1_tgn/(n-—'i)

h( 1- (3’1/(1’]-—’17)

wegens = % (1+6+—§2+...+dr“1),6==ﬂ1/(n‘1).
Ligt nu maar V/v(0) tussen redelijke grenzen, dan ligt ook Ct tussen
redelijke grenzen, Dan 1is enerzids d(&) niet te groot en anderzijds &
niet te groot; op die manier mogen we hopen door volledige inductie een
niet te verwrongen rooster A met de gewenste eigenschappen te vinden,
We gaan nu deze gedachtegang nader ultvoeren.

Z1ij )(m het volume van de eenheildsbol in Rm. Laten rLo€n oSy niet
te veel van 1 afwijkende positieve getallen zijn met de volgende eigen-
schap: is M een O-symmetrisch, convex lichaam in Rm’ dan is er een

(m-1)-dimensionaal hypervlak H__, door 0, zd dat

1

V(H _,NM) =6mkm_1.{V(M)/Km}(m—’l)/m’ £ &0 8-

Men merke op dat, ingeval M(eeg)yol is, voor elke keuze van Hm_1 geldt:
m-1)/m
V(Hm'1r1M)=Km~1.{'V(M)/Km . Uitgaande van een O-symmetrisch,

convex lichaam M in Rn kieézen we nu achtereenvolgens Hn=Rn, Hn—1’ Hn—2

LR
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als deelruimte van Hy_4s €nz., z6 dat, als H N M=M_,

(6)  V(My_y) = O Kpq V(Mm)/}(m}(m"/])/m, £n& B €5y, (men,n=1,...,2)

We kunnen in elk geval nemen 632=1, Door een rotatie in R, ult
te voeren kunnen we bereiken dat Hm het vlak Xm+1=Xm+2="'=Xn=O is.
Met de bewljsmethode van stelling 3 kan men door volledige in-

ductie naar m, de volgende bewering aantonen (vgl. [5:))

Bewering, Laten de getallen dﬂ 0,...,dn gedefinieerd zijn als volgt:
15
d
2 m—1
dg=2, dp=3, dp= p ’1/(m-1)_1 (m=3,%,....n).
m-1,

Dan 1s er een stelsel van n onafhankelijke punten a<1),a(2),...,a(n),
zodanlg dat a(i)e Hi €i=1,2,...,n) en dat voor de roosters A m? voort-

gebracht in Hm door a 1),a(2),...,a(m), geldt:

1. /\nlheeft geen punt #0 in het inwendige van M.
(A ,) = v )/,
3. het punt a<m) is bevat in het blok Wm, bepaald door:

a, 4 V(M)

1
( .
a; 7™

) (i=2,3:--um)°
i-1
Passen we dit speciaal toe met m=n, dan vinden we: er is een
rooster /\ met determinant V(M)/dn, dat geen punt #0 in het inwendige

van M heeft en dat een basis heeft bevat in het blok

a, V(M)
1 1-1 =
b €3V, Pyl € = g

) 1) (i=2,3,...,n).
i -

Men kan laten zien dat di tot ¢ nadert (zle p.2) voor 1-— o0, Dus
di_q/di-71 voor i — 09 Verder is, krachtens (6),

() y (1-1)/1 y
i 1 1
(7) V(Mi‘,‘7= 5 {V(Mi)} )
A
v(my) =©, 81+2i/(i+1>61+3 t/(1e2) .9, +/(0=1) Ky (VM) /K, )l/“.i’

Konden we bewijzen dat we kunnen nemen €9i=1 (i=1,2,...,n), dan zouden

we vinden v(uy )= K, (v(u) k), vng) v )= A (wim)/ )17 e
1-1
genoemde basis van /\ zou dan bevat zijn in de tol

x12+...+xn2 <blogn . (V(M)/k )2/n

waarin b een zekere constante is die niet van n afhangt. Immers

Ki/ki_,lm./v 2T /1.

Maar de pogingen om aan te tonen dat men de hyperv;akkén Hi %6 .




-6~

kan kiezen dat fai=4, d.w.z. V(Hi_qf\M)=Ki_1{V(HirsM)/Kyi(i'q)/i
(i=2,3,...,n), stuiten op moeilijkheden, Om redenen van homogenitelt

is het geen bezwaar te onderstellen V(Mi)zv(Hif\M)= ki. Dan heeft M,
hetzelfde (i-dimensionale) volume als de i-dimensionale eenheidsbol,

Z1ij x' een randpunt van Mi op maximale afstand van O, Dan is |x'| > 1,
Z21] Hi-ﬂ het (i1-1)-dimensionale hypervlak door 0, loodrecht op de vec-
tor x'. Dan is V(M;)=k,> 5 |x'| . V(H,_,AM), dus V(M _,)< 1K . Dus
6915:%1 Ki. Men kan verder een randpunt x'" van My op minimale afstand

van O beschouwen, in dat punt cen stcunvlak aan Mi aanbrengen en Hi-
cvenwijdig aan dat steunvlak kiezen, Men vindt dan V(Mi)<:2\x"l,V(Hi_1nM)i

dus V(Mi_,l);% K. Dus ©.>5K.. Samenvattend hebben we

1 i

(8) 5K, <O, ¢

i Ki (i=2,3,...)

Door toepassing van de ongelijkheid van Holder kan men (8) ver-
scherpen. Voor ecen willekeurige eenheidsvector x geven we met f(x) aan
de lengte van het in M bevatte segment van de halfrechte vanult O die
door het punt x gaat: £(x) is het positieve getal A, waarvoor AxX op
de rand van M ligt. Verder geven we met h(x) aan het (n-1)-dimensionale
volume van Mrﬁ77%, waarin TTX het (n-1)-dimensionale hypervlak door O
is dat loodrecht staat op de vector x. We kunnen gemakkelijk V(M) en
h(x) uitdrukken m,b,v, de functic f(x). Toepassing van Holder levert
nu (zie [5] ): is V(M)=Kk , dan is

n-1)/n
(9) [ml—j 11@(){)} n/(n/])dX] (n-1 Chons

n

!

hierbij wordt de integratiec uitgestrekt over de rand van de eenhelds-
bol ¢n is an de oppervlakte van dic eenheidsbol, Formule (9) zegt dat
een zekere middelwaarde van h(x) ten hoogste K
T, 26 kiezen dat V(T AM) gk,
kan (8) verscherpt worden tot:

is, We kunnen dus

N~
. pus 1s O <1, Dus

1
_4» ingeval V(M):i«n

(,]O) %kié®i é’] (i:2,3,nu-)'

Uit (7), (10) en de hicrboven aangetoonde bewering kan men de vol-
gende stelling afleiden:
Stelling 4. Z1j M ecn O-symmetrisch, convex lichaam in Rn met volume V,

Zzij K . het volume van de eenhcidsbol en zij d =3, d =
g m/(m-1 A 2 m

= % . m-ﬂq/ = ~ (m=3,4,...). Dan is er een rooster /\ met de volgen-
dm—1 - )'1

de elgenschappen:

1. /\ neeft gcen punt #0 in het inwendige van M

2. /\ heeft determinant d(/\)r_V/dn

3. /\ heeft cen basis die na een geschikte rotatie om O bevat 1is
in de kubus |x4] < b (V/kn)/!/n (i=1,2,...,n), waar b een vaste, nlet



. van n afhangende constante is,

: Men mag b.v. nemen b=2.13. Voor de getallen dm geldt:

1im d_=c=4.921..., d_>c voor m> 6. Uit eigenschap 3 volgt de iets zwak-
i m m =

m -~ OO

kere bewering

31, /A heeft cen basis bevat in de bol om O met straal bqnvq/n,
waarin b,1 een constante is die niet van n afhangt.
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