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Zij e een vast, posit1ef, irrationaal getal. Er zijn versch11-
lende stellingen die handelen over de benadering van e door rationa­

le getallen p/q. Zo zegt een klassieke stell1ng van Hurwitz dater 
oneind1g veel stellen natuurlij~~ gctallen p,q zijn, zodanig dat 

le-El, 1 2 
. q V5.q 

(h1erbij kan in het a lgemeen de constante v'5 n1et vergroot warden). 
Anders gezegd: er zijn oneindig veel stellen natuurlijke getallen 
p,q, zodan1g dat q2(e-p/q) een getal is in het interval (-1/V5,1/V15). 
In het volgen9e zullen we met J(8) aangeven de verzameling van de 
getallen van de vorm 

(p,q natuurlijke getallen). 

En we zullen, in het voetspoor van Cug1an1 [1] , de verdeling van 
J(e) over de gehele re~le as, niet slechts in de buurt van het punt 
O, beschouwen. Dit zal le1den tot een nieuwe karakteristieke eigen­
schap van de .kwadratische getallen. 

Krachtens de genoemde stelling van Hurwitz liggen steeds onein­
d1g veel gehele getallen van J(e) in het interval (-1/\/5, 1/VS). 
Sluit men bepaalde getallen uit, dan kan dit interval verkleind war­
den. Uit de theorie van de kettingbreuken valt gemakkelijk de vol­
gende stalling 1 af te leiden (zie (1] ): 
~tel11n5,1. Het punt O is_dan en slechts dan verdichtingspunt van 
J(e), ala de wijzergetallen van de regelmatige kett1ngbreuk 

(2) e- [a 0 .,a 1,a 2 , ••• J 
niet besrensd Zijn. 

We leiden uit stell1ng 1 meteen een conclusie voor de verdel1nf" 
van J(9) op de retne as af. U1t de vorm der getallen (1) volgt: ale,, 
o«.E J(-B) en k een natuurl1Jk getal is, dan is ook k2c(EJ(9). Uit 
etell1ng 1 volgt dan: Z1Jn de w1Jzergetallen in (2) niet begrensd, 

: 



dan is J(e) ove~al dicht op de ha!frecnte van de po~1t1eve getallen 
of op d,.: halfrechte V:it: th: nE;gntieve getallen. Interessant le due 

slechts hct gcval dat de wlizerpetallen ~ beg~ered z11n. 
~~ ,.. ..J r; ~' V 

Wf> zulle•, de ,y,:,.-·-.,qn•,,.,·1~r,r ''t'.">'• df• vc:.~•-.iict·-t1'r,g~"'Uf',Y·<0n '"-:>•·1 J(n) 
" • f, · ,~ ..... L, ~-· ,._,I ,j ~ ... ~-J... .... , ;:::; it O 1 ,j ~· "''"' l. ..... ...., "' . \,; • .:i--... t-' ~ ~ -.J ~ V -0 ~ ,, ~ 0 l 

aangevi:;';; raet J 1 ( G). D~rn hebbPn we de volgi:::r:de 

is dGn c~ slcchts dqn discreet als 
e een kwadratisch g~tal ls. 

Bovensto:n-.dr.· s t('d 1 ln:::, gee ft ::,ns e<.:n n1 ,Juw1: i<a r.,~ kte t"is tie ke ei­

genschap var de kw1.H.lr·~.1ti::,.c'.ic gct,:;llcn, var. g,:::hi:::,::l andert:: vorm d~Hl 

het bekenclE! c r1 tc riur.1 van La-5r-Dm;c: 

De rog0lmatlge k~ttingbr~uk waarin ecn getal e ontwikkeld kan 
'>'lorden :!..s ,jan er 3lechts d8n per'iod1ek r~ls fl e,.:n kwadratisch 

f'-/::tal is. 

Overigens zullen we i.:i,J \·Hit bewiJ3 vm, stelllng 2 gebruik maken var: 

het critePiu::i van L"lgr:., 

BewiJa van stelling 2. Kract1te~s stelling 1 mogen w~ zonder bezwaar 
onderstellen d2t de wiJzcrget3ll~n 1 in de ksttlngbreuk voor 0 be-n 
gr8nsd ziJD. Zij dus 

(3) 

waerb1J keen zeker n1tuurl1jk getal is. We verdelen nu het bewiJs 

in 4 punten. Eerst zullen we twee hulpr~sulteten bespreken; daarna 
zullen we achtereenvolg~ns hct voldoende en het nodig zijn van de 
voorwaarde besprcken. 

1. Bekend is dat p/q een nad-.:~rcnde breuk ie van e , indien 

lq2 (p/q-G )I ..:: ½ is. Deze ei.genschop kan a1s volgt gegt:ner·aliseerd 

worden (zie [2] ): 
Hulp;:,telling 1. Latc:n p /q, p1 /q1 , p..,/q2 , ••. de naderer.de breuken 

() 0 . C. -

van 8 zijn. Zij 'f ee11 positief get.?.l t:'n l,~ten p en q twee natuur-

lijke getollen zijn met 
,., 

l C( / ,~, ) i , , ! q p, q- ti' I "-· /' , 

Dan zijn er een 1ndex n en twee gehelc get3llen a,b, z6 dat 

0 l'il b ~- a i;;; ,~(k, ')' ) = 2 V,··;(·k+2)3 . 
Op grand van dezc hulpstelling ligt het voor d~ hand naast J(8) 

d2 verzamelingen J3 ,b(e) in te voeren. b~ateande uit de getallen 

( 4 ) ~~ {a,b) 
a p +b p 

,., { a b \2( n-1 n-2 ::i ) 
' qn-'' + qn-2 J a- a +b q - t , 

• l ·n-1 n-2 

waarbij <1 en b gehele gt::tal::en zijn met a i·i, b ;\IO en n de natuur-liJke 

geta llen iii: 2 doorloopt. 



Uit hulpstelling 1 volgt nu: voor elke 1 > O is de doorsnee 
van J(e) en het interval (- 1 ., )') op eindig veel punten na bevat in 
de vereniging van de verzamelingen J ·b(e), waarvoor O~b"?-a ;;;c(k, ,r). 
Anderzijds vormen ae getallen ~n(a.,b)a~og vrij goede benaderingen van 

e en is dus elke verzameling J 8 .,b(e) begrensd. Zij nu J'a,b(e) de 
verzameling van de verdichtingspunten van J b(e). Uit de twee ge-a, 
noemde feiten volgt dan: 

(5) J'(e) = LJ J'a,b(e) 
0 ~ b ~ a 

= U J'a b(e). 
a,b ' 

Tevens: 
Hulpstelling 2. De verzameling J' (e) is dan en slechts dan discreet 
als elke verzameling J 1 b(e) eindig 1s. a, 
~. We stellen 

• 
[an-' 8 n+1' 8 n+2' 0

•• 
] (n=1.,2, ... ). a = n 

Bekend is dat 

(6) e = 
8 ~ Pn_1+Pn-2 

8 ~ qn-1+qn-2 
voor n=2,3, ... , 

als pn/qn de naderende breuken vane zijn. Vult men dit in in (4),dan 
krijgt men na een kleine omwerking 

(7) (-1)n = 1 ( 1 + 1 } 
r n (a,b) a li - b a?1n-1+b , 

a• 
n 

waarin )\n_ 4=qn_1 /qn_2= [an_1 .,an_2 , .•. .,a 1 ]. Dus bestaat J 8 ,b(e) uit 

de getallen 'fn (a,b) (n 1; 2), waarvoor (7) geldt. 

3. Laten we aannemen, date kwadratisch is. Dan is de ketting-
breuk [a 0 ,a 1 ,a 2 , •.• J periodiek. Dan is ook de rij der resten a~ 
periodiek. Verder is het duidelijk dat in dit geval de rij der getal­
len ~ 1 slechts een eindig aantal verdichtingspunten heeft. Dan 

n- ( b) 
heeft ook voor vaste a en b de rij der getallen )n a, slechts een 
eindig aantal verdichtingspunten, en is dus elk der verzamelingen 
J 1 b(e) eindig. Wegens hulpstelling 2 is dus J'(e) discreet. a, 

4. Laten we nu aannemen dat J 1 (e) discreet is. Dan is elke ve.rzame­
ling J'a_,b(e) eindig. We hoeven dit slechts toe te passen met a~b=1 
en met a=2, b=1. Allereerst kan men bewijzen: 

a) de rij fa~} heeft slechts eindig veel verdichtingspunten. 
Onderstellen we eens dat dit niet waar is. Dan is er, omdat 

J 1 1 , 1 (e) en J 1 211 (e) eindig zijn, een oneindige rij verschillende ge­
tallen f 1(i=1,2., ••• ) en een dubbeloneindige rij van indices n(i,j), 
zodanig dat voor elke i geldt: 



n(i,j)--, a-:> 

(- 1 )n(i,J)/'f' (1.,1~ 
Jn(i.,J) 

-4-

nadert voor ~ --»= tot een van 1 onaf­
hankelijke limiet o<. 1 

3°. (-1)n(i.,j)jj( 2 : 1! nadert voor j ~= tot een van i onaf­. n(i,J) 
hankelijke limiet cx. 2 

40 .... 
an(i,j) - ./\ als j -;, oo. 

Voor- elke 1 geldt dan 

lim { 
1 + 1 1 = lim J 11 1 } + =~., 

j--= '1 -1 °A ( . . ) 1 +b j---=l- -1 ?\n ( 1, j ) -1 +1 
a• 

n l,J - - fi 
n(i.,j) 

_lim ½ 1 1 + 1 } = _ lim½ { 2 1 + 1 1.=~ 
J ___,,0-.> 2 

-1 2 7\n ( i, j )-1 +1 J-= - -1 2 An ( i ., j ) -1 +1 j 
'II,. fi 

8 n(i,j) 

Da2ruit kan men gemakkelijk een tegenspraak afleiden. Daarmee is a) 
bewezen. 

Laten f'1,f2 , •.. ,fg de verdichtingspunten van de rij {a~}zijn. 
Er zijn drie indices n,m, i met n < m ~ n+g, i :€; g, zodanig dat 

'1 an• r l t. - i "' ·o ' 

waarbij t 0 een willekeurig gekozen positief getal is. Daaruit volgt 

dat er indices n.,m zijn met n .: m ~ n+g, zodanig dat de kettingbreuk­

ontwikkelingen van a; en a; tot een willekeurig gegeven index over-
8enstemmen. Daaruit volgt dat de rij {an} periodiek is. Dus 1s 0 een 
kwadratisch getal. 

Daarmee is het bewijs van stelling 2 voltooid, 
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