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Een weerlegging van een vermoeden van Euler betreffende de 

non-existentie van zekere Grieks-Latijnse vierkanten. 

Inleiding. 

In een vo rige 11 ,ll.c tua 1 i te i ten 11 -voord ra ch t hebben we een 

overzicht gegeven over de stand van de research op het gebied 

van de constructie van Grieks-Latijnse vierkanten. We zullen 

dit hier in het kort samenvatten. 
Onder een n bij n La tijns vierkant verstaa n we een n x n

ma trix a .. met de eigenschap dat de elementen n verschillende 
lJ 

waarden aannemen en dat in elke rij en elke kolom elke waarde 

juist ~~nmaal voorkomt. 

Men noemt twee Lati4nse vierkanten { a 1 j} en { b1J}(i,j=1, ... ,n) 
orthogonaal wanneer den geordende paren c1 j=(a 1j,bij) alle 
verschillend zijn. De matrix {c 1 j} wordt een Grieks-Latijns 
vierkant genoemd, daar men de gewoonte had om voor a 1 j n La

tijnse letters en voor bij n Griekse letters te gebruiken. 

1) Het is triviaal dater voor n=2 geen Grieks-Latijnse 

vierkanten mogelijk zijn. 
2) Voor n=2k, k=2,3, ... construeert men gemakkelijk n-1 

Latijnse vierkanten die paarsgewijze orthogonaal zijn, Hier
toe zullen we de elementen gebruiken van een eindig lichaam 

dater juist n heeft. De n-1 matrices { a~j} met a 1 j=i+rj, rfo 
voldoen aan het gestelde. 

3) Voor n=2k+1 vormen de beide matrices {aij} en {b1 j} 
een orthogonaal paar indien men a.,=i+j(mod n) en 

lJ 
bij=i+2j(mod n) kiest. 

4) Voor n=rs ka n men ui t gegeven pa ren orthogona le La -

tijnse vierkanten van de dimensies r ens direct een ortho
gonaal paar van de dimensie n construeren. 

Dit gaat door de vorming van een soort Kronecker pro

duct. Stel de gegeven matrices zijn { a 1 j}; {a 1j} en { bkmJ; {bkmJ, 
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waarbi,j i,j=0,1, ... _,r-1 en t."m=0~1, .. .,s-1. Als elementen van 
\ 

de gevr·aagcle matrices c en c 1 , (p,q=0,1, ... .,n) gebruiken v-Je pq pq 
elementen-paren vnn de gegeven matrices. Is p=Pr+P 1 en q=Qr+Q 1 

met O.fP, Q~,:;.-·1 en 0~P 1 , Q, 1 .{r-'ls dan nemen we c q=(aP'Q''bPQ) 
P. 

enc' =(a 'p, 0 ,.,bpQ). 
pq " " 

Door combinatie van de laatste drie stellingen kan men voor 

alle waarden van nf11-k+2 orthogonah: paren vinden. 
In 1901 heeft Tarry in principe door alle mogelijkheden te 

proberen, bew0zen dater voor n=6 geen Grieks-Latijnse vierkan

ten bestaan. 

In 1782 heeft L. Euler het vcrmoeden uitgesproken, dat 

voor n=4k+2 er geen Grieks-Latijnsc vierkanten bestaan. Dit ver

moedcn is laterals volct~gegeneraliseerd: er bestaan voor 
--- o<. • "" . 

D= j l p. 1 juli.3t f •-=min ( p 4 1 -1) pa a rgcwij Ze orthogona le La tijn-
1 i -

se vterkanten. 

In 1910 heeft Wernicke hler cen bewijs van gegeven, maar 

McNeish liet in 1921 zien dat dit schrijfsel de naam van bewijs 

ten on_echte droeg. In 1921 liep echter McNeish er zelf ook in 

door evaneens een schijnbewijs te prcsenteren. 

fl "1. De con:::t,'uctie vrrn C-L-v's voor n=4k+2 en k=2,3, ... enz. 

In de New York Times (International Edition) van 27 april 

j.l. stond het bericht dat drie mathematici, t.w. R.C. Bose, 
S. S, Shrikhande en :C. T. Pa r 1ce,.0 , hct bovengenoemdc vcrmoeden van 

Euler weerlegd h2dden door de constructie van een 10 x10 Grieks

LatijnJ vierknn~. Een foto toonde behalve de drie genoemde 

mathematici hot volgcnde fragment van een 10 X10 Latijns vier
kant: 

7 
6 7 
3 O 
1 2 

2 3 
5 

1 

s 
2 

7 
2 7 
6 3 7 

3 0 4 
1+ 1 

5 

lt 6 

5 6 

0 

3 6 5 
lf 0 6 

s 1 0 

7 6 r, 1 C. 

5 0 3 2 

2 1 l~ 3 
6 2 .5 L~ 

0 7 8 9 
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De heer A. Benard slaagde erin dit fragment aan te vullen 
tot een Latijns vierkant en er een tweede bij te vinden dater-
mee orthogonaal was. Hierdoor won het bovengenoemde aanzienlijk 
aan geloofwaardigheid. Spreker slaagde er daarna in hetzelfde 
te doen, daarbij echter van spiegeling gebruikmakend, wat ech-
ter niet essentieel blijkt te zijn. 

o,, 49 13 70 22 84 9g 36 67 55 

99 11 5o 23 74 32 85 47 Og 66 

86 9o 21 64 33 75 42 5g 19 07 

52 87 94 31 05 43 76 6> 9 20 18 

77 62 88 95 41 16 53 00 34 29 

63 78 02 89 96 5-, 27 14 45 3o 

3g 03 79 12 80 97 61 25 56 44 

15 26 37 48 59 60 04 73 82 91 

24 35 46 57 68 09 10 92 7 1 83 

40 54 65 06 17 2g 3 9 s,, 93 72 

Bena rd 

00 59 38 72 67 81 9 l~ 13 26 45 

95 1 1 69 4g 73 07 82 24 3o 56 

83 96 22 09 5g 74 17 35 41 60 

27 84 9o 33 19 6g 75 46 52 01 

76 37 85 91 44 29 Og 5o 63 12 

18 7 0 47 86 92 55 39 61 04 23 

49 28 7 1 57 Bo 93 66 02 15 34 

3-, 42 53 64 05 16 20 77 Bg 99 

62 03 14 25 36 40 51 98 79 87 

54 65 06 1o 21 32 43 89 97 7g 

Verhoeff I • ' 
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Een nadere 8nalyse leert dat de volgende methode gebruikt 

kan warden. Het 10 x10 vierkant wordt eerst vcrdeeld in vier ge

biedo1 en wel: een 7 x 7 vieckant in c1c linkE=r bovenhoek, een 

staand(; 7 X 3 rechtho£':k er nacnt, een ligge, de 3 x. 7 rechthoek er 

ondtor C:::n een 3 x J vit:;rkant rechts ondet', 

De cijfers 0,1:,2,3.4.S,6 warden cyclisch ingevuld en wel 

in het ee.st2 vierkant volgcns de hoofddiagonaal of daaraan 

evenwijdig, in de staand~ rechthoek van bovcn naar benedcn en 

in dt;• liggsnde van links naar t·0chts. De ciJfecs LB,9 in het 

cerste v1erkant voor in rceksen Evenwijdig aan de hoofddiagonaal 

en in het tweede vicrkant op de 

2en LatiJns vierlc8nt vormc.n. 

, , 
ecn of andere wiJze zo dat ze 

Hct tweedc vieckant wordt ou een dergelijke manier ingevuld 

met dh:::n verstande dat in het 7 X7-vierkant de ncvendiagonalen 

die de eerste maal door lage ciJfers werden bezet nu door de 

hoge worden ingenomen en omgekeerd. In het 3 xJ-vierkant warden 

weer 7J8 en 9 ingevuld_ maar z6 dater een 3 xJ-Latijns vier-

kant ontstaatl orthogonaal met het vorige. 
Er moet nu getracht word~n de 0-6 cycli dusdanig te laten 

starten dater 1): twee LatiJnsa vierkanten ontstaan en 2): dat 

deze 0rthogonaal ZiJn. Aan 1) is voldaan zodra de eerste riJ en 

de eerste kolom uit louter verschillendo c1Jfers bestaan. 
Om de twe~de ~is te v~rvullen mo8ten we 8rvoor zorgen. dat 

alle paren voorkomcn. De 9 paren met alleen 7.B of 9 komen alle 

voor in het 3 x 3 vie rkant, De g2mengde pa. en, dus met een hoog 

en ecn la ·og c :LJ fe P komc:n voo r in het 7 x 7 vie rka nt. rrE:.:nr.:! lotte 

komen de paren met twee lage cijfers voor op de hoofddiagonaal 

en in de beide rechthoeken. Deze parE:.:n ontstaan dus doordat twee 

cycli wo,·dcn g0combine(.::rd. De, uit zo 1 11 combinatie voortkomende 

paren hebben de eigunschap dat het verschil tussen het eerste en 

het tweede cijfer constant is. Om geen duplicaten te krijgen is 

het dus voldoendc dat deze 7 verschillen modulo 7 alle verschil
lend zijn. 

Wij zullen hier geen oplossingen gevcn die in zekere zin ad 

hoc aan deze eisen voldoen, maar liever meteen de systematische 

oplossing voor alle n congruent 10 modulo 12. We zullen dit doen 

door uit een k x k Grieks-Latijns vierkant cr:::"1 3k+1 K'3l:+1 0-r:l.rJks

La+··· :· ·<:: vierkant tc:: construercn> immers dan volgt dit resultaat 
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·,-.;: i j ;\'1 ',' :JJ g ,.,_ O'_ •: '·1 ''. .. • r·, 'n c• t ' 'l ' ,_ • • l l t - ).,<. '-'~•-·'· .... ~ or1.:nc•:_:'.:Oni:i.\: pciar LD,.,.1,J'iSC V .Cr'tGH1 i;,n) 

voor i=1,2, •.. ,l<, n ., "l:..,k+-1., n ,1 ,,,;::·k .... 1., "n•·•i,_.·'"·.1 1.:n r:t-, 1.+ 1 , .. ,,,.<?'i<+·1-·:L, 
a, - , .,.. ,_.1 <. A·. 1 . "'- ~- v 

In hr::t (?l-i:+1 x ~?kt'l) v1erl<:rrnt Unlrn t(:vcn vull\.'17 v,,: de cijf'1:;r~; ditl-

a ,.lU , 

n=10 bt.:str;·:t, d1;Jr clc ;_ 11~1:::cd,.:n v;.ir; n :ill1. door• di.' 

d~ 12-voudcn +~ cft, 

8m,-·2 x 8m 

v~n van de cc~• ta rij ~n kolom v3r1 bcid~ rnRtr1ccs. 

8 oo=boo~0 • 8 o(8k+1+j)=b(8k❖ 1+j)o= 2k+~+J, 8 C(10k+1~J)=b(1ok+1+J)o= 

k+-1 +J _, 

8 ( 8la,.l+j )o=bo( 8k+1+J r=6k+2-J ,a ( ·10k+1+J )o==bo( 10k-1-1+j )''= 2k+'1-j' j='1-> ..... ~:k' 

s 01 =8k,-2, a,,,(,., ")=J+··1, a,,., 1, 1., 0 ='1, a,"'·),·== 1+k+·1+j .. b1..,,1,,,/~:k+11 
V .C. a ,J.. I ·J i" l\... ; C.. \_J \_ v ~, 
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E""n Gricks-Latijns vierkant van 18 )l..18 - __ .......... 

a 
V 

V 
(; 

1 
l; 

k z 

z 
(! 

l: 
V 

v. 
l 

ca 2 1 

db fm 

0 c ga 

ig k8 

jh 1f 

ki mg 

lj ah 

mk bi 

X 
V 

Het is ans niet gelukt om op c~n analogc man1""r voor n=6 e~n 
oplossing te vinden, i0ts wat Tarry z~kcr g~noogcn g~daan zou hsb

b0n. 

Er blijven op dit gebied nag tal van b0langrijkc problcmen 

over. Bijvoorbeeld is h8t nog ni~t b~k8nd hoeveel ondbrling ortho

gonale Latijnss vierkanten ~r b0staan voor dL hi~r besproken waar
dC:Jn van n. 
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