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Inleiding.

In een vorige "Actualiteiten'"-voordracht hebben we een
overzicht gegeven over de stand van de research op het gebied
van de constructie van Grieks-Latijnse vierkanten. We zullen
dit hier in het kort samenvatten.

Onder een n bij n Latijns vierkant verstaan we een nx n-
matrix aij met de eigenschap dat de elementen n verschlllende
waarden aannemen en dat in elke rij en elke kolom elke waarde
juist éénmaal voorkomt.

Men noemt twee Latljnse vierkanten {aij} en {biJ}(i,j=1,.

orthogonaal wanneer de n2 geordende paren cij=(aij’bij) alle
verschillend zijn. De matrix {Cij} wordt een Grieks-Latijns

vierkant genoemd, daar men de gewoonte had om voor aij n La-

13

1) Het is triviaal dat er voor n=2 geen Grieks-Latijnse

tijnse letters en voor D n Griekse letters te gebruiken.

vierkanten mogelijk zijn.

2) Voor n=2k, k=2,3,... construeert men gemakkelijk n-1
Latijnse vierkanten die paarsgewijze orthogonaal zijn., Hier-
toe zullen we de elementen gebruiken van een eindig lichaam
J} met ay y=itrd, r#0

-

dat e¢r Juist n heeft. De n-1 matrices {ag
voldoen aan het gestelde,

3) Voor n=2k+1 vormen de beide matrices {aij} en {bij}
een orthogonaal paar indien men aij=i+j(mod n) en
' bij=i+23(mod n) kiest.

4) Voor n=rs kan men ult gegeven paren orthogonale La-
tijnse vierkanten van de dimensies r en s direct een ortho-
gonaal paar van de dimensie n construeren.

Dit gaat door de vorming van een soort Kronecker pro-

duct. Stel de gegeven matrices zijn {aij};{aij} en {bkm}5{bﬁm}’

..,n)
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waarbij i,j=0,1,...,r-1 e¢n k.m=0,1,...,8-1. Als elementen van

N
de gevraagde matrices c en ¢ (p,a=0,1,...,n) gebruiken we

pq pa’
elementen-paren van de gegeven matrices, Is p=Pr+P' en g=Qr+Q’
met O£P, Q<& 3-1 en 0<P', Q'< r-1, dan nemen we Cpq=(aP‘Q"bPQ)

en ¢! =(a' b
ra (

PIQte PQ)

Door combinatie van de laatste drie stellingen kan men voor
alle waarden van n#lik+2 orthogonale paren vinden.

In 1901 heeft Tarry in principe door alle mogeliljkheden te
proberen, bewezen dat er voor n=0 geen Grieks-Latijnse vierkan-
ten bestaan.

In 1782 heeft L. Buler het vermoeden ultgesproken, dat
voor n=4k+2 er geen Grieks-Latijnse vierkanten bestaan. Dit ver-
moedacn 13 later als volgt gegeneraliseerd: er bestaan voor
n:hfrpi“i ; 1.1) paargewijze orthogonale Latijn-

Julst P =min(p
se vierkanten,. >

In 1910 heeft Wernicke hier cen bewijs van gegeven, maar
McNeish liet in 1921 zien dat dit schrijfsel de naam van bewiljs
ten on-echte droeg. In 1921 liep echter McNelsh er zelf ook in
door evcneens een schijnbewljs te presenteren,

§ 1. De constiuctie van (i-L-v's voor n=4k+2 en k=2,3,... enz,

In de New York Times (International Edition) van 27 april
Jj.1. stond het bericht dat drie mathematici, t.w, R.C. Bose,
S.S. Shrikhande en E.T. Par'ter, het bovengenoemde vermoeden van
Euler weerlegd hadden door de constructie van een 10 X10 Grieks-
Latijrs vierkan’”. Een foto toonde behalve de drie genoemde
mathematici het volgende fragment van een 10 X110 Latijns vier-
kant:

o 4+ 1 7 . 3 6 5
1 2 7 . L 0 6

2 6 3 7 . 5 1 0

. 30 4 7 6 2 1
7 b 1 5 0 2
6 7 5 2 1 4 3
30 . . . . 6 2 51
1 2 L, 6 0 7 8 9
2 3 . 5 6 ..

(6}
(&
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De heer A. Benard slaagde erin dit fragment aan te vullen
tot een Latijns vierkant en er een tweede bij te vinden dat er-
mee orthogonaal was. Hierdoor won het bovengenoemde aanzienlijk
aan geloofwaardigheid. Spreker slaagde er daarna in hetzelfde
te doen, daarblj echter van spiegeling gebruikmakend, wat ech-
ter niet essentieel blijkt te zijn.

O % 13 Ty 2 8 93|36 67 55
9% 14 50 23 Ty 3, Bg |4, Oy G
8¢ 99 2, 6y 33 5 ko |58 g O
50 87 9y 3, O My Tg |6y 25 1g
77 62 88 95 41 ¢ 54 |05 3y 29

Verhoeff /':;
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Een nadere analyse leert dat de volgende methode gebrulkt
kan worden, Het 10 x10 vierkant wordt eerst verdeeld in vier ge-
bieden en wel: een 7 %7 vierkant in de linker bovenhoek, een
staande 7 %3 rechthoek er naast, cen liggende 3 X7 rechthoek er
onder ¢n een 3 %3 vierkant rechts onder,

De cijfers 0,1,2. 3 4 5,6 worden cyclisch ingevuld c¢n wel
in het eerste vierkant volgens de hoofddiagonaal of daaraan
evenwijdig, in de staande rechthoek van boven naar beneden en
in de liggende van links naar rechts. De cijfers 7,8.9 in het
cerste vierkant voor in recksen evenwijdig aan de hoofddiagonaal
en in het tweede vierkant op de &¢én of andere wijze zo dat ze
cen Latijns vierkant vormen.

Het tweede vierkant wordt ov een dergelijke manler ingevuld
met dien verstande dat in het 7 X7-vierkant de nevendilagonalen
die de eerste maal door lage cijfers werden bezet nu door de
hoge worden ingenomen en omgekeerd. In het 3 x3-vierkant worden
weer 7,8 en 9 ingevuld. maar zd dat er een 3 x3-Latijns vier-
kant ontstaat, orthogonaal met het vorige.

Er moet nu getracht worden de 0-6 cycli dusdanig te laten
starten dat er 1): twee Latijgnse vicrkanten ontstean en 2): dat
deze orthogonaal zijgn. Aan 1) is voldaan zodra de cerste rij en
de eerste kolom uit louter verschillende cijfers bestaan.

Om de twecde c¢is te vervullen moeten we crvoor zorgen, dat
alle paren voorkomen. De § paren met alleen 7,8 of 9 komen alle
voor in het 3 x3 vicrkant. De gemengde pa.en, dus met een hoog
en een lasg cijfer komen voor in het 7x 7 vierkant. Tenslotte
komen de paren met twee lage cljfers voor op de hoofddiagonaal
en in de beide rechthoeken. Deze paren ontstaan dus doordat twee
cycli worden gecombineerd. De uit zo'n combinatie voortkomende
paren hcbben de eilgenschap dat het verschil tussen het eerste en
het tweede cijfer constant is. Om geen duplicaten te krijgen is
het dus voldoende dat deze T verschillen modulo 7 alle verschil-
lend zijn.

Wij zullen hier geen oplossingen geven die in zekere zin ad
hoc aan deze elsen voldoen, maar liever meteen de systematische
oplossing voor alle n congruent 10 modulo 12. We zullen dit doen
door uit een k xk Grieks-~Latijns vierkant cen 3k+1 x30+1 Grieks-
Lat" -2 vierkant te construeren, immers dan volgt dit resultaat



door k=im+3 te kiezen.
Z1iJ dus gegeven het orthogonale paar Latijnse vierkanten

{Sij} en {tij} , 1.3=1.2 ...,k. Ncem voor d¢ elementen van {Sij}

en {tij de geinllon 21, . o sk+1, en neem verder ag=0, en

voor i=1,2,... Kk, 8apq =K+, aopim2k+i, Tgnkei=t oD agk+iozﬁk+ﬂ—i.

In het (2k+1 x 2k+1) vierkant links boven vullen we de cijfers dia-

soranlogedi i oo v dl o e tande dat owe de cigfors boven de 2k
herhalen en andere cijfers steeds modulo Zk+1 met 1 verhogen, Dc
staande k x2k+1 rcchthoeck wordt van boven naar beneden ingevuld
door steeds het vorie: cijfor modulo Ck+1 met 1 te verhogen on de
liggende 2k+1 % k rochthook cvenzo van links nasr roechts. In het kxk
vicrkant rechts onder komt op doe 2k+1 2k+)-de plaats het cijfer

“ij . De tweede matrix b, verkriggen we door aiJ gedeeltelipk

1J
te splegelen, bi’:ajl voor 1 ¢n j nict beide groter dan 2k, ter-
wijl b, =", .. Men verificert gemakkeligk dat er zo cen

2k+1 2kkym
Grieks-Latijns vicrkart is ontstaon. Deze methode levert alleen

als n=10 (mod 12) tegensprask met Euler's vermocden, Er moct dus,
om ¢on volledie hecld te krijgen, nog cun constructic worden ge-
vond:n voor n=2 (mod 12) n#2 ¢n voor n=6 (mod 1) n#b. Is het
cerstgenoemde geval ongelost dan volgt het tweede direct, mits
n=18 bestaat, daar deze waarden van n alle door dric dcelbaar
zijn e¢n vr veor het cuotic~t dan een constructic bestaat,

e ~rllen v noe uilt cen k x k=Grieks-Latijns vierkant door
een modificatie van bovenstaande methode een (3k+2) X (3k+2)-Gricks-
Latijns vicrkant aflciden. We beperken ons tot k=4m wat ons juist
de 12-vouden +2 geeft,

Ve boginnen veer het vierkant in vier delen te verdelen, cen
Bm+2 x Bm+2 ¢n cen 4m x 4m vierkant on twee dm x 8m+2 rechthocvken,
In het tweede vierkant maken we op do <én ol andere manicr cen
Gricks-Latigns vierkant met de getallen 8m+2 tot 12m+1, De rest
wordt weer op de bhekende manicr ingevuld, doe "lage" cijfers cy-

clisch en de "hoge'" repcterend. We volstaan dus weer met het ge-
ven van de eerste rij on kolom van beilde matrices.

— - — ] - 1 . = =
=P00=0s 80(8ka145)7P(Bke1+3) 0= KT HI A0 (q0ke145) 7P (10k+1+3)0

=Ok+1+],

00

P - -1 8 B ) :2 - ""a§’ )...)2
2 (8k+1+3)0=P0(Bier1+1) 0K +2=3.2 (101 4143)07P0 (10K +)=2KH =35 1 K,
& = v - &= el 1 :2
301_8tc+2, ao(2j4‘1)~j+’!, 8oneap=T1s 200 bk+1+), boa=2k+1,
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: v=b . =lle2sl . e | ' ~Bk+2 -
20 (Mer1+1)TP0(341)THEHIRL 22T BT B gy 0y =BEZL DGy y=

b =Ck+2+] ",

O(4k+2j+1 O(Hic+242 ))=°

Het 1s vordor weer con kwostice van verificatic dat dit indoerdaad

):—‘-‘?k-‘l"’]-%kj b

cen Gricks-~latigns vicrlkent is,

Cen 14 x14% Gricks-Latijns vicrkant

Oq 6x Qy Xq Vo To ozg 82 w3079 2 Sg ',
|

2 : J
oM T Oy sn vy 8y oz 9, Ut Yy 37 6y 5y
Ug 5y 2p ﬂ“ qy 3 Y9 Jy 2 (fz P QB 70 65
T2V Gu 33 9 2y my vy O nglhy 5y 8y Tg
29 < g 7n uu Ox 3y 5 Y1 1& Bj 60 92 87
27 %0 Jz Yy 8y 55 M by g vy Oy T4 03 9g
yj 39 “1 42 Yo gu 66 ?y o 75 8, Ty 09
Kq oy 49 Z2y 5, u, 0y 77 Oy dy 86 g} 25 9
Ty *g Y5 55 7y 6, w 1, 8 7, 97 Oy 3¢ 4
5. Ey Xy Vg 6,1 w 7 Ug Eu Jg Og 15 4? 3
21 O 15 ) 35 4( 57 68 79 80 x “u Yy Yz
6? '73 WM ﬁb Og 17 ?8 j) 40 54| U Vy Xy 4
85 9 Os g 29 3g b5, 6j Ty 1Yy U 2, Ry
o ts %6 b Ty By 99 Oq 2 Fylry oo Ve Wy

Vermoedelijk is het mogelijk om ook in hot algemeen voor
n=12k+60, k=1,2,..., op ecn dergclijke, doch ulteraard iets ge-
raffineerdere wijre Gricks-Latijgnse vierkanten te construeren,

doch wij hebben dit alleen voor k=1 ultgovoerd,
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Evn Gricks-Latijns vierkant van 18 x18

B R —

fFa ™ %5 tn yg gy “q kz Yp o Sy cp By V1 bm dk i‘j. Je 1c
Vm Ppo 8% Fy Iy Yy by 2, 1, u, 4 ‘g Ty |Gy C1 8y Kp Mg
Iy Va S bX Xq kJ vy iy Ze M, Uy Co o 8y db fm hk lg a,
hi kV Y dd x  m 1k Y Jy Zg 9z Y fu Co 8 11 My bg
&y lJ lV Voo v d[ g My Yk ky “h bz Ue fd hb J”m a4 Cg
Yg by de ™y Vg Tpoeyg o %m N1 ly R - bJ 9
dz “n iu k1 v Ve gg Ty Xo Py I My ZJ hf Ja 1b °)k i
kzk G, Uy Ju 1 [ Ve hyoog, Ay Sy Vs ay ig k. m, dl fj
by 71 f? uj ku ma Cv Vg ii hx Xe dc Iy jh 1f 43 “m gk
Ve Cy Zn 8, Uy 1u ay dv Vi, jj ix e g ki mg be fa hl
fc Y4 dy Zq hz U, omy bC ¢y Vi K, Jy xg 13 a, Cr &y im
Ko 8p Y, ooy 7y i, ouoan ooy B vyl ko |m by dg h, J,
lx £y hg v, fy 2o, Yy bu de By Vi My, 8q cJ “h id kb
My gc bd e df cg fh &1 hj e J1 km la *x yy ‘2 Yu Vv
kd 1@ fp ag bh €1 dj Yk i-1 €m ha ib Je |Y2 u W Yk Xy
if Jg kh 1i mj R bl m da “p fc &g he v Yk Vy 2z Yy
cj fk g, hm ia Iy, kc 1d m, ap bg ¢y di uy v, Ry Yy 2
Pcl dm Cq Tb g, hd 1. Jf kg 1h my aJ bk Vi *v Yx Zy u,
Het is ons niet gcelukt om op cen analoge manicr voor n=6 cun

oplossing te vinden,
ben,

icts wat Tarry cekoer genocgen gedaan zou heb-

Er blijven op dit gebied nog tal van boelangrijke problemen

over, Bigvoorbceld is het nog nict bekend hoeveel onderling ortho-

gonale Latijnse vierkanten c¢r bestaan voor do hier besproken waar-

den van n.
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