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1. Inleiding 
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door 

F.C. Baayen 

Toepassingen van een Lineariseringsprincipe 

Enkele jaren geleden heeft J. de Groot een lineariserings­

constructie ge!ntroduceerd, waarmee resultaten van de navolgende 

aard konden worden afgeleid: 

Stelling I. Zij A een volledig reguliere ruimte. Er is een 

topologische vectorruimte V, en een continue lineaire afbeelding 
~: V--+ V, met de volgende eigenschappen: voor iedere continue 

* afbeelding y:,:A~A bestaat er een relatief compacte copie A 

van A in V, zodanig dat het paar (A*, ~ IA•) aequivalent is met 

(A,tp). 

(Als f:X~X en "f':Y~Y, dan heten de paren (X,y>) en (Y,'f) 
aequivalent indien er een topologische afbeelding ~ van X op Y 

bestaat zodanig dat '/I= 'tS,,'t'- 1 ). 

We kunnen ~ I A"', of slordiger i zelf, een linearisering van <p 

noemen. Het is van belang da t ~ een uni verst,le linearisering 

is: als we <p wijzigen, behoeven we Ven f niet te wijzigen; 

** k we moeten alleen een andere copie A van A in V zoe en. 
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Stelling II. Zij M een metrische ruimte. Dan is er een (i,h.a. 
niet-separabele)hilbertruimte E, en een continue lineaire 
opera tor f :H---t H, waardoor alle continue afbeeldingen 
, :M _. M gelineariseerd kunnen worden. D. w. z. voor iedere conti­
nue cp:M--JM is er een copie M* van Min H, zodanig dat 
(M*, ~ IM*)equivalent is met (M,f)). 

Beide stellingen kunnen in verschillende richtingen uitgebreid 
worden. Zo bestaan er ook universele lineaire autohomeomorphie~n; 
bij stelling I kan men in plaats van een afbeelding ook een 
halfgroep van continue afbeeldingen of een groep van autohomeo­
morphie~n lineariseren, en bij stelling II kan men zulks doen 
voor compacte groepen van autohomeomorphieen of aftelbare half­
groepen van continue afbeeldingen. 

Ook indien we stelling I generaliseren in dien zin, dat we 
een halfgroep van continue afbeeldingen beschouwen, kunnen we 
de copie A* van A in V relatief compact kiezen. Hieruit volgt 

(cf. [4]): 

Stelling III. Zij A een volledig reguliere ruimte, en zij G 

een halfgroep van continue afbeeldingen A--+A. Er bestaat een 
compactificatie A* van A, en een halfgroep a* van continue 
afbeeldingen A"'--+ A*, zodanig dat 

a = r g* 1 A = g"' e a* 1 
In deze voordracht wordt de constructie, die ten grondslag 

ligt aan genoemde stellingen, besproken. De benaming 
"Lineariseringsconstructie" is eigenlijk onjuist; er zijn alge­
menere toepassingen. Om die te demonstreren zullen we de volgen­

de stelling bewijzen: 

Stelling IV. Er bestaat een continue afbeelding i van het 
cantor-discontinuum C in zichzelf, met de volgende eigenschap: 
door restrictie van f tot deelverzamelingen van C die zelf weer 
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cantordiscontinua zijn, kan men iedere continue afbeelding van 
een cantordiscontinuum in zichzelf verkrijgen. 

Deze stelling is als probleem geformuleerd door R.D.Anderson 

en bewezen door J. de Groot en P.C. Baayen. 
Een andere eigenschap van het cantordiscontinuum, langs 

andere weg bewezen door R.D. Anderson [1], kan met de hier be­
sproken constructie ook eenvoudig warden aangetoond: 

Stelling V. Zij M een compacte metrische ruimte, en zij 

ip:M---. M continu. Dan kan <p "gelift" warden naar het cantordis­

continuum C; d.w.z. er is een continue afbeelding ~ :C-+C, en 

een continue afbeelding I'- van C op M, zodanig dat tpJk=)J- f. 

C C 

We zullen het bewijs van deze stelling hier niet geven, omdat 

Prof. Anderson zelf binnenkort hierover zal spreken (Utrecht, 
12 december a.s.) 

C. Kura tow ski [ 5] bewees het volgende. 

Stelling VI. Zij M een metriseerbare ruimte, en Reen retract 

van M. Dan kan de topologie van M beschreven warden door een 
metriek d, zodanig dat voor alle x € M 

d(x,R) = d(x, fX), 

waar f een geschikt gekozen retractie van Mop R is. 

Deze stelling werd onlangs gegeneraliseerd door W.Nitka [6]: 

Stelling VII. Zij M een metriseerbare ruimte, en Reen retract 

van M. Stel dR is een metriek op R die de relatieve topologie 

van R beschrijft. Dan kan dR worden voortgezet tot een metriek 
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d van M, die overeenkomt met de topolog1e van M, en die de 
volgende e1genschappen heeft: 

1) er 1s een retractie r van Mop R zodat d(x,R)•d(x, fX) 
voor alle x, M; 

2) R is d-convex; d.w.z. uit x,R, yl"R, zl'Men 

d(x,z)+d(z,y) • d(x,y) volgt z • R. 

Deze stelling kan eenvoudig worden afgeleid u1t stelling II; 
deze afleiding zal in deze voordracht worden geachetst. 

Tenslotte zullen we aantonen dat iedere continue afbeelding 
van een topologische ru1mte X 1n zichzelf, in ruimer verband 

beschouwd, een product is van een autohomeomorphie en een 
retractie. Is X volledig regulier, dan kunnen deze autohomeomor­
phie en deze retractie geconstrueerd warden ala een topologische 
automorphie en een projectie van een topologierche vectorruimte 
in zichzelf. Is X metrisch, dan kunnen ze gekozen warden ala 
een isometrie van een hilbertruimte Hop zichzelf, en een conti­
nue projectie van Hin zichzelf. 

Exacter geformuleerd: we bewijzen o.a.: 

Stelling VIII. Zij f' :A --t A een continue afbeelding van een 
volledig reguliere ruimte A in zichzelf. Dan zijn er een topo­
logische vectorruimte V, een lineaire autohomeomorphie 
j 1 :V-+V, een continue projectie f 2 van V op een gesloten 

lineaire deelruimte, en een copie AN van A in V, zodanig dat 

(A,f) aequivalent ls met (A*, f 2 o f 11A•). 
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2. S-afbeeld1ngen 

Als X,Y niet-lege verzamelingen z1Jn, dan ziJ x1 de verzame­
ling van alle afbeeldingen Y---.X. In het b1jzonder is x1 de ver­
zameling van alle afbeeldingen van X in zichzelf. Deze laatste 

verzameling is een halfgroep ender ~ompos1t1e van functiee: 

(f o g)(x) • f(g(x)). 

Een verzameling x0 kan ook opgevat worden ale een carte­
sisch product. In dat geval zullen we de waarde van een element 

x e x0 in ~ a G aangeven met x r; 1. p. v. x schr1Jven we ook ( x1 ) t• 0 • 
Ala X een topologische ruimte is, zullen we x0 altijd getopolo­
giseerd denken m.b.v. de producttopologie. Ala X een 11nea1re 
ruimte is, beschouwen we x0 ook ala lineaire ruimte, n.l. ala 
direct product (1.e. optelling en scalaire vermenigvuldiging 
in x0 warden coordinaatsgewijs gedefinieerd). 

Een afbeelding rp: G __. G induceert een afbeelding ," :XG_,.XG 

die als volgt gedefinieerd wordt: 

.,~x = (x ) 
r , 1 r E G' 

0 voor x c X • 

Iedere afbeelding XG--+XG die op deze wijze verkregen kan 
worden zullen we een S-afbeelding ( 11 speciale" afbeelding) 

noemen. 
De volgende feiten zijn evident: 

Stelling 1. De toevoeging rp-,,• is een anti-isomorphie van de 
G G G halfgroep G in de halfgroep van alle afbeeldingen X --+X. 

Stelling 2. Indien X een lineaire ruimte is, dan is iedere S­

afbeelding ,•:x0---.x0 lineair. 

Stelling 3. 
s-afbeelding 

Indien X een topologische ruimte is, dan is iedere 

1'*:x0--. x0 continu en open. 

Verder merken we op: als f,> 1.1. is, dan is,* 1.1.; als 
G G · 2 2 ,p G=G, dan is tp X ==X ; als ff == f, da.n is 'I'* • 'f* . 
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Zij nu Geen halfgroep met eenheidselement. Aan iedere 

~ E: G kunnen we dan toevoegen een afbeelding ""i: G ___. G, als 

volgt: 1 ( ~)= ~ ~; voor ~ e G. De afbeelding 1 , op zijn beurt 
definieert een S-afbeelding )' * : XG --+XG: 

De afbeelding t ~ ~ is een anti-isomorphie van G op een 

halfgroep G van transforma ties G ~ G; de afbeelding 1---41* 
is weer een anti-isomorphie. Bijgevolg is de afbeelding ~--ii>1* 
een isomorphie van Gin de halfgroep van alle afbeeldingen 
XG~ XG. 

J. Constructie van de inbedding 

Zij X een verzameling, en Geen halfgroep van afbeeldingen 

X-+ X, waartoe de identieke afbeelding , behoort. 

Zij -z:- :X--+XG gedefinieerd door 

(-ex) = ix 
i 

(xEX, ~EG). 

Voor <p€. G geldt dan 

( ,n~ 1:x) ( ) = r t = -z:x '1'1' ; 

en er volgt 

ofwel 

, 

waar X * = -r X. 
De afbeelding ~ is 1.1.: als x/y, dan is(~ x) /(-r: y) , 

c.. ' 
dus 't" xi 't y. 

Voor verschillende toepassingen is het nuttig en nodig deze 

constructie te generaliseren. In de eerste plaats kunnen we een 
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abstracte halfgroep F, met eenhe1d, nemen; voor iedere homomor­
:phie r van F op een transformat1ehalfgroep O c XX v!.nden we dan 

een in bedding -r :X--+ xF: 

(rx)ff • (u-~)(x), voor x,x en 'f&F. 

Op deze wijze bere1ken we, dat eenzelfde ru1mte, XF, en een­
zelfde transformat1e-halfgroep van deze ru1mte, ,•, gebru1kt 
kunnen worden om versch1llende transformat1ehalfgroepen 
O c XX te 11near1seren, nl. alle G d1e homomorphe beelden z1Jn 
van F. 

In de tweede plaats is het n1et nodig dat de transformatiee 
u1t G gedef1n1eerd z1jn op geheel X. We kunnen ook uitgaan van 
een G c AA, waar Ac X. De in bedding -r definieren we dan ook niet 
op geheel X, maar alleen op A. Hiermee bereiken we, dat we de 
11near1sering van (A,G) in twee etappes kunnen uitvoeren: 
eerst 11near1seren we alleen de ruimte A, door inbedding in 
een lineaire ruimte X, en vervolgens lineariseren we G, door 
een volgende inbedding in x0 • 

Stelling 4. Zij X een topologische ruimte, Ac X, en zij G een 
halfgroep van continue afbeeldingen A-+ A, waartoe ook de 
identieke afbeelding behoort. Zij F een abstracte halfgroep 
met eenhe1d en zij <:r een homomorphie van Fop G. Dan is de in­
bedding 1: :A • XF, waar 

(r x) = (O'"f) (x) 
V' 

topologisch. 

BewiJs. 
Voor iedere fl• F is x-,(l:' x),, continu, daar <r,pe G continu 
is. Dus r 1s continu. En t:- 1 is continu, want 1:- 1 valt op 

"£" A aamen met de projectie x!'--+ ( x *) ( x* 6 XF; t ==eenheida-
f 

element van F). 

Uit de stellingen 2,3 en 4 volgt eenvoudig stelling I. 
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Daartoe leggen we de volledig reguliere ruimte A eerst in een 

product van eenheidsintervallen, zeg Y; op zijn beurt ie Y 

bevat in een product X van re~le rechten. De ruimte Xis 
lineair, De continue afbeelding ~ moeten we opvatten als voort­

brengende van een halfgroep met eenheld G, die homomorph beeld 

is van een vrije halfgroep met eenheid F, met een voortbrengen­
de, 

Stelling II volgt in het separabele geval ult stelling I. 
Een separabele metrische ruimte kan nl. topologisch worden in­
gebed in een product Y van aftelbaar veel eenheidsintervallen. 

Maar dan is Y homeomorph met de fundamentaalbalk van Hilbert, 

en hetzelfde geldt voor het topologisch product van aftelbaar 
veel exemplaren van Y. 

Als M niet separabel 1s, kunnen we M eerst inbedden in de 
eenheidsbol S van een, eveneens niet separabele, hilbertruimte 

H. Het topologisch product van ten hoogste aftelbaar veel 
copie~n van Sis bevat in een nieuwe hilbertruimte H* (als 

~ ~ • CD 1 
x=(xn) Ei s-- 0 en y=(yn) ES 0 , definieer dan (x,y)= L 71 (xn,Yn)). 

n='1 2 
Hiervan gebruik makend bewijst men gemakkelijk stelling II op 

analoge wijze als stelling I. 

Het is duidelijk dat men op deze wijze kan aantonen: 

Stelling 5. Zij Geen ten hoogste aftelbare halfgroep van con­

tinue afbeeldingen van een metrische ruimte Min zichzelf. Er 
is een hilbertruimte H, een met G isomorphe halfgroep G* van 

continue lineaire operatoren H~H, en een topologische inbed­

ding r :M-... H, zodanig dat 

- 1 9',. Ir M = -r i" r 

voor corresponderende 'I'* ea* en 9' 6 G. 

Voor later gebruik vermelden we nog even afzonderlijk het 

speciale geval van een halfgroep G, voortgebracht door een , 
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2 continue afbeelding tp : M ~ M met 'f = 'I' ( een retrac tie dus). 
Uit stelling 5 volgt dan dat ~ kan worden gelineariseerd door 

een continue lineaire operator f :H--tH met ~ 2=f, d.w.z. 
door een (i.h.a. niet orthogonale) continue projectie van Hop 
een gesloten deelruimte H. 

0 

4. Toepassing op het cantordiscontinuum 

Stelling 6. Zij X een topologische ruimte, die homeomorph is 
met het topologisch product van aftelbaar veel copieen van X. 
Dan bestaat er een "universele" continue afbeelding f :X--+X; 

d;w.z. een continue afbeelding met de volgende eigenschap: voor 

iedere continue afbeelding f :X--+ X bestaa t er een deelruimte 

Y van X, homeomorph met X, zodanig dat (Y, If Y) aequivalent is 
met ( X, r:p). 

Bewijs. 

Pas stelling 4 toe met A=X, en met F=vrije halfgroep met een­

heid met een voortbrengende. Daar XF homeomorph is met X, volgt 

het gestelde. 

Voorbeelden van ruimten die homeomorph zijn met het topolo­

gisch product van aftelbaar veel copieen ervan zijn het cantor­

discontinuum, de gegeneraliseerde cantordiscontinua, de funda­

mentaalbalk van Hilbert, en algemeen iedere ruimte die reeds 
het topologisch, product is van oneindig veel identieke 

(homomorphe) ruimten. 
I.h.b. volgt stelling IV uit de inleiding. 

Evenzo bewijst men: 

Stelling 7. Zij X een topologische ruimte, die homeomorph is met 

het topologisch product van aftelbaar veel copieen van X. Dan 
bestaat er een "universele" homeomorphie { van X op zichzelf, 

in die zin, dater voor iedere homeomorphie ~ van X op X een 
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dee:ru!mte Y van X bestaat, homeomorph met X, zodanig dat 
(Y,! I Y) a.eqt.livalen~: 1s met (X,'f). 

Analoge atell1ngen gelden voor halfgroepen van continue 
afbeeldingen of groepen van homeoMorphieen. 

5. Toepaasing op retract1ee 

We 2ullen nu een bew1Ja van atelling VII (en daarmee ook 
van stelling VI) achetsen. 

Zij M een metrische ruimte, R aen retract van M, f een 
retra:::tie van Mop R. Daar M topologisch !.ngebec1 kan worden in 
een hilbertr'-11mte H, mogen we gemakehalve aannemen dat reeds 
Mc H. Het is eenvoudig in te z1en dat de volgende afbeelding 

r :M--, H x H topologisch is: 

t: X ::: ( f X, X- f X) 

Dan 1B 't'f X==( f x,O):::: x1 x, waar ;e1 ,1 de pro,1ectie op de eerste 

coord1naat is: 

·1 f':==rf"t'- s:X,1f't'M. 

Zij dH de metriek in H gedefinieerd door de hilbertnorm. 

Dan wordt de rela ti eve topolog1e van Rx H c H IC H oak beschreven 

door de metriek 

voor , =( 11, ' 2 ) E Rx H en f m( v1, 'l 2) E Rx H. Deze metriek 
komt dus overeen met de topologie van M•. 

De verzameling R* = 1* MN-== ,R bestaat uit alle punten 

(x,O), x t R. Het is duidelijk dat RM- d*-convex is in M* : ala 

,==(x,0)6 R, f=(y,O)E R, ~=(rz,z-yz)«M•, en als 

dR( x,y )=d( ~, 1i)=d(', 1)+d( l, !)• 

=dR ( x, f z ) +dH ( 0, z - f z ) +dR ( y, f z } +dH ( 0, z - f z ), 
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dan moet noodzakel1jk dH( 0, z- f z )•O, cL w. z. Z• f z of 'E Ji'. 
Voorts geldt, voor ,-( f x,x- f x) -., M•: 

d*( ',R*) - d*( 'I ,·,). 
Want ala t•(y,O) a R*, dan is 

minimaal a.ls dR( f x,y) m1n1maal 1s, due ala y• f X, ofwel ,.,•,. 
"Terugtransporta.tie" van ct•na.ar M levert een metriek d met 

alle gewenate e1genschappen. (Het 1s du1del1jk dat d een voort­
zetting is van dR, want a.ls x,ye R; ,-(x,O), f•{Y,0); dan is 
ct*(,,t)•dR(x,y)). 

6. P-afbeeldingen 

Zij X een topologische vectorru1mte. Een continue 11nea1re 
operator ! :XA--tXA heet een P-operator ala h1J te echr1Jven is 

ala product van twee S-afbeeldingen f1 en f 2 , 

, 

waar f 1 een projectie is en 1 2 een automorphie van xA. 

Algemeen zullen we een S-afbeelding ,• een P-afbeelding 
noemen 1nd1en 

waar c,,; e~ ,; beide S-afbeeldingen zijn, met ~ 2- ,;, 

terw1Jl f 2 een 1-1-afbeelding is van xA op zichzelf. 

Lemma. Zij A een verzameling. Er 1s een A 1 j A, gelijkmachtig 
met A, zodanig dat 1edere 'f £ AA kan worden voortgezet tot een 
q, 1 : A 1 --+ A' , met de eigenschap da t 

I NII 1!11 21 'f • T1 0 T , 

waar {f1)2- ,;, terwijl 12 een 1-1-afbeelding 1s van A1 op 
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zichzelf. Men kan deze voortzetting zo kiezen dat r___.,.,, een 
isomorphie is van AA in (A 1 )A'. 

Bewij s. 

Als A eindig is zal A1 ==A moeten zijn. Zij Sc A zodanig da.t 

cpS= cpA en cp 1 S 1-1. Er is een 1-1-afbeelding f van A\S op 

A\ ff A. Definieer cp1 en ct2 : A-+ A als vol gt: 

<f1 I pA = 'I <pA , S"1 I A\ ~A = ,i,r-1 ; 

'f2 I s = Y' I s '1'2 I A\ s = f . , JJ 

identieke afbeelding A-+ A voorstelt. Dan is <f= sP10$P2, waar, de 
2 

y,'1= si:>'1, ,p 2 is '1-'1 en 11 op 11 • 

Als A oneindig is behoeven A\S en A\ <pA niet gelijkmachtig 

te zijn. Dit is dan echter te repareren door een verzameling B 

te nemen, die A niet snijdt en gelijkmachtig is met A. Zij 
A 1 =Au B; kies een vaste a E A en definieer p' : A'--+ A' door 

,,, I A = 'I' ; cp'x= 'f) a voor alle x E B. 

Als nu S'c A' zodat 9''1s' '1.1., f'S'= s,,'A'(='/'A), dan zijn 
A1\S' en A'\~1 A1 wel gelijkmachtig, en een analoge constructie 

als boven kan warden gebruikt. 

Het is duidelijk dat ~-Hf 1 een isomorphie is. 

Stelling 8. Zij Geen halfgroep van continue afbeeldingen 

X~X, die de identieke afbeelding , :G ~G bevat. Dan kan 

(X,G) "gelineariseerd" warden door een halfgroep van P-afbeel­
dingen xlGJ--+ xlGI. D.w.z. er is een halfgroep G* van P-afbeel­
dingen ~IGl__,,xlGI, en een topologische inbedding ?: :X---tXIGI, 

zodanig dat 

t~ ?: - 1 1*1: 

een isomorphie is van G * op G. 

Bewijs. 
Zij G evenals in 2. de halfgroep van rechts-vermenigvuldigingen 
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in G; G co0 • Volgens het. 

"''""'~ "'r.1'1 f'1rrr,e,.., F' C BB die ·c.;i,;;,;.::1;. .1.J.,,,..,,. .1, ,.,,;, 1- .,t-

lemma .ta er een \·erzame11ng B ::, O; 

de eenheidsafbeelding B-+B bevat ~n 
waarvan e:ke afbeeld1ng 

rr2 'i-'1 en "op 11 ; en eer: 

toevoegt 

"' <p de vorm 9',1 o , 2 .heef t met ,;• , 1, 

isomorphle van F op G die aan 9''F 

U.1t het bewijs van het lemma volgt nog dat men ervoQr zorgen 

k:an dat 

f( '3 ) "" f ( (. ) 

voor alle ~ € B\G. Zij F~ de halfgroep van S-afbeeldingen 

9".,:XB--+XB (fEF). Dan ls F• ariti-isomorph rtet F, dus met G, 
en dus isomorph met G; en wel is de volgende afbeelding ~ een 

* isomorphie van F op G: 

rp*---+ , (' ) 

Definieer T :X- XB als volgt: 

"" (3(x) 

= X 

als 

als (' E B\G. 

Dan is r een topologische inbedding (vgl. het bewijs van stel­
ling 4). En er geldt: 

!."-1 'I'* -r =Cf(') ""er( 'f*) ; 

want als we ~ schrijven voor cp(,), dan geldt: 

( r) x)f = (3) x = ¥ (~ )x = ip(~ )x == ('f*, x~ als (}€ G; 

(z- ~ x)~ == ~ x = (r x\ = (-r x)f'(c. )=(t: x)<pp =(l•-cx)(' 

als ~ E: B\G. 

Daar IAl=IGlvolgt het gestelde nu onmiddellijk. 

Ook deze stelling laat weer general1sat1ee toe. Het is weer 

mogelijk een deelruimte A van X te nemen en een halfgroep 
A I Gt • G c A; dan wordt de topologische inbedding r in X aileen ge-
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definieert op A. Ook is het weer mogelijk een abstracte half­
groep F tussen te schakelen, om een 11 universele 11 linearisatie 
door P-afbeeldingen in x 1F1te verkrijgen voor alle G c AA die 

een homomorph beeld zijn van F. 

I.h.b. zullen we een volledig reguliere ruimte A eerst 

weer inbedden in een product X van reele rechten. Op deze wijze 
vinden we dan stelling VIII, en zelfs: 

Stelling 9. Zij A een volledig reguliere ruimte. Er zijn een 
topologische vectorruimte V, een lineaire autohomeomorphie 

1 2 :V-+V, en een continue projectie ~ 1 van V op een linea1re 

deelruimte, met de volgende eigenschap: voor iedere continue 

afbeelding f:A--+A is er een copie A* van A in V zodanig dat 

de paren (A,~) en (A*, ~ 1 o ~ 2 IA#) aequivalent zijn. 

Stelling 10. Zij Geen halfgroep van continue afbeeldingen van 
een volledig reguliere ruimte A in zichzelf, die de identieke 

afbeelding bevat. Er zijn een topologische vectorruimte V, 
een halfgroep G* van P-operatoren V--+V, en een topologische 

inbedding r van A in V zodanig dat (A,G) en(~ A,G*/rA) 

aequivalent zijn, indien zin dat 

~* ~ ,-1 ~*r 

een isomorphie is van G* op G. 

Evenzo bewijst men, met iets meer moeite: 

Stelling 11. Zij Geen halfgroep van continue afbeeldingen 

van een metrische ruimte Min zichzelf, die de identieke af­

beelding bevat. Dan kan G gelineariseerd worden door een half­

groep a* van continue lineaire operatoren van een hilbertruimte 
Hin zichzelf, zodanig dat elk van deze operatoren een product 

11 o ~2 is van een isometrie 12 van Hop zichzelf, en een 
continue projectie ~1 van Hin zichzelf. 
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Al s 'P :x--.x reeds een retrac tie is, dan kan ,p gerepresen­

teerd worden door een pure projectie (we nemen aan dat X een 

(deelverzameling van een) topologische vectorruimte is). Door 

een wijziging van de inbedding ~=x~x2 kunnen we dit beter 
laten uitkomen. Definieer 

"C'X = (<px,x-rpx). 

Dan is~ weer een topologische inbedding. Er geldt: 

t:<px = (f x,O) 

-1 I en dus geldt: "7:'f"C = 1t 1 i;X, waar ,c 1 de kanonieke projectie 

is van X x X op de eerste factor. 

Ook indien 'f een continue afbeelding X~X die een eindige 

halfgroep voortbrengt, kunnen we de voorstelling van,als P-af­
beelding duidelijk illustreren. 

2 3 n+m-1 Stel <p, rp , tp , ... , ff zijn twee aan twee verschillend, 
n~ n ) n~ terwij 1 cp = f ( n ~ O, m • '1 • Definieer oz; :X---+X als 

volgt: 

n n+1 n+m-1 m m+1 n~-1 n-1 ) -rx=(~ x, ,p x, ... , 'f x, 'I' x-x, ff x- cpx, ... ,'f X-'f x. 

Het is evident dat, continu is, en dat het niet moeilijk is aan 

te tonen dat ~ 1.1. is met continue inverse. Dus~ is een 
topologische inbedding. En 

( n+1 n+2 n+m-2 n m+1 n+m-1 n-1 ) 
Tf'X= 'f X,'f X, ••• ,f X,'f X,'f X- x, ... ,'f X-'f x,0 

hetgeen aantoont dat -Z:f'Z:'- 1= ~ 1o f 2 I rX, waar, voor '= ( ~ i ) E Xn +m : 

. 
' 

Dan is f 1 ten duidelijkste een projectie (de kanonische projec­
tie van xn+m op de deelruimte opgespannen door de eerste n+m-1 

~ n~ factoren) en ~ 2 is een topologische afbeelding van X op 

zichzelf (een isometrie als X een hilbertruimte is). 
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