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1. De Hilbert-ruimte

Een lineaire ruimte over JR het lichaam der re&le getallen is een

verzameling A van elementen die vectoren heten, met
oy s + . .
1e. een compositie AxA -+ A, genaamd optelling, die (A,+) tot een
commutatieve groep maakt, en

2~. een afbeelding Ax R + A, genaamd vermenigvuldiging met getal-

len,

20, dat de bekende regels voor vectoren gelden:

1a = a; A(ua) = (Ap)a; (A+u)a = ratna ;
A(a+b) = Xa+)b voor alle A\, n€ [R , a, D& A,

De volgende lineaire ruimten (elk eventueel aan te duiden met A)
R 2, rijen van n getallen x = (x1, xz,oooxn)
of gelijkwaardig: rijen van aftelbaar oneindig veel getallen,
met vanaf het n+l-ste getal nullen x = (x1,“ooxn9 0s Oy000)3

ﬂ%w, rijen van aftelbaar oneindig veel getallen, met slechts
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eindig vele ongelijke nulj ( R = \Jn R,

H, de separabele Hilbert-ruimte, met als elementen rijen van

aftelbaar oneindig getallen Xys Xp5000 met Z: Eﬁ xs < o

voldoen aan de inclusie relaties:
n n+1 ©
R*c R cl’ch
De lepgte van de vector yEA is le = VET E; Xso De afstand van de

elementen x en y is |x-y|. De bekende eigenschappen van een metriek
gelden. Zij volgen uit:
x| =0o=x=0 3 |x+y| < Ix| + |y].

Bovendien 1is

x| =[x} x| reR, xe a

De open bol met middelpunt a€ A en straal p € R is de verzameling
{x| |x-a| < p}. Een verzameling in A heet open indien hij de vere-
niging is van (eventueel oneindig vele) open bollen., De verzameling
open verza@elingen van A vormen de toEologie van A, Met de gegeven
afstands definitie en topologie heet [R % de n-dimensionale eucli-
dische ruimte,ﬂiu, een pré-Hilbert-ruimte, H de separabele Hilbert-
ruimte,

Een rij vectoren Xys Xps000 € A heet convergent, indien een vector

X bestaat en bij elke € > O een N z8 dat
n>N ====§ lxnexl <€

Een rij vectoren Xys Xpsceo heet Cauchy, indien bij elke € > O een
N bestaat z3 dat

(m>NAn>0nN) = Ixm-xnl < €,

Elke convergente rij is Cauchy. Is elke Cauchy rij convergent dan
\ L= o
heet A compleet. ﬁ?kn en H zijn compleet. [R is niet compleet,
Men neme de rij van vectoren in [R Zs
1 1 .
x»=(1,%g ‘g_-,aco_i."Og Ogcoo) 1=1,29000

Deze rij convergeert wél in H !



2. De algemene lineaire groep.

Een afbeelding o: A+ A of A > nz (gedefinieerd op geheel A en
éénduidig heet lineair indien :

o(Xa+ub) = Aoa + wob  x,u € [R;a,b€A

De norm van 0 is

loll = sup LG
xo ¥

Een endomorfisme of continue begrensde lineaire operator is een

lineaire afbeelding ¢: A + A met “0" < o, Zij is continu omdat

lox-oy| = |o(x=y)| < |lof.]x-y].

Is lx-yl < E.max[1,”0"—1] dan is |0x-oy| < €, De endomorfismen
vormen een lineaire ruimte End A over [R , waarin I | als metriek
genomen kan worden. (Is A = R % dan bestaat End A uit de n¥n-ma-

trices). De metriek bepaalt een topologie de zgn. norm-topologie

of uniforme topologie van End A. (Men kent ook zwakkere topologie~

&n zoals de sterke en de zwakke topologie in de lineaire analyse).

Voorbeelden (In coordinaten X5 x2,...) in End H.

?

I x. = (x. I+k > O Ja k=0
i 1+k

0 i+k <0 Ibk >0

Ic k <0

k heet de index van de (Fredholm-) operator.

II X. = l-x.
i 171

Zijn g en 1 € End A dan is de samenstelling 1o = 1 0o 0 € End A en

leoll < llelllol
Prop 1. De samenstelling (o0,t1) + 10 is continu
Bewijs:

|(t'o'=t0)x| = |r'o'x-tox| < |t'o'x-T'ox| + [1'ox-10x

<l lo'x=0x| + ||z~ [ox]



3.

L

< lltllelor ol

.| x|

o

< erlelor—ol + fixlkfor-ol +flzr-x]l. o]

x|+ el o

dus lzror—toll < e llo=oll + x*=x].|

Dan bestaat bij elke € > 0 een 8 > 0 z4 dat [|o'=o < &, ||ti=t] < 6
impliceert || t'o'-t0]| < €,
Bestaat bij o € End A een operator cr”1 € End A met

o .0 = 0.0-1 = 1€ End A

. -1 . . ' .
dan heet ¢ inverteerbaar. o is de inverse van o. (Voorbeeld niet

inverteerbaar: I k # O en II.)

De inverteerbare operatoren in End A vormen de algemene lineaire
groep.

GL(A) C End A

Prop 2. In GL(H) is de afbeelding inv: o + o continu.
Prop 3. GL(H) is een open deelverzameling van End (H).

Men heeft de natuurlijke inclusies (GL(n) = GL(IR ™)):

K 1 € G6L(n) € GL(n+1) € GL(=) = Un GL(n) € GL(H).

Determinant t
Is oeEnd [R ™ dan is det o het getal z8 dat

w(oa1,,°,0an) = det 0. ¢(a1,°°,an)

voor elk stel vectoren a ,,.OEHIG ﬂ},n en elke multilineiare anti-

symmetrische functie y. ;ie [1] pag.90.
Er geldt: '
det ot = (det o)(det t); det = (det o) #0 (1)
det (6@ 1) = det o.det 1
det is een continue functie op GL(n) en op GL(®) d.w.z. bij elke
€ > 0 bestaat 6§ > 0 z6 dat

lot=a]l < § =>|det(o'=0)]| < €



4, Continue wegen in GL(A)

Een weg van f(a) naar f(b), a < b, in GL(A) is een continue afbeel-

ding
f: T ={t|la <t < b} >cL(A)
deWozo: Bij elke € >0 bestaat 6§ > 0 z8 dat
[t-tol < 8 == [le(t)-£(c )l < e
Stelling la. Er is in GL(®) dus in GL(n) geen continue weg die
1€ GL(1)&C GL(®) verbindt met -1 € GL(1) C GL(®)
Bewijs: De continue functie determinant op zo een weg kan niet

over de waarde O springen, gaande van 1 naar -1,

Stelling 1b. Er is in GL(H) een continue weg die 1 € GL(1) met
-1 € GL(1) verbindt.,

Bewijs: In GL(2) kan men (; ?) met (% 3_1) als volgt verbinden
cos t sin t><q_ 0\/cos t =-sin t)(q-1 O)
(:-sin t cos t 01 &sin t cos t 0 1
L7100
Voor t = 0 geeft d1t<0 1
oS eert ain(d O
Voor t = 3 geeft dlt(o q‘{)
Voor q = -1 is dit de thans gewenste verbinding.

Analoog verbindt men:

-1 =1 1
-1 1

=1 1

Opm. Deze methode heet wel Eilenberg~Swindle.
Gevolg 1c. De functie det kan niet op passende wijze gedefinieerd
worden op GL(H).
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S. Een onsamentrekbare gesloten weg in GL(°°),! )

De bedoelde weg is
£, s—> e e6L(1,C€) ¢ ou(»,€) 0<s<on

Een samenstrekking is een continue afbeelding

£(s,t) = f(s+2m,t) € GL(=, €) O <s<2m , 0<t 5%

met f(s,0)
en f(s,1)

[}

fo(s)
1 € 6L(=, €)

Stelling 2a. De genoemde weg is niet samentrekbaar in GL(=, ().

Bewijs: De continue functie determinant heeft voor fo de waarden
e®. Deze lopen éénmaal om het onbereikbare punt O heen, voor
0 < s < 27, Het aantal keren rondlopen hangt continu van t af

en kan niet nul worden voor t = 1,

Stelling 2b. De genoemde weg is samentrekbaar in GL(H, C)

Bewijs: Substitueer q = e*® in het bewijs van stelling 1b:

is is
e e 1

6. Stelling 3a.(Putnam en Wintner [2]) Is g € GL(H) = GL(H,TR) dan
bestaat een weg van g naar 1 € GL(H).

Bevijs [3]5. '
Stap I Kies een oneindig stel vectoren & met |a.i| = 1 1n H z0 dat

ai-l-aj ,g:ailaj voor ;< 1
a; .Lg'a'.j » g8, lg:aj

i = 1,2’3’.'.

(def.: x | vy & lx+y |2 = x| +ly]?)
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In een tweedimensionaal vlak door ai en g(ai) beschouwen we een
eenparige draaiing (tijd 0 < t £ 1) die g(ai) in de richting van
a, brengt en een meetkundige vermenigvuldiging met factor

(2-t) + (t-1)|a,l.

op alle &, en alle g(ai) nemen we de identieke afbeelding. Het

g ai|-1 voor 1 £t £ 2. In de ruimte loodrecht

stel elementen f(t) € GL(H) met de genoemde component werkingen be-

paalt een weg

£(t).g
die leidt van £(0) g = g naar f£(2) g = 8,
&5 heeft de bazondere eigenschappen:
gé(ai) = a; 1= 1,2,3,000
— 2 00
Dus gyl aga;) = Loaga, (fef <)

De vectoren a. brengen een deelHilbert-ruimte H' voort afsluiten

met orthocomplement H1

Stap II. Kies een orthonorme basis voor H1 : bj J = 1,25600

Noem de H1—comppnent van 82(bj) : g3(bj)°
Beschouw de weg g, € GL(H) 2 <t < 3 gedefinieerd door

st(ai) = a;

gt(bj) (3-‘c)g2(bj)+(t-2)g3(bj)
g5 heeft de eigenschappen:

Stap III. Stel H2 is de Hilbert-deelruimte met basis:

a;  J oneven
H, idem : a. j = 2Xoneven
3 J 5
Hh idenm : aj j = 2 xoneven
HS idem : aj j= 23xoneven
enz.

Nu is H = H‘G-)HQ@HBC-DHh
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een orthogonale decompositie, en 83 heeft de matrix voorstelling

q q 1

Pas de methode van stelling 1b toe met q = g
naar 1 € GL(H) te vinden.

om de gewenste weg

3
Men dient uiteraard te controleren dat de hier genoemde weg
0 <t < b inderdaad een continue afbeelding is.

Algemener geldt:

Stelling 3b. [3]. Is GL de algemene lineaire groep met (uniforme =)
- de norm topologie. van een Hilbert-ruimte over de reéle getallen
ﬂ% de complexe getallen d:, of de quaternionen H4 , van

dimensie > aftelbaar, dan bestaat een continue afbeelding:
F:G6LxI—3CL I={t|o<t=<1)

met

F(g,0) = g , F(g,1) = 1€ GL.
M.a.w.: GL is samentrekbaar op een punt.

Toepassing: Indien h(x) € End H, g(x) € GL(H), x € X een parameter-

ruimte, g(x)h(x) = h(xo), dan geeft F(g(x),t).h(x) een "contrac-
tie" van h(x) x € X naar h(xo). h(x) x € X is bijvoorbeeld een
stel onderling lineair equivalente (g(x)) Hilbert-Schmidt opera-
toren.

Over de algemene lineaire groep van Banach-ruimten is niets van

dezelfde aard bekend.
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