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Bnige stellipgen VA.n Lubelski uit de g:r;;oepentheorie. 
{Veordrncht dnor C. Schogt in de serio Actualiteiten, 26 Nov.'49). 

Onder een groep verstMt men eori vorzllmoling, dlo an.n de volgonde 
nxiome.'a voldoett 

il,x. !• Aan eon geordend panr elementen A, B vnn de groep is eonduidig 
toegevoegd een element C. De operntie, wR~rdoor hat element C 
aan de elementen A, B wordt toegevoegd, tullen we in het vol
gende steeds vermenigvuldiging nocmen. We schrijven dan C = AB 
en nocimn C product vn.n A en B. 

~x. £• De vermenigvuld:i.gi:ng is associntiefs 

(AB)C == A(BC). 

ax. l• De groep bevat een el~mont E, zodnt EA= A voor nlle elemonten 
A uit de groep. 

ax.!• Met elk element A bevnt de groep een elemont· A1, zod~t A1A = E. 

Stelling 1. 

Bewijs. 

Ste1.ling 2. 

Bewi;js. 

Stelli!E ~. 

Bewijs. 

StelliM 4. 

Bewijs. 

AA1 = E. 

E = (Ai)iAi = (Ai}iEAi = (Ai)i AiAAi =RA.Ai= AA1·• 

AE = A. 

AE =AA-A= EA.= A. 
l. 

Deling is mogelijk: 

Bij de elementen A en B behoort een element X met AX= B 
en een element Y met YA = :e. 

Deling is ondubbelzinnig: 
Uit AX= AX' vol.gt X = x• 

" YA= Y'A " y = Y' • 

Uit AX = AX' vol.gt AiAX = A1AX•, du.s X = X'. 
Uit YA = Y'A vol.gt YAA1 = Y 1 AA1 , dus Y = Y'.• 

Stelling 4 heeft a.ls gevolg, dn.t er geen ander element dAn E zel( ~j 
met de eigenecha.ppen van E uit ax. 3 en stalling 2 an do.t er 'bij A gefll\:l 
am.er element dnn Ai self is met da eigenschappen van Ai uit alfa 4 4$,r~l 
atelli11g l. \ 

Men noemt E het oenolomcnt 'lttn de groop on A1 hot 
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(AB) 1 • B1A1 • 

B1A1AB = BiEB = Bi B • E. 

Dan moet dus s (AB) 1 • B1A1 • 

Onder een ondergroap VM ee n groep (ff, verstant men een deelvenaae
ling, die met betrekking tot do vermon:lgvuldiging inf weer een groa:p 
is. 

§telliM §. Een niot lege deelvorznmeling j,, vnn aon groep </- is 
dan on sleohts da.l"\ ondorgroep, ala 
1. mot A en B ook AB tot 9J, behoort. 
2. met A ook A1 tot f, behoort. . 

Hat is duidelijk, d~t do voorwa~den noodzakolijk zijn. 
Is Rnn de voorwn~rdon voldMn, dnn voldoet, daar E ale 
product vnn A en Ai ook tot '-g, behoort, j, nan de vier 

axiomn.• s. <g, is dn.n dus ondcrgroep. 

Is 1' ondorgroep vnn een groop OJ on is A eon elenent vnn OJ , dan 
verstent men onder do linker nevenklasso A-£; VR.n; in l!J do deeiversll
meling van OJ', bestnnnde uit die elol'Jenton, die men krljgt, a.ls de 
elementen van 1' links vermenigVuldigd warden met A. Aa.n ieder element 
van '1 wordt mo een eleEnt vnn A', toegovoegd. Ui t at. 4 vol.gt, dat dese 
correspondentie een 1-1 oorrespondentie is. A behoort tot A..,,,,., want 
A = AE en E behoort tot ¾. 
Stelling I 1.- Ie .,,. ondergroep van eon g.roep OJ' en behoort het elem.om 

B van Oj tot de nevonklaase A ½- , dan is B 'r= A ',, •. 
.. Ret bewijs kan ~~n de lezer overgclaton word.en • 

Stelling 8 1. Twee verschillando linker nevenklnssen van een onder
groep ', van een groep 1 zijn disjunct. 
Dit volgt direct uit de vorige stalling. 

Op dezelfde wijze kunnen we invooren rechter novonklnsson. Hiervoor 
golden de overeenk~mstige stellingen 7r on 8r. 

Qm!i. De ne-ve!klnsson vnn een ondergroep -f.; vnn een groep <g- zijn., be

halve i zel:f, geen groepen met betrekking tot de vernenigwldiging 

in 0j , want ze beva.tten geen eenelemettt. . 

Onder de orde van een groep verstaat men het a.antal elementen. 

StelliM 2· (Lagrange} 

Is ~ ondergroep van een eindige groep Oj , 
van -S,. een deler van die vnn CJt • , . , .. 

hm;J§!•, Laa-t n de orde van 0A' sijn. m die Y$ll-; 1" .lt~~;:-,r 
linker nevenltlassen van ~ • Die bnatten elk·,, :Jt' : ··, 



en zijn disjunct. Dan moet, daar elk element van , in 

zo'n neven}classe ligt, n een veelvoud van m zijn. 

Stelling 10.. Is ", ondergroep van °3" , dan is het aA-ntal linker neven

klassen van¾ in q- gelijk aan het aantal rechter neven
kl.assen._ Dit aantA.l noemt men de index van ;- in °3' •. 

Bewij s: De inversen der eleme n~en van ren linker nevenklasse A¾

vormen een rechter nevenklasse, n. l. ¾Ai. 
Is AH n, 1. een ele:roont van A~, dan is, daar (AH)i= HiAi, 
(AH)i een elemerrt van -,.A1• Omgekeerd is ieder element van 
¾Ai het inverse van een element van A ~ • 

We krijgen zo een 1-1 corresponderrtie tussen de linker en 

rechter nevenklassem A¾ ~ i'Ai. 
Hiermee is de stelling bewezen. 

We definieren nu machten van een element v~n een groep: 

Al = A 

An+l :::;, it A, als n een natuurlijk getal is. 

Ao = E 

A-n = A"f; 
J. ' 

als n een natuurlijk getal is. 

Volgens deze def. is A-l =·A1 •. We zullen in het vervol~ het inverse 

van een element A door A-l aanduiden. 

Voor de machten gelden nu, zoals gemakkelijk te bewijzen is, de 
regelst 

== Ar+s 

== Ars 
' 

waarin r en s willekeurige gehele rationale getallen zijn. 
Verder is (AB)r.= ArBr, als AB= BA. 
Onder een cyclische groep verstaat men een groep, die een element 

bezit, waarvan alle elementen van de groep machten zijn. 
Beschouw een cyclische eroep J:,. Er is dan een element A, zodat alle 

. r 
elementen van J; de gedaante A hebben •.. 

Zijn alle ma.chten van A met verschillende exponenten verschillend, 
dan is de •Orde van oL a:ftelbaar oneindig. 

Is ech-ter A8 ::: At, waarbij s > t, dan is er een natuurlijk getal j, 
zodat Ai =-E, ntl. het getal s - t. Is nu n.het kleinste nat. getai, 
zoo.at An = E dan is n de orde van de groep J; • Deze bes-taa't da.n uit de'. 

2 n-1 '· ·· 
elementen E, A; A , ,. ... , .. A • 

Is.seen geheel ra.tionaal getal, dan zijn er n .. l .. -twee gehele 
:rat;oM.le. ge.-'tall.en q en k,.; zodaii s ::::: qn + le en O i k < 11 .~ 
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n-1 De elernenten E, A, ••• , A zijn alle verschillend, anders zou er 
een na tuur li j k get al m zij n, kl einer dan n, waarvoor Am = E. Di t is 

onmogelijk, want n is de kleinsw natuurlijke exponent, waarbij E als 
rna.cht van A optreedt. 

We merken op, dat een macht van Adan en slechts dah E ist als de 
exponent door n deel baar is •. 

De machten van een element A van een groep OJ' vorrnen een cyclische 

ondergroep cf: van 1 . Men zegt, dat het element A de ondergroep cf: 
voortbrengt. 

Onder de orde van een element van een .. groep verstaat men nu de 
orde van de door dat element voortgebrachte ondergroep. 

Stelling 11. De orde van een element van een eindige groep is deler 
· van do orde vat de groep. Dit volgt direct uit st. 9. 

Stelling 12. 

Stelling 13. 

Bewijs: 

(Groepentheoretische formuJ..ering van de stelling van 
Fermat). 
Voor elk element A van een eindige groep van de orde n 
geldt: An = E. 

Dit volgt direct uit de vorige stelling. 

Heeft het element A van de groep 01- de eindige orde n, 
t 0 dan heeft A dan en slechts dan de orde n, als n en t 

relatief priem zijn. 
t Ism de orde van A , dan ism een deler van n, want 

(A t)n = E .. 

Zij d de g.g.d. van n en t. 
Uit Atm = E volgt, dat tm een veelvoud van n is. 

Is d = lt dan ism dus een veelvoud van n. 
Daar m een deler van n is, is dan m = n. 
Is d > 1, dan is: 

r, 
(Atyz 

n Dan is m ten hoogste d, dus m < n. 
At heeft dus dan en slechts dan de orde n, als d = 1, 

d.w.z. als n en t relatief priem zijn. 

Een verzameling elementen van een groep OJ- noemt men een complex 

van OJ'. . 
Zijn 01, en{~ eomplexen van de groep qJ- , dan verstaat men onder 

het product 01.. ~ het complex., dat bestaat uit de producten AB, waarbij 

A element van OL is, B element :van Jr • 
Oncler de orde van een complex verstaat men het aantal elementen,. 

waaruit het bestaat. 
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Stelling 14. De vermenigvuldiging van complexen is associatief: Zijn 

01, , fr en cC c omplexen van ee n groep, dan geldt (([1.,'l,, )J:; = 
tn(fv.£). 

Het bewijs kan aan de lezer overgelaten worden. 

Stelling 15. Is het complex OC van ee n groep ~ ondergroep van OJ' , 
dan is fJl Ot., == lJ& • 
Het bewijs kan weer aan de lezer overgelaten worden. 

In een product van complexen wordt een uit een element bestaand 

complex door dat element voorgesteld. Een voorbeeld hiervan hebben we 

reeds gehad bij de voorstelling van de nevenklassen van een ondergroep. 

Is 01. een complex V8.:n de groep lf , dan verstaat men onder een met 
bt geconjugeerd com:plc:z een complex A 01, A -l, waarin A een element van 

-OJ is. 

Een complex is met zichzelf gcconjugecrd, want 

(}(, =-= E u(i E-l,. 

De_ relatie "gecon~:ugecrd metH is omkeerbaart 

Is/,= A/JlA-1 , dan is ()t:::: A•-1 -;i,- (A-l)-l. 

Verder ook transi~ief: 

Is t = A (Jt A -l en.£ =-= B ,-:(; B-l, dan is 

cl: =PA 0t A-lB-l == (BA) X (BA)-1 • 

We kunnen de complexen uit OJ dus in klassen ~eoonjugeerde indelen .. 

Men noemt een complex Ol normaal, als het met geen ander dan met 

zichzelf gec9njugeerd is, m. a. w. als A {Ji, A -l = /Ji voor alle element en 

A van 91,. , 
Men zegt, dat twee groepenp en; isornorf zijn, als er een 1-1 

correspondentie tussen hun elernenten bestaat, zodat, als A met A1 en 
B met B' correspondeerts AB met A'B' correspondeert. 

Zo' n correspondentie noemt men een isomor:fisme. Men schrijft 

o-;fi!f. 
Stelling 16. Is <(/, een ondergroep van een groep OJ , dan is een met OJ, 

ge conjugeerd complex weer eon ondergroep van o/ en we 1 een 

met. cg,, isomorfe ond~rgroep., 
' .... 1 

:Bewj_jst Beschouw twee elementen van het complex A OJ-; A · , n. l~ 
-1 . -l . . 01 . . H AGA · en AHA , waarin G en, H elementGn van l! ' Zl.Jn. u,n 

product is (AGA-1 )(AHA••'1 )= A(GH)A-1 • 

Daar a;,, •ndergroep is, is GH weer element van o/,; dan behoort 

.A(GH)A-l tot A 1 A-1 , 
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Verder is: (AGA-l)-l = A G-l A-l. 

~ ~ o/ ~ ~ Daar · ondergroep is, behoort G weer tot 1 , dus AG A tot 
-1 I 

A OJ, A .. 
Volgens st. 6 is A (7 1 A-l dan ondorgroep van OJ-·• 
De correspondentie yan het el. G van OJ, met het element AGA -l van 

A '}, A -l is een isomorfisme. 

Stelling 17. 

Stelling 18. 

Bewij s: 

Een ondergroep OJ, van een groep OJ is dan 0n slechts dan 
normaal 1 als linker en rechter nevenklassen identiek zijn. 

Is (}1, normaal. ds.n is A Oi A -l = fJi voor alle elementen 
. d' , d' (J' 
A uit l'J • Dan is ~\ '1, = OJ, A, dus linker en rechter neven-
klassen ztjn ide~tiek. 

Zijn linke~i-:- en rcchter ri.0veriklassen iderrtiek, dan geldt 

voor ::~Lk (3lomont A u.i t Oj de formule A Oj, = °f, A 1 dus ook 

A Oj A · = ~,1 • Dan is ff, dus normaal. 

De nevenklo..ssen "'ran ecn normale ondergroep van een groop 

vormen met betre}ckir~g tot de vermenigvuldiging een groe:p. 

Laat OJ- 1 een normale ondergroep van de groep ttJ zijn. Be

schouw de nevenklasson (1, A en GJ, B. Dan ist 

( o/,A)((/1 B)= 1,(.A. ~-,)B = 'U,( o/,A)B = ( Oj,'j,)(AB) = 

= f,( AB)- • 

Het product van twee nevenklassen van OJ,, is dus weer een 

nevenklasse van 9h . 
De vermenigvuld iging va.n nevenkla.ssen van OJ I is natuurlijk 

associatief. 

DJ-, heeft de eigcnschap van het eenelement. Als inverse 

van OJ, A treedt OJ, A -l op .. 

De neven..'ltlassen van fi/1 vormen dus een groep. 

De grcep van de nevenklassen van de normale ondergroep o/,in de groep 

o/duidt men aan door OJ/°!, en noemt men factorgroep. 
In verband hiemnee wordt een normale ondergroep ook wel normaaldeler 

genoemd. 

De orde van o/f/°.J', is de index van °(i .in b/ • 
0nder de normalisator n van een complex l)l in een gr-oep qf verst~at 

men de verzameling van. de elome nt en van (1 , die me"t (Ji, verwiseelba.ar · 

zijn (d.w.z. de elementen A, waarvoor Aot = ()t A) •. 

Is ot normaaJ. in c1if , dan geldt voor ieder element A ui~ tf ; 
A IJi A -1. -=e {Jf., .. 

Du.s: A iit = [fl A • 

Dan is o/ dus de _norma.lisator van Oi • 



Stelling 19. De normalisator If/, van een o<;>mplex Ol in een groep 'f is 

ondergroep van '9- • 
Bewijs: • 1t, is niet leeg, want E behoort tot 7t • 

Stelling 20. 

Bewijs: 

· Beschouw twee ele 100 nten A en B •an It • 
Dan. is: A (j{, = OiA ,. · ; i j 1 

BOL= Ul,B. 

:OUs AB ot = A Ol B = Dt AB • 

AB behoort dus ook tot It . 
Met A behoort verder A-l tot 1'l • 
Ui t A fit = at A volgt imm;:;rs: A -lA O'L A-l = A -l l.Jf., AA -l 

Ill A -l = A -lot, • 

Volgens s-:;~ 6 is fl dus ondergroop van OJ • 
Is old~ normalisator van een ondergroep {{ van o/ , dan is 

? norrr.a.aln.e ler van fl . 

Is A een elcme::nt va:n ; , dan is, daar ~ ondergroep is, 

A 1 = "1 ~ = {?$ . 
A behoort dus tot It~ 
Dit eeljt voor ieder element van; , dus i ( 'di • '7 is nu 

ondergroep va~ '¥t • 
Is B een element van A'l , da? is B 1 = -; B. 
i is dus norma.aldeler van 1(, • , 

Z oals reeds opgemGrkt, kan men de oomplexen van een groe:p OJ in 

klassen geconjugcera.e complexen indelen. De k:l'.asse van een complex IJt 
in OJ- is de verzameling van de complexen uit o/ , die met &l geconju.geerd 

zijn. Onder de orde van de klasse verstaat men het aantal complexen, 
waaruit deze bestaat~ 

§telling 21. 

Bewij§: 

Is {Ji een complex · van een groep Oj , ft de normalisator 

van fJl in OJ en R.. de klasse ·van ti in ~ f dan is de index 

van It in f ge lijk a.an de orde van A • 
Zij lr een complex uit ~ • Dan is /,,_::: B ct B-l • Is nu 

-C Ol, c""1 = ft , dan is B-l C ~ c-1 B = B-1'- B = Gt, t dus 

B-1c (J(, = at B-1c. }¼n behoort B-1c dus to1; lf., * C dus tot 

B ll. 
Behoort D tot B !l , dan is D = BA~ . waarin A tot ~ behoQrt. 

Dan is.t 
... 1 -1 ... 1 -1 -1 -1 1 

D.atD =BAOC.A B =BllAA B =BOiB =q • 
' , ' ' 

. ~s C mJc-·· = l:t dan en ·sleohts dan, als (J tot B n _behOor-1,.-. 

Er is zo een 1-1 correspo.ndentie tussen de complex-en 
~ en de linker tl$V~nk1assen van bi , ·waarb:i.j een OOBtJ>~; · 

c h(,c-1~et :de 'ne-renklasee c rt, correapon4e~rt. De index 
_ It .. in °I is, ~us gel-;Ljk ~an tle · orde van A ., . 



-8-

Nu komen de stellingen van Lubelski. 

Bij de volgena.e stelling maken we gebruik van 'f' (n), de :functie 

van Euler, waarin n een natuurJ.iJk getal voorstelt. tr (n) is het aantal 

natuurli_jke getallen f n, die rr,et -n relatief' priem zijn. -

De getallentheorie +eert ons,oot rus n) 1 
.~ p --1 

'"l'-r i - \.f ( n) := n JI -p. , 
t-:. I J. 

waarin p1 t ~ •• , pk de ve1.'schillende priemfactoren van n zijn.. 

'f (1)= l . 

Stelling 22. 

Bewijs: 

(LubeJ.:;1d). 

Ond~~:·'.:..:.l~~J Fet "'.l~:i:;1,•.1..1r-lijke getal M is deler van de 

orde h" von BG1\ ein,i.iee g::nep OJ, ~ Het ge·tal p is 1 of een 

priernfacto:r ?-an M~ p_ :\.s het complex van f , bestaande 

uit die elAmGYJte.i.1. 1 wt~rvan de orde deler van M e:n veel.
vcud VG.P- i..:::dore 6:p N cl.eelbare macht van p is. 

Q§.:-~~Q..::..d_e.:.i J)3 or<!e "s:ra::i. tA_ is deelbaar door f . 
WE; bewj_j zen a.e stelJ.i:ng <loo✓r volledige inductie. Hee:t't 

OJ· d3 ord~ J., da:.1. j_e H = J. en -p = l, dus _PM= 1. Dan is 
. 1-1 

~dus de:,elbaar _a.oo:;. .. :p • 

We nemen nu. aan, d.~t de stelling geldt~ als de orde van de groep 

kleiner dan his, en bewijzen de stelling dan voor de orde h. 

i) We beschouwen edr:it het geval p ) L, 

Is a de exponent van de hoogste rr.acht van p, die dele:r van M is., 

dan bestaat ~ uit dj_e 0lementen van tfJ- , waarvan de orde deler van M 

en veeivoud van pa is .. 

Is Ii, leeg, dan is K :.:..; 0 e.n he-t gestolde juist .. We nemen nu aan, 

dat R niet leeg i<:1 .. 
fJ , Ct) nl. (J-) 

We ve~delen het complex (Jf., in cor!lplexen ltu waarbij een /Ji"" 

bestaat uit de elementE;n van de orae u, die tot eenzelf'de cyclisohe 

ondergroep van de or6.e u behoren, 

Uit st. 13 volgi;, dat een cyclische groep van de or-de u juist 

'f (u) elementen van de orde u bei.,-a.t~ :i)e orde van een ff..~JJ is du~ f(u). 
. "-- ~ J..<..a,l , 

Ee:n ·element van tc van de orde · u behoort tot slechts ~6n ft(~ wan"t 

het behoort tot ~~n cycliscbe 0ndergroep van de orde u, n.l. die,1 

welke het -V;oortbrengt, 

De mogelijke waarden van u z:i.jn dooi· :p8 dee1baar. ls u deelb~ '-,~L 
a · · . · -1 •'"•··· 

door p , dan is tp ( u) deGJ.,baar door pa · ~ , , . . . . ,_t;~ 

R . +if dus verde€ild in dis juncte aomp1exen, wa.a.rvan de o;r;-cre d~~~}:;rj 
ba.ar is "door :p~---1• ~.·. •rde K van, fi is dan .ook deelbaa.r. door pt~i :\;t;;i 
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We z;ullcn nu aantonen, dat l{ deelbaar is door 1¼ • Zij A een element 
~ M p M 

van ~. Zij m =a. De orde van A is deler van M, dus A ~ E. Dan is 
m a · P m 

(A )P = E. De orde van A is dus deler van pa. Daar de orde van A een 
l d ai . vee vou van p s, 1s 

a-1 
Amp ;\: E. 

De orde van Am is dus pa. 

Daar paen m relatief priem ziJn, zijn er volgens de getallentheorie 

twee gehele rat. getallen x en y, zodat 

pa x + m y = 1. 
a 

We voeren nu in U :11: Amy en V, =AP :x: • 

Dan is A= UV= VU. 
Daar yen pa relatief priem zijn en 

st. 13 ook Amy de orde pa. De orde 

Am de orde pa heeftJ hee£t volgens 
a van U is dus p. 

De orde van Vis dus een deler van m. 
Zo is ieder element uit i?_ commutatief product van een element van 

a de orde p en een elemen-t, waarvan de orde deler van m is,. 

Is gegeven A= UV= VU, waarbij Ude orde pa heeft en de orde·van 

V een d eler van m is, dan is: 

u = umy ~ uIDYyIDY = (UV)my =Amy. 

Laat U nu een willekeurig element van de orde pa Zl.Jn. U brengt de 

cyclische groep 9'? voort, die ui t pa eleme-nten bestaat. Zij l'l de nor

malisator van U in 4d • Daar de machten van :1 met U verwisselbaar zijn, 

is ,:P ondergroep van It • De elementen van 'ft,. zijn met U verwisselbaar, 

dus ook met iedere macht van u .. Ze zijn dus met ?J verwisselbaa.r; '(/2 
is dus normaaldeler van '/t .. · De orde van It is deelbaar door die van:p , 

dus door pa. La.at pa t: de orde van ol zijn. Dan is 't de orde van. "tL/q2 • 
Daar pat a h is, is t < h,, . 

We kunnen onze stel1ing d'J.s op fl/o;.~ toepassen~ Dit doen we nu met de 

g. g. d. s van m en t voor M en 1 vc or IL nan krijgen we: Het aanta.1 ele-

menten van i't /If).. t waarvan de ord e (H:.m deler van s is, is door s deelb~ •. 

Laat 'P· R zo,';1 element zijn met ords 8, :>e.n is ( '9J R) e = 'P . (UR)~ 
behoort dus-tot£,f.1 , is dus oen m£•.cht v&n u. Daar R tot Kt,behoort, is 
UR= RU, dus (UH)e :: U6 B.6 , Dus Re is ook een macht va:lll U, Zij Re :z Ugi1 

a e is deler van s ~ du.s van m; p er\ e zijn dus relatief priem, waar-uit 
volgt, dat er twee gehele rat, geta1len k en t zijn, zoda.t kpa•te ::::- g. 

a 
Dan is Re :;:; Ukp u-te ;:;r; -U~te • 



-10-

lu is, daar u'tit • RUt, (U'ta) 8 • ut9ae • B. 
We eabrijven nus U~ • R1• 

Zij Q een will~keurig element van l_ R. De orde v van' Q ie en veel-
voud_van e. Uit Qv • E volgt n.1. (p R)v • p I daar {IR in 1t/7' de 
orde e hee:tt, is v dus veelvoud van e. v. i8 deler Yan Pal• Dear a 
( '/< R) 8 • p is, behoort Q8 tot f, waaruit volgt, dat Qp 9•(Q8 )P • 1 
is. 

Daar R1 tot Jl R behoort en R~ • E is, heett a1 4us 4e •rde •• 
De orde n van UR1 ts, da.a:r tm1 tot 7' R behoo:rt, veelvoud · van e. 

Daer UR1 • RlU is, ia B=(UR1 )n = Un Ri • u°. Hieruit volgt, dat n 
veelvoud van pa is. n is deler van pa e, due a fot-tio;ri •an p•• • Kt. 
UR1 behoort due tot Ck .. 

R1 is het enige element van 'J2 R, waarvan de orde aer1 d eler van ll 

is. 

Keem een ander element. Hiervoor lean men sohrijven UjR1 , waarin 
O< j <Pa.. Dan ist 

(UjR1)ra = ujm R~ • ujm. 

Dit is niet E, dear jm ~iet deelbaar is door pa. Iede:re nevenklaaae 
1'8.n p in 1t , waarvart de orde in 'tC/p een deler is van a, bavat d\18 
juist &&n element, waarvan de orde een deler is van • 

Ia R1 een element van 1t, waa.rvan de orde een deler van III is, dan 
is ( P. R' ) 11 = 7J • De orde van J) R' in 1t./J2 a du.a ook deler van 111 en, 
daar n/p de orde T heef't, ook deler van t , dus deler van s. 

Ieder element van 72., waarvan de orde een deler van m 1s, behoort 
due tot een nevenklasse van l , waa.rvan de orde in "tl./Jleen deler· van 
s is. 

Hat aantal elementen van ?{, waarvan de orde een deler van m is, is 
due ge11jlt a.an het aantal eleaenten van 'ilr/1, waarvan de orde aen deler 
van a is. Dit a.antal is deelbn.'l.r doors; noam het sb. In iedere neven~ 
kla.ase van p i.n '1t , waarvan de orde in ii/JI een deler van e is,; beef't 
het e1eJEnt, wa.arvan de orde deler van mis, de eigenschap, dat sijn 

product met U tot Jf, behoort. Deze eigenschap heefi dus i,eder element 
van ,t, wae.rvan de orde een deler van n is. . . · 

Dan is sb bet ~antal elementen van~, die ala oommutatief prodabt ·· 
~ • 1 

van U art een element, waarvan _de orde deler van in is, opt:reden, 
Betsohouw een el•ant B. Bren.gt B de cyclisohe groep J. 'foo:rt, 4a.n Jr: 

brengt he-t ae1; D geeonjugeerde elemattt OB<f"1 , ~sat (dle-.l)j • C!Bj (f"l .s~.~ 
dg •et ~ geoonjugeerde grc>"ep O ,J,o-1 · yoort. C en O -ffc•l aij~ i~~, 
bebb&a 4ue de••lfdt orde. De elementen B en CB0-1. hebbell dulli dQ_elf•H< 

'",) 

orde. . · , . . 

113 A ·- element ut ,r. dat ale tH)_. .... tiet prod.ue't -- '! . 
.i. •• , y I •---a •• 1~- d:e.1• 't'&lf m ie. optned"- .. · 

' ' , . ' " \' 
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B h t t -1 -1 eschouw nu · e me U geconjugeerde element CUC .. CUC heeft, 
a even.ale U, de orde p " 

Dan volgt uit A= UV= VU, dat CAC-1=(CUC-1)(CVC-1}~ (CVC-1)tuc-1). 
CAC-l heeft dezelfde orde ale A, behoort dus ook tote?.t: cvc-l heeft 
dezelfde orde ala V. CAC-l ia dus aen element uit c(, dat · oommutatie:f 

product van cuc-l is met een element, waarvan de orde deler van mis. 
Is A• een element uitd-f • dat commutatief product van cuc-1 is met 

-1 een element, waarvan de orde deler van m is, dan is C A.'C ee:n element 
uit d: , dat oommutatie:f product van U is met een element, waarve.n de 
orde deler van mis. 

Er is zo een 1-1 correspondentie tussen de elementen uit r, die 
als commutatief product van U met een element wan.rvan de orde deler 

van m i~i optreden, en de elementen uitd-l, die ala oommut~tief product 
van CUC met een element, w aarvan de orde deler VM m is, optreden,. 

Zo bepaalt ieder met U geconjugeerd element due sb elementen van 
£, die als commutaticf' product van di t element met een element, waar

van de orde deler van m is, te schri~-;en zijn. 

le hebben gezien, du:t ee.1 element uit ctlsteeds a.ls zo• n product 

van elechts ien element van de orde pa optreedt; dat is n.l. zijn m;;,8 

mac.ht. 
Elementen van elf.:, die a.an verschillende met U geconjugearde elem.en+ 

ten zijn toegevoegd, zijn dus varaohillend. 

De orde van de kla.sse van u, d.w.z. het aantal met .U geconjµgeerde 
elementen, is volgens st. 21 gelijk aan de ind.ex van lZ., dus p~t: • 

Het aantal elomenten van r/[, dat commutatief product is van tien met 
U geoonjugeerd ele{.ent en een element, waarvan de orde een deler van m 
is, bedraagt dus _ • sb. We zullen bewijzen, dat dit door m deelbanr 

1-,~ 'L ~s. r 

his declbaa.r door p8 m, stel 

sis g.g.d. van men t: .. Zij m = 

Dan is: { • 1: 4m fc ::;. "i?t ~ 
p «-1: "t 

a h == p mq ... 

m's, "t":::: t•s. 
I 

- m4't; 
-r's 

Daar m• en T 1 rela.tief priem zijn en m' q door 7: • deelbaar is, is q 

door 1:1 dee lbaar, dua l:. geheel. 
A . ~I 

- s g -= "'ht, i !.. ,11 ,,g - /4)'\. !. t 
~~~ . T 1 T 1 

Men kan nu £ in disjuncte oomplexen 'Verde le n, waarbij ieder ooJUplex 
bestaat uit elementen, waa.rvan de my-8 ma.chten geoonjugeerd zijn. Het 

aantal elementen in elk van deze complexen is door m deolbaar. Dnn is 

ook I ,"'het aantal elementen van r:t't door m deelba.ar. 
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is ·deelbaar door pa-l en door m; dA.ar pa-l en m relatie! priem 

is dus deelbaar door m pa-l i:.1 : • Hiermee is bet bewij s voor 
voltooid .. 

2). besohouwan nu het geval p = l. 
Dan moet bewezen worden, dat het aantnl alementen van (J , wearvan 

de orde een d eler van M is, door M deelbruar is. Noem d.1t i.ntal 'M • 
Is M = h, dan is de orde van Alle elementen van f een deler van M • 

is dus NM = Mi- Dan is het gestelda juist. 

teat het gestolde juist zijn, a.ls het aante.l priemte.otoren VElr'l ft , 
kleiner is dan r. We tonen aan, dnt het juist is, ale dit aantal r is: 

Zij :.t- een van de priemfactoren ~n i . Da.n is r-1 het aantal priem
factoren van ~ ,. Dan is NM1r deelbanr door M1t • Lant 1te de hoogst& 

macht van 1f in Mfr zi.jn. De delers van M 1r, die geen delars van M czijn, 

zijn de veelvouden van 1te onder de delers van M :t' .. 
JJM,r - NM is due het aa.nto.l eleme nten van /, Wo.P.rvan de orda deler VQ.tl 

M 1t en veelvoud van fC c is .. Volgens het onder l} bewesene is dit aantQl 

door M deelbaar. Daar Nr,pt ook door M deelbaa.r is, is dus IM door M deal• 

baar. Hiermee is de stalling bewezen. 

Sttlliog 22• (Lube1sk:L) 

n a. 
Onderateldt Het mt. getal M = Pj J, waarin de p' a versohillende, 

priemgetall. en Zi-jn~.is een delar van de orde h :;;: de e.indige groep , .. 

Het getal P = n -1-.i (. · , C¥i>o, is deler van M .. (JI... is het complex, dat v,r 
uit. die elementen vA.n f besta.a.t 1 waarvan de orde deler vnn M en v•el-
voud van P is. 

Gestelde: De ordo K vnn het complex cf" :la deolbaa.r door 
M 

.,,,_, a., - 0(1 + I . 4i "-J ... ~i + I 
II .. ' ... l"J 

Bewijst 1) Zij ¾ het aantal elom0ntun ~n fl, waarvan de ordo delor Val'l. 

t is, ~ het a.an:to.l elomerrt,;:m, '-fff.;.':\.'C'V'"\_!~ de ordo vocl\roud van t en deler 
va.n Mis. 

Zij p pr.:.;.;mdelcr v~1 !·!, r/3 do hoogste n;a.cht van p, die deol• 

baar is op M. Zij :r een natu-urlijlr ge:tr-i.1 ,( :"l.. 

Da delors van M~ di~ 
lers van __ t._'1_ 

Pa-r+l. ' 

nM llZ )~~ ~ +. 

Volge:ne at. 22 1s 

"'""~"""' n M """'."""" a ... r+:t • 
p . 



-13-

___,. M 
Dan is ook ?21'1 declbs.,'lr door a-r+l • 

r p 

Onze stalling is hiormec bewezcn voor g = 1. 
2) We namen nu aan, dRt de stalling voor g ~ m gcldt, en bewijzen de 

stalling voor g = m + 1. 
Dan is de stalling door vollodigc inductie bewezen. Nu is: 

(it c,( ti'+ I 
p = P1 ••... Pm+l 

Zijt 

De delers van M1 zijn de dolors van M, die door geon van de getallen 
ex., 

pi , i = l, ••• ,m+l, dcolbMr zijn. 
Hieruit volgt: 

~- m+1--
+ £_, ?l,. ,,,,. °'j •.... +(-1) n .,_

1
P<'~ •• 1-.,,~m

1
, ,., 

A· ~- /". t'i,,r 

Een element, wa'lrvan de orde ean 1iclGr van M, die door k getf\llon P:e,; 

deelbaar is (k) 0), k:)mt in hct r(;ohterlid n. l .. 1 - <t)+(~J ... . +(-l)k(:)= 
= (l ... l)k = 0 man.l voo~~. 

Zo blijven juist. d~.c elemo ntcn over, waR.rvan de ordo eon deler van 
M • U' 
r1 is, d10 door geon van do gctallen p. L deolb~ar is. 

""'1 

Nu is nM
1 
deelbaar door M1 , nM d0or M, dus ook door M1• Uit de on-

dorstelling, dnt do stolling gcldt vuor g ~ m, volgt, dat verder alle 
termon van het rochterlid, bchnlvc du lantste, do0lb~ar zijn door M1• 
Dan moet ook de laat.sto term deolba~r zijn door M1• 

Dusnry; .. "' 
<L. / p.0,:"' I /-:l ". • 

door }'i_• Dit moest bewezcn wordon. 
I • l"h+I 

is doolbaar 

Opmerkir.g; Stelling 22 is 0cn .. -;;.i-tbreiding van 

Frobenius, die a'.::..lecn het g8val p =: 1 behRndelt. 

de stalling van 


