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Onder een groep verstant men een verzameling, die aan de volgende
axioma's voldoctt

ax. 1.

nX. 2o

ax. 3.

ax. 4.

Aan ecn geordend panr elemcnten A, B van de groep is ecnduidig
tdegevoagﬂ een element C. De operatie, waardoor het element C
aan de elementen A, B wordt toegevoegd, zullen we in het vol-
gende steeds vermenigvuldiging noemen. We schrijven dan C = AB
en nocmen C product van A en B.

De vermenigvuldiging is associntiefs
(AB)C = A(BC)&

De groep bevat een element B, zodat EA = A voor alle elementen
A uit de groep.

Met elk element A bevat de groep een element Ay, zodat AjA = B,

Stelling 1. AAi = E.

Bewijs.

B= (Ay)shy = (B3) A, = (Ay); AjAR; = EAA, = ARy

Stelling 2. AE = A,

BeWi;iSQ

AE = AAiA = BA = A,

Stelling 3, Deling is mogelijks

Bewijs.

Bewijs.

Bij de elementen A en B behoort cen element X met AX = B

en een element Y met YA = B,
A(AiB)= B en (BAi)A =B .
Stelling 4. Deling is ondubbelzinnigs:
Uit AX = AX! volgt X = X!
"OYA = Y'A " Y=Y'.
Uit AX = AX' volgt AiAX = Aigx*, dus X = X',
Uit YA = Y'A volgt YAAi = Y'AAi, dus Y = Y'.

Stelling 4 heeft als gevolg, dnt er geen ander element dan E zelf i&f
met de eigenschappen van E uit ax. 3 en stelling 2 en dnt er bij A geen

ander element dan Ay zelf is met de eigenschappen van Ai uit ax, 4 en
stelling 1. . L E
Men ncemt B het cencloment wnn du grecp on A, het inverse ven A.




Dan moet dus (AB)i = Bihy W
Onder een ondergroep van ecn groep verstaat men een declverzame-—

ling, die met betrekking tot de vermenigvuldiging in ? weer een groep
is,.

Stelling 6. Een nict lege deelverzameling s VAN ecn groep is
dan ¢n slechts dan ondergroep, als
1. met A en B ook AB ‘ta't% behoort,
2. met A ook A; tot %‘ behoort.

Bewijs. Het is duidelijk, dat de voorwanrden noodzakelijk zijn.
Is anan de voorwnnrden voldaan, dan voldoet, daar E als
product van A en Ai ook tot (g,bchoort, (?, aan de vier
axiomn's. (g‘ is dan dus ondergroep.

Is %) ondergroep van een groep en is A een element van C? » dan
verstaat men onder de linker nevenklasse A% van k) in de deelverza-
meling van y bestannde uit die elementen, dic men krijgt, als de
elementen van g links vermenigvuldigd worden met A. Aan ieder element
vanf?wordt zo een element van Af? toegevoegd. Uit st. 4 volgt, dat deze
cerrespondentig een 1l-1 correspondentie is. A behoort tot A ‘ﬁ}, want

A = AE en E behoort tot i«;

Stelling 7 1. Is iz{ ondergroep van ecn groep em behoort het element

B van0f tot de nevenklasse A fq , dan is Bigz A ig .
. Het bewijs kan ann de lezer overgelaten worden,

Stelling 8 1. Twee verschillende linker nevenklassen van cen onder-

groep i? van ecn groep(% zijn disjunct.

Dit volgt direct uwit de vorige stelling.
Op dezelfde wijze kunnen we invoeren rechter nevenklassen. Hiervoor
gelden de overeenkemstige stellingen 7r e¢n 8r.

Opm. De neverklassen van een ondergroep f? van een groep Cg zijn, be-
halve ?-3 zelf, geen groepen met betrekking tot de vermenigvuldiging
in 0} , want ze bevatten geen eenelement.

Onder de orde van cen groep verstaat men het aantal élementen.
Stelling 9. (Legrange)

Is ondergroep van een eindige groep 03 , dnn is de orde
van een deler van die van 03' . » '

Bewijs: Laat n de orde van (% zijn, m die van'e? - Beschouw md&
: linker nevenklassen va.n"vx + Die bevatten elk m elemente
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en zijn disjunct. Dan moet, daar elk element van 0& in

zo'n nevenklasse ligt, n een veelvoud van m zijn.

Stelling 10. Is gq'ondergroep van,Qi , dan is het aantal linker neven—
klassen van in O?‘gelijk aan het anntal rechter neven-
klassen, Dit aantal noemt men de index van {g in qg .

Bewijs: De inversen der clementen vanen linker nevenklasse Afg
vormen een rechter nevénklasse, n.l. Wy As.
Is AH nil. een element van.Ay&Z, dan is, dasr (AH);= HiAs,
(AH)i een elememnt vaxrﬁgAi. Omgekeerd is ieder element van
{ﬂAi het inverse van een element vanlAﬁ?.
We krijgen zo een 1-1 correspondentie tussen de linker en
rechter nevenklassens A'{:% > ?‘JA:'L'
Hiermee is de stelling bewezen.

We definiéren nu machten van een element von een groep:

A = A
An+l = AHA, als n een natuurlijk getal is.
A° =&
AT = A? ; als n een natuurlijk getal is.
Volgens deze def. is A*l =fAiu We zullen in het vervolg het inverse

van een element A door AT aanduiden.
Voor de machten gelden nu, zoals gemakkelijk te bewijzen is, de
regelse
: AT AS o pT*S

(AI‘)S - AI’S ,

1}

waarin r en s willekeurige gehele rationale getallen zijn.

Verder is (AB)T = ATBY, als AB = BA.

Onder een cyclische groep verstaat men een groep, die een element
bezit, waarvan alle elementen van de groep machten zijn.

Beschouw een cyclische groe;»J:. Er is dan een element A, zodat alle
elementen vén‘lr de gedaante AY hebben..

Zijn alle machten van A met verschillende exponenten verschillend,
dan is de .orde van o[ aftelbaar oneindig.

Is echter AS = Aﬁ, waarbij s > t, dan is er een natuurlijk getal i,
zodat a3 =.E, nil. het getal s - t. Is nu n het kleinste nat. getal,
zodat A" = E dan is n de orde van de groep . Deze bestaat dan uit de:;;
elementen B, A, A%,..., A™"L, | o ‘

Is s een geheel rationaal getal, dan zijn er n.l, twece gechele
rationale getallen g en K, zodat s = qn + k en 0¢k<n .
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Dan is A® = Aki '

De elementen E, A,..., ARt zijn alle verschillend, anders zou er
een natuurlijk getal m zijn, kleiner dan n, waarvoor A" = E. Dit is
onmogelijk, want n is de kleinste natuurlijke exponent, waarbij E als
macht van A optreedt.

We merken op, dat een macht van A dan en slechts dan E is, als de
expoﬁent door n deelbaar is.-

De machten van een element A van een groep vormen een cyclische
ondergroep L Vah(g . Men zegt, dat het element A de ondergroep L
voortbrengt.

Onder de orde van een element van een.groep verstaat men nu de
orde van de door dat element voortgebrachte ondergroep.

Stelling 11, De orde van een element van een eindige groep is deler
"van de orde van de groep. Dit volgt direct uit st. 9.

Stelling 12. (Groepentheoretische formulering van de stelling van
Fermat).
Voor elk element A van een eindige groep van de orde n

geldt: A" = E,

Dit volgt direct uit de vorige stelling.

Stelling 13, Heeft het element A van de groep de eindige orde n,
dan heeft At dan en slechts dan de orde n, als n en %
relatief priem zijn.

Bewijse Is m de orde van At, dan is m een deler van n, want
(A% = |
Zij & de g.g.d. van n en t.
Uit AY® = B volgt, dat tm een veelvoud van n is.
Is d =1, dan is m dus een veelvoud van n,
Daar m een deler van n is, is dan m = n.
Is 4 >1, dan iss
Yy 1
(A5E = MY =5,
Dan is m ten hoogste g; dus m < ne
At heeft dus dan en slechts dan de orde n, als d = 1,

dewez. als n en t relatief priem zijn.

Een verzameling elementen van een groep %} noemt men een compleX
van .

Zijn OV en f domplexen van de groep %, , dan verstaat men onder
het product OL# het complex, dat bestaat uit de producten AB, waarb13
A element van 00 is, B element vand . ' , b

Onder de orde van een complex Versmaat men het aantal elementen,
‘Waarult het bestaat.
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Stelling 14, De vermenigvuldiging van complexen is associatief: Zijn

0L, & en<l complexen van een groep, dan geldt (&)L =

Het bewijs kan aan de lezer overgelaten worden.

Stelling 15. Is het Qomplex 0 van een groepg ondergroep van 7 y
dan is (LOL = O .
Het bewijs kan weer aan de lezer overgelaten worden,
In een product van complexen wordt een uit é&én element bestaand
complex door dat element voorgesteld. Eem voorbeeld hiervan hebben we
reeds gehad bij de voorstelling van de nevenklassen van een ondergroep.

Is 0l een complex van de groep C? , dan verstaat men onder een met
il geconjugeerd complex een complex A 0L A, waarin A cen element van

l? is.

Een complex is met zichzelf geconjugeerd, want
o= B 05

De relatie "geconjugeerd met" is omkeerbaar:

Is & = AOLA™Y, dan is 0= A% (A5,

Verder ook transitieﬁ

IsA=n 0 27t end = B B"l, dan is
oL =B ot ATIETY = (BA) 6 (Ba)7h

We kunnen de complexen uit dus in klassen geconjugeerde indelen.

Men noemt een complex 01 normaal, als het met geen ander dan met
zichzelf geconjugeerd is, m.a.w. als A (0l A—l = @ voor alle elementen
A van (] .

Men zegt, dat twee groepen %} enfg}, isomorf zijn, als er een l1~l
correspondentie tussen hun elementen bestaat, zodat, als A met A' en
B met B' correspondeert, AB met A'B' correspondeert.

Zo'n corrésponden‘bie noemt men een isomorfisme. Men schrijft
7<% - *

Stelling 16. Is ¢f een ondergroep ven een groep (7 , dan is een met W’

7
geconjugeerd complex weer ecn ondergroep van (? en wel een

met (% isomorfe ondergroeps

Bewijss Beschouw twee elementen van het complex A (% A7, n.l.

A6a™% en AHA™Y, waarin 6 en H elementen van 7, zijn, Hun
product is (AGA™T)(aHA D)= A(GH)ATE,

Daar , endergroep is, 1s GH weer element van %f; dan behoort
A(GH)ATT tot & of A7, ‘
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Verder is: (AGA = A G A .

Daa::f (gx! ondergroep is, behoort ¢! weer tot Cy, , dus A ¢ a1 404
A 0 A . 1

Volgens st. 6 is A (7 A~ dan ondergroep van C% a

De corresponden*ble van het el. G van C? met het element AGA an
A (? A is een isomorfisme.
Stelling 17. Een ondergroep GJ, van een groep is dan en slechts dan

Bewijss ' Is (7‘ normaal, dan is A { A

normaal, als linker en rechter nevenklassen identiek zijn.

-1 , voor alle elementen

A uit LZ « Dan dis A )g,‘ q/l A, dus linker en rechter neven-—
klassen zijn identiek.
Zijn lirker en rechter neverklassen idemntiek, dan geldt

’ voor O‘L clement A uit L:} de formule A(?, O}.A dus ook

A Q} D(;I . Dan is FJ, dus normaal.

Stelling 18. De nevenklassen van een normale ondergroep van ecn groep

vormen met betrekking tot de vermenigvuldiging een groep.

Bewijst Laat ég', cen normale ondergroep van de groep (55 zijn. Be-

schouw de nevenklasscn (’? A en 67 B. Dan ist

( (‘? A)( (J’B)_ g(A (5 )B = %’«( (7 A)B = { %?,)(AB) =
: %( AB)- .

Het product van twee nevenklassen van (7 is dus weer een
nevenklasse van ('?’4
De vermenigvuldiging van nevenklassen van (?' is matuurlijk
associatief.

\ heeft de eigensigap van het eenelement. Als inverse
van %A treedt A 7 op.

/
De nevenklassen van 6? vormen dus een groep.

De groep van de nevenklassen van de normale ondergroep (} in de groep

duidt men aan door ‘?/%L en noemt men factorgroep.
In verband hiermee wordt een normale ondergroep ook wel normaaldeler

genoemd.

De orde van % ¢ is de index van %‘l« in l?
Onder de normalisator 77 van een complex (I in een groep % verstaat

men de verzameling van de elomenten van (? , die met O{ verwisselbaar
zijn (dew.z. de elementen A, waarvoor AJL = (L A).

Is 00 normaal in % dan geldt voor ieder elemenmt A uit o
AT = o,

Dan is (} dus de normalisator van (L



Stelling 19. De normalisatdr Tl van een complex 0l in een groep ? is

Bewijs:

Stelling 20,

Bewijse

ondergroep van (g, .

¥4 is niet leeg, want E behoort tot % .
Beschouw twee elementen A en B van 4§ ,
Dan is: .. A

{

= (LA DR
BOL= 03B . '

Dus ABOL = A 0B = 0OLAB .

AB behoort dus ook totdl .

Met A behoort verder Anl tot ¥ .

Uit A O = OLA volgt immors: A A €0 A™% = A7l aa”t
| T

Volgens si. 6 is §/ dus ondergrocp van %‘L .

Is 8l de normalisator van een ondergroep *a%, van f? , dan is
7%, norraalaeler van {7 . "

Is A een element van ng, ; dan is, daar‘% ondergroep is,
Af? = H A =7,
A behcort dus tot 4, R
Dit geldt voor ieder element van %? y dus% < hiA .7@ is nmu
ondergroep van JL . |
Is B een element van 40 , dan is B?? = f?B‘

fi} ie dus normaaldeler van ¥ . '

Zoals reeds opgemerkt, kan men de complexen van een groep Cglin
klassen geconjugcerde complexen indelen. De klasse van een complex (I
in OJ/ is de verzameling van de complexen uit t’% , die met ot geconjugeerd
zijn, Onder de orde van de klasse verstaat men het aantal complexen,
waaruit deze bestaat., |

Stelling 21. Is (l een complex - van een groep , §l de normalisator

Bewijss

van 0 in C} en R de klasse vanff in % s dan is de index
van 4/ in % gelijk aan de orde wen K .

Z2ij & een complex uit Jé . Dan is &= B 0Bt . Is nu

-1 R S T | _
Coc T =A,denis B CMC - B=B &% B=0, dus
371¢ ot = 0t 3710, Dan behoort B AC dus tot Jf , C dus tot
BN . |
Behoort D tot B {{, dan is D = BA,.waarin A tot f§ behoart.
Dan is: '

amln-l

DDt =Ba0aT Bt =B a AT =B BT = 4

. <t . ,
‘Dus C0LC ~ = & dan en slechts dan, als C tot B behoort,

Er is zo een 1-1 correspondentie tussen de complexen van
R en de linker nevenklassen van 00 , waarbij een eomplexX ‘
c Gﬁc"lmet de mevenklasse C ¥l correspondeert: De index van

f in Of is dus gelijk aan de orée van A ..
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Nu komen de stellingen Van Lubelski.

Bij de volgence stelling maken we gebruik van P (n), de functie
van Euler, waarin n een natuurlijk getal voorstelt. Q {n) is het aantal
natuurlijke getallen £ n, die met n relatief priem zijn.

~

De getallentheorie leert ons,d alsn > 1

m Pl

i pj_

g =l

?

waarin Pyres Py de verschillende priemfactoren van n zijn.
W(1J= 1.

Stelling 22. (Tubeloki).

Onders’aics: Fet wmatuvuvrlijke getal M is deler van de

PURp )

orde N van ecr einiige groep (} . Het getal p is 1 of een
priemfactor van M. ﬁ, is het complex Van(g y bestaande
uit die elementen, wuarvan de orde deler van M en veel—-
voud van icdere op M deelbare macht van p is.

Gestclides D2 orde kwan @i is deelbaar do‘o:x:'fl--v'I .

Y
Bewijss We bewijzen de stelling door volledige inductie. Heefd
%-de orde 1, Gan de M= 1 en-p = 1, dus % = 1. Dan is
Kdus deelbaar 5oor % . :

We nemen nu aan, dat de s iel];ng geldt, als de orde van de groep
kleiner dan h is, en bewijzen de stelling dan voor de orde h.

-

1) We beschouwen eerst het geval p > 1.
Is a de exponent van de hoogste macht van p, die deler van M is,

dan bestaat ﬁ uit die elementen van %/ s, waarvan de orde deler van M
en veelvoud van pa is.

Islﬁ leeg, dan is ¥ == 0 en het gestelde juist. We nemen nu aan,
dat 1f2 niet leeg is. '
: . f&l 9é(J)
We verdelen het complex!ﬁ in complexen gi waarbij een “

bestaat uit de elementen van de orde u, die tot eenzelfde cyclische
ondergroep van de orde u behoren. '

Uit st. 13 volgt, dat een cyclische groep van de orde u gulst ,
Y (u) elementen van de orde u bevat. De orde van een ?ZJ' is dus ?(u). -

Een element van.é?van de orde-u behoort tot slechts één 3% b want
het behoort tot é2n cyclische ondergroep van de orde u, n.l, die,
welke het voortbrengt,

De mogelijke Waarden van u ziin doar p dee*baar. Is u deelbaar
door p %, dn is ¢ (v} deelbaar door pa"J,

-

&{ is dus verdecld in dlSjuncfe conpl exen, Waarvan de orde d881~
baar is door o 2=l De orde K van R is dan ook deelbaar dcor p |
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We zullen nu aantonen, dat K deelbaar is door _.8 ¢« 2ij A een element

a
van R. Zij m = -Mg . De orde van A is deler van M, dus AM = B, Dan is

a :
(Am)p = B, De orde van A" is dus deler van pa. Daar de orde van A een
veelvoud van pais, is
a-1
A™ % m,
De orde van A" is dus pa.
Daar paen m relatief priem zijn, zijn er volgens de getallentheorie
twee gehele rat. getallen x en y, zodat

pax+my=1..

We voeren nu in U = A™ en V. :fl.paX .

Dan is A = UV = VU,

Daar y en Pa relatief priem zijn en A™ de orde pa heeft, heeft volgens
st. 13 ook A™ de orde pa . De orde van U is dus pa.

a a
YR = (AP Xy o (aTP X _ (AM)x =% .

De orde van V is dus een deler van m.
Zo is ieder element uit 3? commutatief product van een element van
a .
de orde p en een element, waarvan de orde deler van m is,
Is gegeven A = UV = VU, waarbij U de orde pa hecft en de orde van
V een deler van m is, dan ise

U=0" = u™y™W = (ov)™W = AW

Taat U nu een willekeurig element van de orde pa zijn. U brengt de
cyclische groép Q}? voort, die wuit pa elementen bestaat., Zij J‘L de nor-
malisator van U :‘Lnl%}t . Daar de machten van U met U verwisselbaar zijn,
is%Q ondergroep van #{ . De elementen van J} zijn met U verwisselbaar,
dus ook met iedere macht van U. Ze zijn dus met ;Q verwisselbaar; @
is dus normaaldeler van n De orde van {l is deelbaar door die van-fp ’
dus door p>. Laat p® T de orde van fl zijn. Dan is T de orde van M/qg .
Daar p°T = h is, is T < h. | '

We kunnen onze stelling dus op m’/q: toepassen, Dit doen we nu met de
gig.de 8 van m en U voor M en 1 vcor p. Dan krijgen wet Het aantal ele-
menten van m/gp , waarvan de orde ccndeler van s is, is door s deelbaar.

Laat ﬁp R zo'n element zijn met orde e. Dan is (LpR)e =@ . (UR)®
behoort dus-to’c% , is dus cen mecht ven U. Daar R tot ¥ behoort, is
UR = RU, dus (UR)® = U®R® . Dus R® is ook een macht vah Ui Zij R® = Ug,
e is deler wvan s, dus van m pa en e zijn dus relatief priem, waaruit
volgt, dat er twee gehsle rat, getallen k en t zijn, zodat kpa-te = g

. Y .
Dan is R® = y¥P y~fte _ yte

4
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Nu is, daar U'R = RU®, (uPR)® = uPeR® = E
We schrijven nus UtR = Rl‘

Zij Q een willekeurig element van )‘I?R. De orde v van'Q is dan veel-
voud van e. Uit Q' = % volgt n.l. (PR)' = f 5 dear JRin %/P e
orde e heeft, is v dus veelvoud van e. v is deler van pa « Daar

g}? R)® = P is, behoort Q° tot %, wearuit volgt, dat Q° °=(Q®)P = F
Se

Daar Ry tot /R behoort en Ry = E is, heeft R, dus dé erde e,

De orde n van URl is, daar UR, tot ¥ R behoort, veelvoud van e.
Dear UR, = RyU is, is B=(UR,)" = y" R} = U" . Hieruit volgt, dat n
veelvoud van pa is. n is deler van p% e, dus a fortiori van pam =M
URI behoort dus tot R .

Ry is het enige element van/'D R, waarvan de orde een deler van m
is.

Neem een ander element. Hiervoor kan men schrijven U;}Rl,waarin
0< i<p . Dan iss

(Ule)m - Ujﬂm Ri‘ = U‘jm .

Dit is niet E, dagxr jm niet deelbaar is door pa. Iedere nevenklasse
van F in #¢ , waarvan de orde in ??/}? een deler is van s, bevat dus
juist &&n element, waarvan de orde een deler is van m.

Is R' een element van ?Z, waarvan de orde een deler van m is, dan
is (P RV)® = P . De orde van ¥ R' in ??/;’ is dus ook deler van m en,
daar ¢/ F de orde T heeft, ook deler van T , dus deler van s.

Teder element van 72, waarvan de orde een deler van m is, behoort
dus tot een nevenklasse van 2 s Wwaarvan de orde in ??/,? een deler van
s is.

Het aantal elementen van ﬁZ , waarvan de orde een deler van n is, is
dus gelijk aan het aantal elementen van W/?, waarvan de orde een deler
van s is. Dit aantal is deelbawr door s; noem het sb. In iedere neven-
klasse van ;9 in 7 , waarvan de orde in ??/} een deler van s is, heeft
het element, waarvan de orde deler van m is, de eigenschap, dat zijn
product met U tot Cf?f behoort. Deze eigenschap heeft dus ijeder element
van?z, waarvan de orde een deler van m is. L :

Dan is sb het aantal elementen van @u , die als commutatief produtib
van U met een element, waarvan de crde deler van m is, optreder.

Beschouw een element B. Brengt B de cyclische groep .ﬂynortg dan
brengt het met B geeonjugeerde element cBc™d, daar (Cﬁcﬁl)a = o3 Qﬁlf"
de met & geconjugesrde groep c 6t voort. £ en CHC*! zijn isomort,
hebben dus dezelfde orde. De elementen B en GBC“l hebben dus dezelfde
ordes . : ‘

Zij A een element uit dj , dat als commutatief product van U me
element V, waarvan de orde dﬁler van m is, optreedt. g 2

%
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Beschouw nu het met U geconjugeerde element CUC
evenals U, de orde pa.

Dan volgt uit A = UV = VU, dat CAC Y=(cuc~1)(cve )= (cve~tyeuc™).
cAC™L neeft dezelfde orde als A, behoort dus ook totdz/. cve™! heeft
dezelfde orde als V. CAC™™ is dus een element uit Of, dat commutatief
product van CUC"]' is met een element, waarvan de orde deler van m is.

Is A' een element uitéff‘j y dat commutatief product van cuc™t is met
een element, waarvan de orde deler van m is, dan is C—lA‘C een element
uit df s dat commutatief product van U is met een element, waarvan de
orde deler van m is.,

« CUC ~ heeft,

Er is zo een 1-1 correspondentie tussen de elementen uit Oif, die
als commutatief product van U met een element waarvan de orde delexr
van m is, optreden, en de elementen ui’tcﬁl, die als commutatief product
van CUC""]l met een element, waarvan de orde deler van m is, optreden,

Zo bepaalt ieder met U geconjugeerd element dus sb elementen van

y die als commutatief product van dit element met een element, waar-
van de orde deler van m is, te schrijven zijn.

We hebben gezien, dut een element ult ijsteeds als zo'n product
van slechts &&n element van de orde p® optreedt; dat is n.l. zijn my
macht.

Elementen van 471‘:, , die aan verschillende met U geconjugeerde elemen®
ten zijn toegevoegd, zijn dus verschillend. |

De orde van de klasse van U, d.w.z. het aantal met U geconjugeerde
elementen, is volgens st. 21 gelijk aan de index van;Z, dus ;—i: .

Het aantal elementen van ﬂ: dat commutatief product is van sen met
U geconjugeerd element en een element, waarvan de orde een deler van m
is, bedraagt dus -~ . sb. We zullen bewijzen, dat dit door m deelbaar
is. /"‘TT

h is declbaar door pam, stel n = p° mq.

8 is g.g.d. vanmen T . Zij m = m's, T=7T's,
a 7 7
Dan iss { ujbmzz:. mgzm:f'i: ?:—L;(é‘:’ml-f—({—;'
PT peT T T3 4
Dear m' en 7' relatief priem zijn en m'q door T ' deelbaar is, is q .
door T’deelbaar, dus _g: geheel.
'-§~— s8d= m' 2 28 = fm.f:g
pT T/ T’

Men kan mu (75 in disjuncte complexen verdelen, waarbij ieder complex

bestaat uit elementen, waarvan de nxye machten geconjugeerd zijn. Het

aantal elementen in elk van deze complexen is door m deelbaar, Dan is
ook K , " het aantal elementan van @’ door m deelbaar.
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K is -deelbaar door pe"'1 en door m; daar pa’l

a-1

N en m relatief priem
zijn, is K dus deelbaar door m p

= % . Hiermee is het bewijs voor
p>1 voltooid.

2). We beschouwen nu het geval p = 1.
Dan moet bewezen worden, dat het aantal elementen van Qg y WaArvan
nt

de orde eendeler van M is, door M deelbaar is. Noem dit al NM .

Is M = h, dan is de orde van alle elementen van yeen deler vin M an
is dus HM = My Dan is het gestelde juist.
Laat het gestelde juist zijn, als het aantal priemfactoren van %

kleiner is dan r. We tonen aan, dat het auist is, als dit aantal r ist
Zij * een van de priemfactoren van H . Dan is r-l1 het aantal priem-
factoren van M ° Dan is Nmr deelbanr door MT . Laat 7€ de hoogste
macht van &' in M7 2ijn. De delers wan M7, die geen delers van M zijn,
zijn de veelvouden van Tonder de delers van M7,
KMR‘ KM is dus het aantal elementen van gf , waarven de orde deler van
M 7 en veelvoud van 7 ¢ is, Volgens het onder 1) bewezene is dit asantal
door M deelbaar: Daar NM‘R ook door M deelbaar is, is dus KH door M deel=-
baar. Hiermee is de stelling bewezen.

Stelling 23, (Lubelskil)

Onderstelds Het nat. getal M = [ p J, waarin de p's verschillende
priemgetallen 3n, 1s een deler van de orde h van de eindige groep g
Het getal P = L ?35 . ,X; 20, is deler van M. A is net complex, dat
uit die elementen van ?bestaat, waarvan de orde deler van M en veel-
voud van P is.

Gestelde: De orde # van het complex 67[13 declbaar door
M

2 =%+1

G~ + |
A Py

Bewijst 1) Zij n, het aantal clementen vang, waarvan de orde deler van
t is, 'nt het aantal elementen, waarvan do orde veclvoud van t en deler
van M is.

Z2ij p priemdeler van M, pq ¢ hoogste macht van p, die decl-
baar is op M. Zij r een natuurlijk getal £ a.

De delers van M, die gecn veclivoud van pr zijn, zijn de do~-

lers van —5:%:5 .
P

Dust —
mye = Ry, % 7 -
B :
Volgens st. 22 is 7. _¢s__ door T"}T' declbanr, Ny door M, dus ook

=24 p
;b -
door —=07 - - .
C 3



Dan is ook 5{;deolbaar door ;E:;$T .
Onze stelling is hiermee bewezen voor g = 1.

2) We nemen nu asn, dat de stelling voor g < m geldt, en bewijzen de
stelling voor g = m + 1,

Dan is de stelling door volledlge inductiec bewezen. Nu is:
g Ay

- { +i
P = Py sesee Pooq

Zijr M i}
| Byl e Rl
pl a 8 " s pml

De delers van My zijn de delers van M, dic door gecn van de getallen

oy
Py 1 i=1,,..,ml, declbaar zijn.

Hieruit volgte
Ny, =Py = LT qu e L

p% /ﬁwz
- Een eclement, waarvan de orde een deler van M; dic door k getallen p
declbnar ig (k> 0), komt in het rechterlid mil. 1 - (1)+{ By s (-)E ()=
= (1*1) = 0 manl voon,

Zo blijven juist dic elemcrthen over, wanrvan de orde ecn deler van
M is, die door geen van de getallen n declbaar is.

Nu is nM declbaar door Mi, Ty dnor M, dus ook door M,. Uit de on-
derstelling, dat de stelling geldt voor g < m, volgt, dat verder alle
termen van het rechterlid, behalve de laatste, devlbaar zijn door My,

Dan moet ook de laatste term deelbany zijn door My. ’

Dus n v ik is deelbaar
[ ey
AR -l

door Ml Dit moest bewezen wordon,
Opmerkings Stelling 22 is cou altbruldiﬂg van de stelling ven
Frobenius, die alleen het geval p = 1 behandelt.



