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CODERINGSPROBLLMEN

Inleiding,

In het vervolg zullen wij elk der cijfers 0,1,...,9 coderen door
n vast aantal nullen en énen. Het is duidelijk dat dit vaste santal n
n minste 4 moet zijn, want met 3 of minder cijfers O en 1 zijn ten
ogste 8 verschillende groepcringen te maken, Wij schrijven kortweg

)., De getallen Xqyee. X, nOEmMEN wij de codrdinaten van het

Neemt men 0 = (0,0,0,0); 1 = (0,0,0,1); 2 = (0,0,1,0); 3 = (0,0,1,1):
.3 9 = (1,0,0,1), codevrt men ¢lk der getallen volgens de binaire
hrijfwijze, dan heeft men voor x = C,1,...,9

getallen (x1,...,xn) zijn dan eecnduidig door het getal x vastgelegd
omgekeerd, Wij zullen echter in het vervolg ook andere coderingen
schouwen dan degene, dic corresponderen met de binaire schrijfwijze
an het getal x.

Een getal in de decimalc schrijfwijze coderen wij door elk zijner
'jfers achtereenvolgens tc¢ coderen. Heeft zo'n getal m cijfers, dan be-
t het derhalve mn codrdinaten. Zelfs in het geval dat men voor n de
nimale keuze n = 4 doet, heecft zo'n getal“ﬁzer cobrdinaten, dan wanneer
yh het direct geheecl in dc¢ duale schrijfwijze codeert,

Als twee natuurlijkc getallen a en b gegeven zijn door hun codrdi-
ten, is hun som ook bekend, zodat de codrdinaten daarvan bepaald zijn
or die van de getallen a ¢n b zelf, Hetzelfde geldt voor hun product,
perken wij ons cerst tot het geval 0 £a£9, 0 2b £ 9 en onderstel-
nwij a = (a1,...,an); b = (b1""’bn)' De som van a en b is dan gege-
n door het aantal t zijner tientallen (dat O of 1 is) en het aantal s
r eenheden. Elke cobrdinaat zowel van s als van t is dan een functie

de 2n getallen a,,...,a bT""’kn' Wij schrijven

n’

szsv(a‘},...,an, bal,c-o’bn); t

=tv(a1,-oo,a b»],on.,b)

n’
(V= 1,0~~,n),

vV n

wel kortweg

s = s(a,b); t = t(a,b).
jn de functies s, ¢n t, alle Dbekend, dan is hiermede ook door her-
aldelijk toepassen van deze formules de som van getallen van mcer cij-



fers te vinden, Zo is b,v, voor de som efg van twee getallen ab en cd
van twee cijfers (waarbij a,...,g de cijfers der beschouwde getallen in
e decimale schrijfwijze aangeven)
= = s(t(e,c),t(5(b,d),8(:,e)))s £ = s(t(b,d)s(z,c)); & = s(b,d).
Op geheel analoge wijze kunnen producten van getallen in decimale schrijf-
wijze gevonden worden zodra men behalve de optclopcraties ook kent
de functies

p)) =p.v<a—]9~ﬂ-sbn) en qV =qy(a1s°“ybn)s
die ons van twee natuurlijkc onder de 10 gelegen getallen a en b oplever-
¢cn de codering der getallen p en g, die resp. aangeven het aantal een-
heden en tientallen van het product ab,

Het is duidelijk dat de functies Py 9y s S en t,, afhangen

van de wijze van codering der getallen O,1,...,9. leorens hierop nader
in te gaan bewijzen wi]j eerst de volgende fundamentele stelling:

‘ Iedere functise f(X1,°..,XN), die evenals elk der erin optredende
.2riabelen XiseeesXy slechts de waarden O en 1 aanneemt en die voor ie-
cere mogelijke keuze der grootheden Xqyeees Xy €CN voorgeschreven waar-
de aanneemt, is te schrijven in de gedaante
() T(xqpe e yxy) = Z CV Vg ey Ty Tty
in deze som loopt k van O tot N en bij zo'n k is ( Vyseees Vk) een
illekeurige combinatie van k der getallen (1,...,N) en het geval k = 0
is bedoeld de ene term c op te leveren,

Het bewijs wordt gegeven door te laten zien dat de cogéfficiénten
ﬂy in het rechterlid van (1) zo gekozen kunnen worden dat voor iedere
reuze van (Xq,.n.,xN) de functie f(x1,...,xN) inderdaad de vaorgeschre-

~ven waarde aanneemt, Het aantal onbekende coéfficiénten cy is gelijk aan
(g) + (?) + et (%) = ZN, terwijl het aantal opgelegde voorwaarden

even groot is,
Substitutie van (0,0,.,..,0) levert ons direct de waarde van c. 72ij

orts voor k = 0,1,...,n reeds elke ¢ gevonden, Elk der coeffi-

o-v

ciénten c is nu te vinden dOOTTX < X = 1 te nemen en de
v1anom1 V1 )/n+1

overige variabelen %, gelijk aan O te nemen, Men krijgt dan een verge-

1ijking, waarin c ophedt - godat uit deze betrekking de gewenste coBf-

Vges eV
Ticiént onmiddellijk gevonden wordt, Hiermede is de fundamentele stel-

ling bewezen,
Ormerkingen.
In het geval dat slechts voor minder dan de 2N mogelijke keuzen
der grootheden xq,...,xy de waarde der functie f(x1,...,xN) voorgeschre-
.1 1s, kan men voor de overige keuzen van (X1,...,XN) de waarde der
unctie willekeurig voorschrijven, zodat dan tenminste één stel codffi-
irnten ¢, te vinden is waarvoor (1) geldt,

»
Ook in het geval dat elk der grootheden Xqgeeey Xy de p waarden
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0,1,...,p=1 kan aannemen (waarbij p cen willckeurig priemgetal is) en
voor elk of voor cen aantal van dergelijke keuzen van (x1,...,xN) de
functie f(xj,...,xN) cen voorgeschreven waarde aanneemt, die gelijk is
aan 1 der getallen O0,7,...,p-1, bestaat er ee¢n analoge schrijfwijze

a; a, ay

£(xq 5000, 2y) =an1a2,..aNX1 Lo e Xy

waarin elk der grootheden 8158050y gelijk is aan 0,71,... of p-1.
De coéfficiénten Cy worden ook in dit geval bepaald door lineaire ver-
gclijkingen, waarvan de coéfficiéntendeterminant gelijk blijkt te zijn
N-1

s hierin is (p=1)!! = 112',,,(p=1)! en de betreffen-
0(mod p).
De fundamentele stelling voor functies is direct uit te breiden

N
aan ((p-1)!1)
de coéfficiéntendeterminant is dus

-

op stellen functies. Zij luidt dan: Ieder stel van m functies

T (®yyeeusXg) s, T (X000, Xy), die everds de grootheden xq,...,Xy
slechts de waarden C en 1 aanncmen en voor iledere of sommige van alle
mogelijke keuzen der grootheden (X1,..&,XN) voorgeschreven waarden
(O of 1) aannemen, is van de gedaante

Y Vi

(Xqyeeosxy) = ZZ!C}Lv1, > ST X (M= 1,...,m),

f/\/t b.vk
waarbij het somteken weer cen analoge betekenis heeft als in (1),

In het geval dat m = N is, leveren de functies ons uit een stel
van N grootheden (x1,..~,xN) cen nieuw stel van N grootheden (y1,...,yN)a
Wij schrijven dit in operatorvorm y= Fx.

Op de bovenbeschouwde functies Py 5 4y 5 Sy en ty is het zojuist
gevondene van toepassing, lMen heeft daarvij N = 2n; m = n.

Wij beschouwen thans de functies p, en s, cens nader. Op grond
van het gevondene is elke functies Py bepaald door de keuze der code-
ring van elk der cijfers O0,1,...,9. Dat is in het bijzonder het geval
met de functies s, (a1,..,,an,b1,...,bn) of kortweg S(a,b) in het geval
b = 1 is. Deze formules geven ons de codering van a+1 ult die van
‘(mod 10). Geven wij ze aan met S, dan hebben wij dus a+l = S,a = S(a,1)s
a+b = S?a = S(a,b), waarvoor wij ook wel zullen schrijven Sya. Wij mer-
ken op dat de operatoren Sb een groep vormen, Men heeft nl, SbSC = Sd’
waarbij 4@ = b+c(mod 10) en 0 € 4 S 9. De groep dezer operatoren is iso-
morph met de additieve groep der restklassen Ko,...,K9 mod 10. Evenzo
heeft men voor de verzameling der operatoren Pb’ waarbi]j onder c = Pba
wordt verstaan ¢, = D, (a1""’an’b1""’bn) voor vy=1,...,n, dat
Pqu = PW dan en slechts dan als Kqu = K;. De verzameling der opera-
“oren Pb vormt dus evenmin als die der-restklassen Kb cen multiplica-

vieve groep.



2 2. Keuze der codering.

Door de codering der getallen 0,1,.,..,9 te geven zijn de operatoren
Sb en Pb zoals wij al opmerkten alle -bepaald, Dit is ook het geval als =
men geeft de codering van een der getallen 0,1,...,9 en ook de operator
31(of 83,87 of 89), waarbij echter d$ooperator S, de orde 10 (en geen

"ngere orde) moet bezitten, d.w.z. S1 = 3, en ng# SO voor g = 1,.,..,9.

Wij merken nog op dat de orde der operatoren 83,87 en 89 ook 10 is,

dat die van elk der operatoren 82,84,86 en 88 gelijk is aan 5 en de orde
an 85 gelijk is aan 2,

De operatoren P3,P7 en P9 bezitten de orde 4, terwijl bij de opera-
toren Po’PZ’P4’P5’P6 en P8 feitelijk van geen orde sprake is,

In de praktijk is het nuttig een codering zo te kiezen dat de oper-
atoren Sb en Pb alle zo eenvoudig mogelijk worden. Een bijzonder eenvou-
dige keuze van ecn operator Sb zou die zijn waarbij deze slechts de co-
p'irdinaten permutcert, Allercerst houdt dat in dat bij elk der cijfers

0,1,...,9 een gelijk aantal van d¢ coBrdinaten gelijk is aan 0, Zij dit
cantal h, dan moet dus (ip 2’10 zijn, dus n> 5. Wij kunnen echter meer
~aggen, omdat die operator S1 de orde 10 hebben moet. Is S1 slechts een
.ermutatie der n codrdinaten, dan bezit S1 cen orde die gelijk is aan
et K,G.V, der getallen LR RS ) waarbij n,+ Ny + ... + 1y =N,

Bijgevolg is pas bij n = 7 een opteloperator mogelijk, die de co-

“Ginaten der gecodeerde getallen permuteert, Wij zoeken thans echter
.2ar weliswaar minder ecnvoudige operatoren, waarbilj evenwel het aantal
‘er vereiste cobrdinaten kleciner kan zijn.

Nog op betrekkelijk eenvoudige wijze te realiseren zijn de groot-
h=den X4X, en (x{xé)'. Hierin wordt onder xi verstaan 1-xi. Deze zijn
door dioden te verwezenlijken terwijl de grootheden xixé...xﬁ,

rﬁx%xé...xi)‘ en (x1x2)‘ .en ingewikkelder apparatuur ’/ vereisen (resp.
*riode, cathode-volger en pentode), waarbij k willekeurig is.

Wij hebben dus thans na te gaan of er optel- en vermenigvuldigoper-
otoren zijn te vinden in de gevallen dat men uitsluitend dioden toelaat
¢f dat men ook nog de ingewikkelder apparatuur nodig heeft. Bijn Z 7
hehoeft, zoals wij zagen voor additie van 1 zelfs geen diode gebruikt te
worden., Bij n = 7 kan men de algemene additieoperatoren inderdaad door

‘ioden verwezenlijken., Neemt men nl,

0= (0,0,0,0,1,0,1)
1 = 1,0,0,0,0,T,Gg
2 = (0,1,0,0,0,0,1

3 = 0,0,170,091903
4 = (0,0,0,1,0,0,1

> = 09030303191,0)
6 = 1,0,0,0,0,0,1)
7= 071709070’1103
8 = (0,0,1,0,0,0,1

9 = (0,0,0,1,0,1,0)

') Verg. de vorigevoordracht in deze serie: Logische synthese van reken-
circuits, door B.J. Loopstra, Rapport ZW 1952-010.



dan is S1 de operator
f1(x) = Xg, f2(x) = Xy, f3(x) = X,, f4(x) = x3, fS(X) = Xy,
f6(X) = Ko, f7(x) = Xg.

Men vindt dan voor s > algemene optelformules

Il
o]
+
i)
o
(0]

S, = X1y5 Xy, t X3y3 + X4V + X5¥4

Sp = Xq¥q XV + Xy¥y + X, V3 + X5¥o

Sy = X4¥o + Xp¥q X3¥5 + XYy + x5y3

Sy = %5 + Xp¥, * X3V + X4 V5 + X5V,

S5 = Xq¥, t Xp¥y X35 R AT X5¥5

Sg = Xgyq * Xq3¢
S7 = XY T X937

en op grond van de grondstelling voor operatoren zijn ook de formules
voor t(x,y), p(x,y) en a(x,y) gemakkelijk te vinden.
> De hier optredere formules (en ook die voor de 3 genoemde overige
operatoren) hebben de eigenschap, dat er slechts één term in.optreedt,
die van nul verschilt, Terwijl in het algemeen voor het vinden van de
som X+ x.(mod 2) uit Xy en Xy trioden vereist zijn, is dit bij een som
met ¢~ze bljzonder eigenschap niet zo en kan men daarbi] met Jioden toe.
Bij onze codering waarbi] weliswaar de operaties eenvoudig verlo-

pen, maar het aantal variabelen@yrij groot is, bestaat tussen de codrdi-
naten der getallen de relatic '9'x = Xgt Xq = 0, zodat Xg en X, over-
tallige codrdinaten zijn. Wij %unnen dus ook werken met een codering
waarbij n = 5 1s en waarin men heeft
= (0,0,0,0,0)
= (1,0,0,0,1)
= (0,1,0,0,0)
= (0,0,1,0,1)
(0,0,0,1,0)
= (0,0,0,0,1)
= (1,0,0,0,0)
= (0,1,0,0,1)

)

)

QD3 01~ W NN =2 O
i

= (0,0,1,0,1
9 = (0,0,0,1,1

Het nadeel hierbij is dat men bij de somformules hierboven ook reeds b.v,
hij S1 de beschikking moest hebben over de grootheden x5 en y5, maar
deze moeten nu gevonden worden uit 1 - Xq= Xp= Xy= X, Tesp. 1 - J1= Vo
= V3= Vo hetgecn meer dan alleen dioden vereist,

Inderdaad vindt men in het nieuwe systeem waarvan wij de codrdina-
ten van het getal x in verband met het vorige aangeven met (x1,x2,x3;gyx@
voor de som s = x+y dat

sg = x6(1-y6) + (1~X6)y6 = Xg + Vg

'odat trioden enz. onontbeerlijk zijn.



Tenslotte onderzoeken wij het geval n=4 nader en laten zien dat
het gebruik van uitsluitend dioden bij de optelling bepaalde coderingen
uitsluit., Beschouw de operator 51y die aan ieder cijfer zijn opvolger
toevoegt,d.w.z, onderzoek de formules

¥y, = sh(x1,x2,x3,x4) (h = 1,2,3,4),

waarbij y = x+1 is, Elke formule sh(x1, ?,XB, ) is volgens onze grond-

stelling een polynoom, dat opgebouwd is uit /én of meer der termen X4
Xixa’ xli K Xq%o 3 4. laten wij slechts de productoperatoren xixj toe,
dan mag zo'n som slechts dan uit meer termen bestaan als die niet tege-
lijkertijd gelijk zijn aan 1, d.w.2z., als hun product nul is. Daar met
dioden ook nog de operator xjoxj = (xixé)' te verwezenlijken is, mag
onze som ook hiemit op te bouwen termen bevatten mits alweer niet tege-
lijkertijd twee der termen gelijk zijn aan 1., Zoekt men alle producten
van' 4 codrdinaten a,b,c en d uit, die te verwezenlijken zijn met dioden.

&» den vindt men onderstaande mogelijkheden of degene, die er uit door
perautatie der grootheden XqsXpyXgy €1 Xy te vinden zijn. Men lette er
hic-bij op dat voor gedurige producten waarin zowel de elementaire als
de ot cen nulletje aangegeven vermenigvuldiging de assoclatieve wet
ni-u geldt, In de producten is de volgorde der bewerkingen de natuur-
lijke aangegeven door de volgorde der factoren. Men berekene eerst het
product der cerste twee factoren, vermenigvuldige dit met de derde ensz.,

slechds
terwijl haakguo hierin wijziging brengcn.

1
X4 X%,
Xq0 Xy = XyXp+Xq+E,
N
n XyXpn Xy = XqXpXgX Xp+Xy
XqoXpXy = Xq XXX X HHpXy
X0 Xyt Xy = XqEpXghXyXp+XyXq+Xq +2, 4,
XqXpXyX,
X oKXy = XqXpXaX, +XqNpKotdy
X Ko XX, = XyXpXqX,+XqHo¥X, +X %,
XqXpe Ko Xy = Xy XpHyX, #XqXpXa+H XX, +3q Xp XX, +234X,
X0 XpXqX, = Xy XpXqX, +XyX3X, FX Xy 4
I e R R 3‘1"‘?"4*" 34T ERX Y T Ty TERR TR XY
Xqo Koo X30K, = Xy XpX3X,+ 2 XqX oXyt + > X Xy Ko+ Zé)g
X X X3X4) = XqXpXaX, Xy Ko+XyX,
x1x2u(x3ox4) = XXpEyX, +Xq XX+ XpX, 3 Ap+ XX +X 34X,

Xﬁ°X2(X3°X4) = X XXX 4+2E:x1x2x3+x1x3+x1x4+x2x3+x2x4.

In geval bij deze producten twec of mcer der factoren samenvallen,
leveren zij geen uitdrukking op van ecn andere structuur dan de reeds
opgesomde.

Elke foruvule sm(xﬁ,xq,x Xy Y (h o= 1,2,3 4) deel vitnakende van @&

i %

° = *X X, +XX,+X X
Xi'?-{E X3X¢ X1X2 3X4+X X X +X1X x +X X 4 4

34T F*a Ty 274



operator S1 bestaat dan uit de som van ecn of mecr van de opgesomde ter-
men of van de daaruit door permutatic der grootheden X1,X2,X3,X4 ver—
kregen termen,

Het is duidelijk dat geen der getallen 0,1,...,9 een codering
(0,0,0,0) kan bezitten want wegens Q0 = O en 0¢0 = O zou dan elk pro-
duct ook O zijn en de operator 31, die uit deze producten is opgebouwd,
zou aan het getal (0,0,0,0) weer dit getal toevoegen in strijd met de
betekenis van S1. Omdat 1.1 = 1 en 11 = 1 is zou evenzo de operator S1
aan het getal (1,1,1,1) weer het getal (1,1,1,1) toevoegen, wat evenmin
mogelijk is, zodat ook gesn der getallen de codering (1,1,1,1) mag be-
zitten., In de codering van elk getal treden dus zowel cijfers O als
cijfers 1 op. ‘

Welke mogelijkheden nu open blijven dient nader te worden onder-
zocht, Om tenslottc ¢un denkbeecld te geven hoe men dit onderzoek kan
doen verlopen, beschouwen wij de oodering,Awaarbij 4 getallen gecodecrd
worden met 3 codrdinaten O en 1 codrdinaat 0, terwijl de overige 6 ge-—
tallen alle met 2 cijfers O en 2 cijfers 1 worden gecodeerd, Wij leggen
daarbij aan de structuur der formules S.I een verder gaande beperking
op door te eisen dat alle erin optredende producten slechts uit twee
factoren bestaan. Deze beperking komt voort uit practische overwegingen.
Bij producten van meer dan 2 factoren is nl, cen extra apparatuur nodig
om de stromen waardoor de codrdinaten worden gercpresenteerd te ver-
sterken, Bij een product van twee factoren is dit nog niet nodig.

In dit speciale geval treden slechts als bouwstenen der formules
van S1 op de 3 producten X Xin en Xiqu. Letten wig nog op de eis dat
geen sh(x1,x2,x3,x4) mag bestaan uit twee termen, die voor een optreden
de keuze van (X1,X2,X3,X4) beide gelijk zijn aan 1, dan is voor elke Sy,
slechts het volgende zevental formules mogelijk

X § X +X X, §X. +X LXK, X, X § X, +X X, +X, Xa+X.K.§ <. X.X.3X.9oX.3X.aX_ .+ .
IR TR TR Tk kL al i’ n *i%;i%y j’iT ] x*1

Hierin 2zijn de getallen i,j,k en 1 twee aa@® twee verschillend en :Zjn
wordt uitgestrekt over n verschillende termen van de gedaante xixj; ui-
teraard is daarbij 1 £ n<< 6. Men kan nu aantoncn dat de bovengenoemde
codering dan onmogelijk is, Immers bij 4 der 10 getallen is Xy = 1. Wij
gaan dus na of inderdaad ook bij b.v, de formule s1(x1,x2,x3,x4) =

= X;+X %, VOOr precies 4 der getallen (X1,X2,X3,X4) de waarde van s, ge-
lijk is aan 1. Nu is s.= 1 als xXy= 1 en X 5%y~ 0. Uit x;= 1 volgt automa-
tisch xjxkz O, dus reeds in de vier gevallen dat X, = 1 1is, is s4= T
Als echter X4= 0 is, is Sq= 1 in het enige geval dat Xj: X = 1,‘zodat nu
5 getallen x de cigenschap zouden hebben dat hun opvolger ecen 1% cobr-
dinaat 1 bezit, wat echter niet het geval is, Op analogc wijze sluit men
het optfeden van de andere mogelijkheden voor S1 uit, afgezien van

§4= X;, mear dit leidt tot het reeds ecerder besproken geval van permu-—
tatie, dat evencens niet kan optrcden,.



