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1. Evenals men elementaire onderwerpen van hoger standpunt uit kan be­

schouwen, kan men minder elementaire onderwerpen vaak van een elemen­

tair standpunt uit benaderen. Het is merkwaardig hoe soms heel belang­

rijke en ook wel moeilijke stellingen en theorieen kunnen voortvloeien 

uit betrekkelijk simpele overwegingen. Een zeer duidelijk voorbeeld van 

zulk een op eenvoudige waarheden gebaseerde theorie is wel de Meetkunde 

der Getallen. Natuurlijk is het ook in de Meetkunde der Getallen niet 

bij eenvoudige waarheden gebleven, maar daar willen wij het niet over 

hebben. 

2. De probleemstelling was aanvankelijk van arithmetisch karakter: 

Gevraagd oplossingen te vinden van een ongelijkheid 

f (x1 , ... , x ) < 1 
n -

in gehele waarden van de onbekenden x1 , ... ,xn. 

Het is duidelijk dat deze probleemstelling een geometrische inter­

pretatie toelaat. Beschouw namelijk een n-dimensionale ruimte van pun­

ten (x1 , ... ,xn). De ongelijkheid bepaalt in die ruimte een zekere punt­

verzameling Ken de vraag is, of Kook punten bevat met !outer gehele 

coordinaten. 

Men kan de probleemstelling ook eerst generaliseren door voor 

x1 , ... ,xn lineaire vormen te substitueren 
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a 
nn 

( \I =1, •.• , n) 

= b. i o, 

en dan te vragen naar oplossingen in gebele u1 , ••. ,un. 

Meetkundig komt dit erop neer dat men de verzameling Kaan een 

affiene transformatie onderwerpt alvorens de vraag te stellen of er 

punten met !outer gebele co~rdinaten in voorkomen. Men kan het ook 

anders uitleggen, namelijk, dat K onveranderd gelaten wordt, maar 

dat bet "rooster" van punten met gehele coordinaten eerst aan een 

affiene transformatie wordt onderworpen. 

Er zijn dan nog twee varianten van bet probleem: 

a) Het homogene probleem, waarbij men zich beperkt tot het geval dat 

a1=a2= ... =an=O. In bet algemeen bescbouwt men in dit geval verza­

melingen K die de oorsprong als inwendig punt bevatten en zondert 

men de oplossing u1= ••• =un=O (dat is dus de oorsprong) als tri­

viale oplossing uit. 

b) Het inbomogene probleem, waarbij bovengenoemde beperking niet geldt. 

Men ziet onmiddellijk dat de punten (x1 , ••. ,xn) die corresponderen 

met punten (u1 , •.. ,un) met gehele u1 , •.. ,un verder uit elkaar komen 

te liggen naarmate lal groter is. Men kan nu vragen of er een ge­

tal C > 0 bestaat, zodanig, dat er al tijd een niet-tri vi ale oplos­

sing van bet probleem is als lal<C;en,zo ja, wat is dan de grootst 

mogelijke waarde van C? 

3. We beperken ons tot het homogene probleem. 

Zij X de verzameling van alle punten x = (x1 , •.. ,xn) met reijle 

x1 , ... ,xn en zij Ude verzameling van alle punten u = (u1 , ... ,un) met 

gebele u1 , ... ,un. 

Zij A de aanduiding van een n x n-matrix met determinantwaarde 

det A #iO. Met A duiden we tevens aan de verzameling 
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{xix= A.u, ue:U}, 

welke verzameling we een (homogeen) rooster noemen. 

We besehouwen de ongelijkheid 

of I xi ~ 1. 

De door deze ongelijkheid bepaalde puntverzameling is de n-dimensionale 

eenheidsbol om de oorsprong Oen zal door ons worden aangeduid met K. 

We bespreken enige methoden om in <lit geval tot het door ons ge­

wenste resultaat te komen, namelijk, de bepaling van een getal C, zo­

danig, dat ieder rooster A met d(A) = lctet A I< C, behalve O, nog min­

stens een punt met K gemeen heeft. 

4. We maken gebruik van de volgende l) 

Stelling l (Bliehfeldt): Zij A een rooster en Keen begrensde puntver­

zameling met volume V >d(A) = lctet A I. Het is dan mogelijk door een 

evenwijdige versehuiving de verzameling Kin zodanige stand te brengen 

dat zij twee punten van A bevat. 

Het bewijs van deze stelling (van Birkhoff) is een eerste voor­

beeld van de toepassing van simpele overwegingen ter verkrijging van 

een belangrijk resultaat: 

Het rooster verdeelt de ruimte in eongruente "roostereellen". De 

in versehillende eellen gelegen gedeelten van K vervangt men door eon­

gruente stukken van een roostereel. Het volume van die eel is d(A) en 

het volume van de in die eel ondergebrachte delen van K is V >d(A). Er 

zullen dus zeker twee punten van K op elkaar vallen, d.w.z., er zijn 

twee punten van K die een eongruente ligging in versehillende eellen 

hebben. Hieruit volgt onmiddellijk het gestelde. 

Zij het volume van de n-dimensionale eenheidsbol K gelijk aan V. 
1 - n 

We nemen dan een rooster A met d(A) < - V. Als K nu een n-dimensio-
2n !!. 

nale bol met straal ½ voorstelt, dan kan K volgens stelling 1 zo ver-

sehoven warden dater twee punten van A in vallen. Maar dat betekent 

dater twee punten x' en x" van A zijn waarvoor geldt lx'-x" I~ 1 en 

1) De formulering van de stellingen is niet die van de aangeduide 
auteurs, maar is aangepast aan onze behoeften. 
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derhalve een punt x=x'-x" van A ongelijk aan O in K. Het door ons ge­
l zochte getal C kunnen we dus gelijk kiezen aan V. 
2n n 

5. Op overeenkomstige wijze als stelling 1 kan men aantonen 

Stelling 2 (Blichfeldt): Zij A een rooster, keen natuurlijk getal en 

K een begrensde puntverzameling met volume V> k.d(A). Het is dan mo­

gelijk door een evenwijdige verschuiving de verzameling Kin zodanige 

stand te brengen dat zij k+l punten van A bevat. 

Zij K thans een n-dimensionale bol met straal 

en dus met volume 

v { 2(k~1) Y12 
.vn · 

1 
We nemen een rooster A met d(A) <kV. Volgens stalling 2 kunnen we K 

dan zo verschuiven dater k+l punten van A in liggen, bijv. de punten 
1 k+l 

X 1 ••• 1 X 

We maken gebruik van een eenvoudige betrekking die tussen elk wil­

lekeurig stel verschillende punten (vectoren) geldt en in het bijzonder 
1 k+l 

voor x , ... ,x en een willekeurig daaraan toe te voegen punt x: 

k 

1 
A=l 

k+l 

I 
µ=A+l 

A 2 k+l A 2 { k+l } 2 
(x -xµ) f (k+l) • l (x -x) - l (-l- -x) 

). =1 A=l 

(I) 

Hieruit volgt, als we voor x het (verplaatste) middelpunt van K nemen, 

k+l 

I 
µ=)..+1 

Dus geldt voor zekere ).. en µ (). ~ µ) 

).. µ 2 
(x -x ) < - 2(k+l) 

k 
2 

r = 1. 

En dit betekent dat Keen punt van A ongelijk aan O bevat en dat we de 

waarde van C dus kunnen verhogen tot 
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1 ( k ) n/2 
k 2(k+l) .vn · 

Voor oneven n blijkt deze uitdrukking zo groot mogelijk te zijn als 
n+l n+2 

k = 2 en voor even n als k = 2 

6. De stellingen 1 en 2 kunnen verder gegeneraliseerd worden tot 

Stelling 3 (Blichfeldt): Zij A een rooster. Zijn a1 , •.. ,ak willekeurig 

gekozen positieve getallen en K1 , •.. ,Kk begrensde puntverzamelingen 

met volumen, respectievelijk, v1 , ... ,Vk, dan kan men dit complex van 

puntverzamelingen door een evenwijdige verschuiving in zodanige stand 

brengen dat 

als N1 , •.. ,Nk de aantallen punten van A voorstellen, die na de ver­

schuiving respectievelijk in K1 , ... ,Kk terecht komen. 

We zullen deze stelling niet toepassen, maar eerst een andere 

interpretatie van de genoemde stellingen geven. 

7. Als A een rooster is en Keen begrensde puntverzameling, dan defi­

nieren we een dichtheidsfunctie a op X aldus: 

Zij p de karakteristieke functie van K, d.w.z. p(x) = 1 als xe:K 

en p(x) = O als x ~ K . Voor alle x e: X defini~ren we nu 

a(x) = I p (x-y). 
ye: A 

De gemiddelde dichtheid (gemiddeld over de gehele ruimte X) is nu ge­

lijk aan het quotient van het volume V van Ken het volume d(A) van 

elke roostercel. 

Stelling 1 kan thans aldus geformuleerd worden: 

Als de gemiddelde dichtheid grater is dan 1, dan is er minstens 

een punt met dichtheid grater dan 1. 

Vervangen we in deze formulering het getal 1 door k, dan staat er 

stelling 2. Maar ook stelling 3 laat dezelfde formulering toe, indien 

men de dichtheid a definieert door 
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a(x) = l (a1 p 1 (x-y) + •.. + akpk(x-y)), 
y £ A 

waarbij PA de karakteristieke functie van KA voorstelt (A=l, ... ,k). 

8. Een nog verdere generalisatie van de stellingen van Blichfeldt is 

mogelijk: 

Stelling 4.(Remak): Zij p(x) integreerbaar over de gehele ruimte X 

doch slechts in eenbegrensd gebied ongelijk aan O. Zij A een rooster. 

Er is dan een punt x e; X, zodanig, dat 

00 00 

d(A). x~Ap(x-'i)~ J ,-••J p(x)ctx1 ... dxn. 

Definieren we a door 

-00 -cc 

cl(x) = l p(x-y), 
ye; A 

dan kunnen we ook de inhoud van deze stelling weergeven met de uit­

spraak: Er is minstens een punt waarin de dichtheid niet kleiner is 

dan de gemiddelde dichtheid. 

We definieren 

p(x) 
2 

= max(o,½-lxl ) 

en, bij gegeven rooster A, 

a <x> = I p <x-y > • 
y e: A 

(II) 

We nemen aan dat, behalve O, geen punt van A in de n-dimensionale 

eenheidsbol K om O ligt. We beweren dan dat a (x)< ½ voor alle x e: X . ... 
. 1 k+l 

Ind1en x , .•• ,x de punten van A zijn wier afstand tot x klei-
1 

ner is dan , dan is 
ll 

k+l 
A k+l 

k+l 
A 2 a (x) = I p(x -x) = I (x -x) . 

A::::l 
2 

A=l 

Dus, op grond van (I) en onze aanname omtrent A, 

~ k+l k 
a(x) - - = ½ . 2 2 
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Hieruit volgt dat ook de gemiddelde dichtheid kleiner moet zijn 

dan ½, d.w.z. 

of 

d(A) > 2V .... n 
0 

1 
d(A) 

1 
72 
I 

-CD - n 

.1 2 n 2 ("2-r ) dr = -­n+2 
1 V 

2n/2 • n 

We kunnen het getal C dus verder verhogen tot 

2 1 
n+2 · 2n/2 

V 
n 

9. Indien wij uitgaan van een rooster A, dat behalve de oorsprong 0 

geen punten met de bol K gemeen heeft, dan is de afstand tussen twee 

verschillende punten van A minstens 1. Ieder roosterpunt geeft een 

bijdrage tot de waarde van de dichtheidsfunctie a, zoals die gede­

finieerd is in (II), doch slechts in punten die minder dan ~ van dat 

roosterpunt verwijderd zijn. Om ieder roosterpunt kan men dus een bol 
1 aanbrengen met straal 1 - {2, waarbinnen alleen dat roosterpunt een 

bijdrage levert tot de waarde van a. Dat betekent dat wij binnen die 

bollen de waarde van a zonder bezwaar tot ½ kunnen verhogen, aangezien 

dan de uitspraak, dat a(x) < ½ voor alle xi.: X, haar geldigheid behoudt. -
Hieruit volgt 

d(A)~ 2Vn [ t 1,drn -
1 

12 
f 
1 

1- h 

2 n] r dr = 

= 2 1 • V • (1+ E, ( '2-l)n+2). 
n+2 · 2n/2 n 2 

Dit resultaat kan nog verder warden verscherpt door een nauwkeuri­

ger toepassing van de betrekking (I). Op die wijze kan men namelijk 

aantonen dat de ongelijkheid a(x) < ½ ook nog blijft gelden voor alle -
x i.:X, indien men I') (x) aldus definieert: 

p (x) 

P (x) 

P (x) 

2 =max(O,½-jxj) als jxjl ½, 
2 1 

= (1-j xi ) a~s ½ ~I xj~ 1- ./2 
= ½ als 1 - /2 !Ix! . 
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Deze verscherping heeft Blichfeldt zelf bewezen. Een nog verdere ver­

scherping met behulp van een verfijning van Blichfeldt's methode is 

gegeven door Rankin. 

10. Van der Corput en Schaake hebben in plaats van de hier door ons 

beschouwde ongelijkheid onderzocht de ongelijkheid 

(III) 

Duiden we het linkerlid van deze ongelijkheid aan met F(x), dan kunnen 

we de volgende ongelijkheid opstellen, die, naar Van der Corput en 

Schaake hebben aangetoond, geldt voor elk willekeurig stel van k+l 
l k+l 

vectoren x , •.• ,x en een willekeurig daaraan toe te voegen vector 

X (alle behorend tot X): 

k k+l 
F(x A_x µ) g < (k+l) • 

k+l 
F(x A-x) g. 1 1 1 (IV) -)Fl iF .X+l A=l 

Met behulp van deze ongelijkheid kunnen we gemakkeli jk aantonen, dat 

voor ieder rooster A met de eigenschap dat F(x'-x") ! 1 voor elk 

tweetal roosterpunten x' en x", indien de dichtheidsfunctie a wordt 

gedefinieerd door (II) met p(x) = max(0,21 -g-F(x)g), geldt 

o (x) < 21 -g voor alle x £ X. -
Dit leidt tot de volgende waarde van C (natuurlijk met betrekking tot 

de nieuwe ongelijkheid): 

J_. 
n+g 

1 

.~ (g-1) 
'2g 

V (g) 
n ' 

als V (g) het volume is van het gebied bepaald door de ongelijkheid 
n 

(II I). 

Dit resultaat kan 

J_ 1 
n+g 

onmiddellijk verbeterd worden tot 
1 

vn (g). ( 1 + !</- •-1)n+g), 

door op dezelfde wijze als in het geval g=2 overal waar de dichtheids­

functie slechts van een roosterpunt een positieve bijdrage ontvangt de 
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1-g waarde van de dichtheidsfunctie te verhogen tot 2 . 

11. De boven beschreven resultaten steunen telkens op twee waarheden: 

In de eerste plaats op de stellingen van Blichfeldt en Remak, die wij 

hebben samengevat in de uitspraak dater altijd een punt is waarin de 

dichtheid minstens even groot is als de gemiddelde dichtheid. En in 

de tweede plaats op een betrekking van het type van die gegeven in (I), 

of eventueel een ongelijkheid als die gegeven in (IV). 

Welnu, C.A. Rogers heeft in principe dezelfde methode toegepast 

op een ander probleem, namelijk dat van de ongelijkheid 

(V) 

waarin x1 , ... ,xn de coordinaten van bet punt x voorstellen. Hij heeft 

daartoe deze ongelijkheid in verband gebracht met een andere, 

(VI) 

die weer een begrensde puntverzameling bepaalt. Stel 

Zij V(H) het volume van de puntverzameling bepaald door (VI). En zij A 

een rooster dat, behalve O, geen punten gemeen heeft met de verzame­

ling bepaald door (V) (er zijn zulke roosters). Rogers heeft dan in 
1 k+l 

eerste instantie aangetoond dat voor elk stel punten x , ..• ,x van 

A en elk punt x e: X geldt 

k+l 
l H(x"-x)~ (k+½-log 2) .½nte. 

t.=1 

Hieruit volgt, als men definieert 

p(x) = ½n /e-H(x) als H(x) < ½n le en overigens p(x) = 0 

en, evenals tevoren, 

a(x) = I p(x-y), 
y e:A 
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dat voor alle x EX geldt 

c(x) ~ (½+log 2). ½n /e. 

Toepassing van de stellingen van Blichfeldt en Remak geeft dan 

d(A) > .... 
(½+log 2).(n+l)! 

Ook dit resultaat kan onmiddellijk verbeterd worden door vergroting 

van a(x) in de omgeving van de roosterpunten. Rogers heeft echter 

zijn eigen resultaat weer aanzienlijk verbeterd door een verbetering 

van zijn uitkomst betreffende het verband tussen de functies G(x) en 

H(x), d.w.z., tussen de ongelijkheden (V) en (VI). 
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