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1. Gelijkverdeling in compacte ruimten 

In 1916 introduceerde H. WEYL [11] het begrip "gelijkverdeling 

modulo 1" o Een rij reele getallen (x ) 00 
., heet gelijkverdeeld modulo 

n n= c 

1 als de resten modulo 1 van deze getallen, doWoZo de getallen 

( 1) {x } = x - [x ] n n n 

zo gelijkmatig verdeeld komen te liggen over het eenheidsinterval 

I= [o, ½ dat ieder deel¾nterval A= [a 9b] van I op den duur zijn 

evenredig deel ontvangt: 

(2) lim 
N-+co 

1 N 

N I 
n= 1 

lengte A= b-a. 

(Met xA is hier aangeduid de karakteristieke functie van de verzame­

ling A). 

In het aangehaalde artikel bewees H. WEYL Ooaa het volgende 

criterium: 

Stelling 1. Dan en slechts dan is de rij (xn):= 1 gelijkverdeeld modu­

lo 1 indien 
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(3) lim ; 
N-i><>:> 

N 

I 
n=1 

f({x }) = 
n 

1 

f 
0 

f(t)dt 

voor iedere op I continue reeelwaardige functie fo 

Dit criterium leent zich bijzonder goed voor het generaliseren 

van het begrip gelijkverdeling tot algemenere situatieso Zo defini­

eerde Bo ECKMANN [3] dit begrip voor rijen in compacte. groepen; ver-· 

volgens breidde Eo HLAWKA [7] het uit tot rijen in willekeurige com­

pacte Hausdorff-ruimten, voorzien van een genormeerde Borel-maat: 

Definitie 1: Zij X een compacte Hausdorff-ruimte enµ een genormeer­

de Borel-maat in X. Een rij (xn):= 1 in X heet µ-gelijkverdeeld in X 

indien 

(4) lim 1 
N-+<>o N 

N 

I 
n=1 

f(x ) = f fdµ 
n :X 

voor iedere continue reeelwaardige fu.nctie f of Xo 

Ingeval X een compacte groep is enµ de Haar-maat in X Zl.Jn de 

µ-gelijkverdeelde rijen in X juist de rijen die gelijkverdeeld zijn 

in de zin van Bo ECKMANN [3]. Neemt men i.h.bo voor X de additieve 

groep der reele getallen modulo 1 (te identificeren met het interval 

[o, 1) ), dan is de Haar-maat µ op X juist de Lebesgue-maat op [o 1 1 ~, 

zodat we het gelijkverdelingsbegrip van Ho WEYL terug vinden .• 

Men kan overigens met defini tie 1 aequi va1.ente .. defini ties geven 

die aansluiten bij ie oorspronkelijke definitie van H. WEYL; zie 

Go HELMBERG und Jo CIGLER [4]. 
E. HLA~ (7] bewees dater - althans in separabele ruimten -

altijd vele gelijkverdeelde rijen bestaan. 

Stelling 2. Zij X een separabele compacte Hausdorff-ruimte, en zij µ 

een genormeerde Borel-maat in X. Bijna iedere rij in Xisµ -gelijk­

verdeeld. 
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2o Goed gelijkverdeelde rijen 

Indien een rij (xn):=, µ-gelijkverdeeld is in een compacte Haus­

dorff_ruimte X, dan is ook de rij (x.. )~ 1 (keen vast natuurlijk 1t+n n= , , 
getal) µ-gelijkverdeeld, immers 

(5) 

(waar I l:rl I 

(6) 

Ii 
= max 

XE:X 

1 . 1 
1m-

N-+a> N 

N 
I r(x) 

n=1 n 

lf(x)I), en 

1 
N 

f(~+n) I 2k 
I < N • I ltl I - -N n= 1 

dus, voor continue f: 

= lim .l I f(xn) = J_,· fdµ. 
N-+oo N n= 1 JC 

N 
Iohoaa zal echter de snelheid 1 waarmee het gemiddelde -N1 l f(x. ) 

1 !t+n n= 
de integraal f_ fdµ benadert voor N-+a> • essentieel afhangen van k. 

,;x: 
Definitie 2. Zij X een compacte Hausdorffruimte, µ een genormeerde 

Borel-maat op Xa Een rij (xn):=, heet goed µ-gelijkverdeeld in X 

indien voor iedere continue reeelwaardige functie fop X 

(7) N r· i L f(~+n) + .: fdµ 
n=1 X 

voor N-+a> 

uniform in ko 

Moa.w. (x )~ 1 is goed µ-gelijkverdeeld indien er voor iedere 
n n= 

E>O en iedere continue fop X een N =N (e 1 f) bestaat, zodanig, dat 
0 0 

(8) I~ r f(~+n) - f· fdµl<E 
n=1 .X 

voor alle N > N en voor ieder natuurlijk getal. k. Ingeval X een 
- 0 

compacte groep is, enµ de Haar-maat op X, gebruiken we de uitdruk-

king "geed gelijkverdeelde rij" in plaats van "geed µ-gelijkverdeel­

de rij". 

Het begrip "goed gelijkverdeelde rij" is ingevoerd door E. 

HLAWKA [6) onder de naam "gleichma.ssig gleichverteilte Folge"i on­

afhankelijk van he~ werd het voor het geval der reele getallen 

modulo 1 geintroduceerd door G.M. PETERSEN [9] ender de benaming 
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"well distributed sequence" 

Voorbeelden van goed gelijkverdeelde rijen, in het klassieke 

seval van de reele getallen modulo 1, zijn de rijen (ne):=,• e 
irrationaalo Andere voorbeelden en een studie van de eigenschappen 

dezer rijen vindt men in Eo HLAWKA [6], F.R. KEOGH, BLAWTON and 

G,M. PETERSEN [8}, AoFo DOWIDAR and G.M. PETERSEN [2] en 

G,M. PETERSEN and MoTo McGREGOR [10]. 

Geed gelijkverdeelde rijen zijn speciale gelijkverdeelde rij~n,. 

Men kan zich afvragen hoe speciaal ze zijn. Het blijkt dat de eis 

van goede gelijkverdeling veel zwaarder is dan de voorvaarde voor 

gewone gelijkverdeling: ~aar bijna iedere rij in een separabele 

compacte Hausdorff-ruimte met Borel-maat µ µ-gelijkverdeeld is 

(stelling 2), is bijna geen rij in zo'n ruimte goed µ-gelijk­

verdeeld (tenzij µ geconcentreerd is in een punt): 

Stelling 3. (Go HELMBERG and A.B. PAALMAN-DE MIRANDA t5]). Zij X 

een separabele compacte Hausdorff-ruimte, en zij µ een genormeerde 

Borel-maat in X die niet in een punt geconcentreerd is. Dan is 

bijna iedere rij in X niet goed µ-gelijkverdeeld. 

Dit resultaat doet de vraag rijzen of er dan wel altijd goed 

µ-gelijkverdeelde rijen bestaan, voor iedere compacte Hausdorff­

ruimte X en voor iedere genormeerde Borel-maat in X. Voor separa­

bele ruimten is deze vraag bevestigend te beantwoorden (P.C. BAA.YEN 

and z. HEDRLfN [1]). In het verdere van deze voordracht zullen we 

een bewijs van dit feit schetsen. 

3. Het niet-atomaire geval 

Iedere separabele compacte Hausdorff-ruimte is metriseerbaar. 

Zonder verlies van algemeenheid mogen we daarom in het volgende 

aannemen dat in X een metriek pis gegeven die aarisluit bij de 

topologie van X. De diameter.. van een deelverzameling A van X, 

gemeten met p, noemen we d(A). De rand van A geven we aan met 

b(A), het inwendige met Ao. 
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Definitie 3o Zij e:_> Oo Een (X, µ, e:)-quasi-overdekking van Xis een 

eindig stelsel e = { c1 , e2 , o •• , en}: van deelverzamelingen van X met de 

volgende· eigenschappen~ 

( Q1) iedere C. is compact; d(C.) < e: ( 1 < i < n)· J. J. - , 
(Q2) ue. >Oen ub(C.) = O ( 1 < i < n)· 

01 0 1 - - ' 
(Q3) C. n C. = ¢ voor i # j ( 1 ~ i,j < n)· 

J. J - ' 
( Q4) u (X\lJe) = Oo 

Het is niet moeilijk aan te tonen dat een dergelijke quasi-overdek­

king altijd bestaat. 

Lemma lo Zij X een compacte metrische ruimte, µ een Borel-maat op X. 

Voor iedere e: > 0 bestaat er een (X, µ, e:)-quasi-overdekking. 

Stel nu dat µ niet-atomair is, d.w.z. µ({x}) = 0 voor iedere x,X. 

Dan verloopt het bewijs van het bestaan in X van een goed u-gelijkver­

deelde rij als volgto 

We beginnen met een (X, µ, ;)-quasi-overdekking 
(1) (1) (1) . (1) ( c1 , c2 , o o o, en I van X, en voegen aan iedere Ci toe een geslo-

ten deelinterval ~(c~ 1}) van I, op zodanige wijze dat 

(1) twee interv~llen ~(c~ 1 )), ~(c~ 1)), i # j, hebben slecbts eind-
J. J 

punten gemeen; 

(2) de lengte van ~(c~ 1)) is steeds gelijk aan µ(C~ 1))o 
1 (1) (1) 1 

Vervolgens nemen we voor elk der C. een (C. , µ, i)-quasi-over-
. ( (2) (2) (2)) 1 • 1 (2) dekking C. 1 , C. 2 , • o o , C. , en voegen aan iedere C. k toe een i i in. J. 

deelinterval ~(e~!)) van ~(C~t)), weer op zodanige wijze dat voor verschil­

lende c~!) de bijbehorende i~tervallen slechts eindpunten gemeen hebben, 

terwijl 1 de lengte van ~Ci~)) gelijk is aan µCi~). Zo voortschrijdende 
( . . e ( ( n-1 ) 1 ) . . ) en bJ.J de n stap werkend met C , µ, ~ -quasi-overdekkingen 

:t}. 

verkrijgen we een functie t die aan bepaald~ deelverzamelingen van X 

toevoegt deelintervallen van Io 

Daar u niet-atomair is nadert µC(~) tot nul voor n + 00 ( immers 

dC(n) < L), zodat oak de lengte van ~(C(n)) tot nul nadert voor n 
- n 

Zij nu X~ de verzameling van al die punten van X die voor iedere n 

tot het inwendige van een der C(n) behoren. Uit (Q2) en (Q4) volgt: 

+ "°• 
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µX 1 = 1o Uit (Q3) volgt voorts dater voor iedere XE.X, en iedere n 
precies een C(n) = C(n)(x) is met XE. (C{n))O. Zij 

co 

(9) f(x) = ~ ib(C(n)(x)). 

Dan kan men aantonan dat de functie f, gedefinieerd op X, deze verza­

meling afbeeldt op een overal dichte deelverzameling I 1 van I. 

Nu weten we reeds dater modulo 1 geed gelijkverdeelde getallen-

rijen bestaan (cf. §2); omdat I 1 overal dicht is volgt dater zelfs 
co 

een geed gelijkverdeelde rij (y) 1 is in I waarvan alle elementen 
n n= 

tot I 1 behoren ( zie e.g. [6] of [8] , of [ 12] , pag. 31). Zij nu, voor 
co 

iedere n, x e x1 c. X zodat f(x ) = y ; dan blijkt de 
n n n 

riJ' ( x ) in X · n n=1 
goed µ-gelijkverdeeld te zijn. (Voor de details van het bewijs verwij-

zen we naar [ 1]), Dus: 

Lemma 2. Zij X een separabele compacte Hausdorff-ruimte enµ een 

niet-atomaire genormeerde Borel-maat in X. Er bestaan in X geed µ-gelijk­

verdeelde rijen. 

4. Het algemene geval 

We bewijzen nu het aangekondigde resultaat (zonder beperkingen 

voor de maat ) : 

Stelling 4. Zij X een separabele compacte Hausdorff-ruimte, µ een 

genormeerde Borel-maat in X. Er bestaat ~n X een goed µ-gelijkver­

deelde rij. 

Bewijs 

Zij xO = {x EX µ( {x}) > O}; de verzameling x0 is eindig of 

aftelbaar. Als xO = ~ volgt het gestelde uit lemma 2; we stellen dus 

xO•~ ~. Verder nemen we aan dat µXO ~ 1 en dat x0 niet eindig is (als 

aan een van deze voorwaarden niet is voldaan kunnen we in hoofdzaak 

hetzelfde bewijs gebruiken; het bewijs wordt alleen maar eenvoudigerJ. 

Zij {z 1 , z2 , z3 , ••• } een aftelling van xO ; zij aO = 1 - uxO, 

en zij a = µ({x }) (n = 1, 2, ••• ). 
n n 

We definieren op X een nieuwe genormeerde Borel-maat v als volgt: 

als Been willekeurige BoEel-~erzameling is in X, dan zij 
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( 10) VB 
1-1(B\XO) 

=---..-1-1 (X\X0 ) 

CIO 

Volgens lemma 2 is er in X een goed v-gelijkverdeelde rij (xn)n=,• 

Zij I 0 = [o,a0] en, voor n ~ 1, 

( 11 ) [
n-1 

I = l a., 
n i=O 1 

n 
I 

i=O 
CIO 

Zij (yn)n=1 een geed gelijkverdeelde rij in I waarvan geen enkel 
CIO 

element een eindpunt is van een der intervallen I , en zij 
n (yn.)i=1 

l. de deelrij bestaande uit alle y E I 0 • 
n co 

n = 

bij 

We definieren in X een rij (u) 1 op de navolgende wiJ"ze. Als n n= 
n., voor zekere i, dan nemen we u = x.; als n niet als index voorkomt 

l. CIO • n l. 

de deelrij (yn.)i=1 , zodat YnE Ik voor !en k > O, dan nemen we 

un = zk. We zullen1 aantonen dat de rij (un)n=, goed 1-1-gelijkverdeeld is in X. 

Zij E > o, en zij ~ een continue reeelwaardige functie op X. Daar 

l an= 1 is er een n0 zodanig dat 
n=O 

( 12) an< f • (1 + 11~11)-1 • 

Zij,voor willekeurige niet-negatieve gehele getallen n, k, N, 

N 
(13) j (k,N) = I XI (ym+k)' n m=1 n 

N 
(14) j (k,N) = I j (k,N) = .I XJ} I (ym+k) 0 

n>n n m=1 n n · 
0 0 

co 
Daar (yn)n=1 geed gelijkverdeeld is in I bestaat er een N1 = N1(E,~) 
zodanig dat voor alle N ~ N1 

( 15) - a n I < E • ( 1 + 4n0 • 114> ~ I )-1 

(n = o, , •••• , no), 
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l ;j(k,N)- I a l<½.(1+ll$ll)-1 , 
n>n n 

0 

uniform ink. u1·t (16) en (12) lgt d t N vo a voor ~ N1 

( 17) 

Uit (15) volgt het bestaan van een constante K zodanig dat 

( 18) I j (k,N) I 
n < K 

N 

voor alle n ~ n0 , alle ken alle N • 
.., 

Daar Ltn)n=1 geed v-gelijkverdeeld is in X bestaat er een 

N2 = N2 (E,~) zodanig dat voor N ! N2 

( 19) :I ; I $ (:Xm+k) - J $dV I < ½ . K-1 , 
m=1 X 

uniform ink. Zij N0 ! max (N1 ,N2 ) zo groat gekozen dat j 0(k,N) > N2 
voor alle N ! N0 en alle k. Dan geldt - indien we sommen overs opeen­

volgende waarden van de para.meter i kart aangeven door het 
t1 _ symbool l 

s 

+ I I 
n>no 

f 'Pdll 
{z} 

n 

+ I 
j 0(k,N) 

N 
- a 

I I 
j 0 (k,N) 

I < . - N 

0 I · I fx ~dv I+ 

- f $d-µ I + I 
{z} 

n 

1 

j ( k ,N) • I I 'I I 
N 

I Ii $(x.) -I IPdV I + j 0(k,N) j 0(k,N) 1 X 

no j ( k ,N) I O I I 'Pl I + I 
n 

- a N n=1 n 
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voor alle N ~ N0 = N0(E~$) 9 uniform in ko Hiermee is het bewijs voltooido 
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