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1 .. O~ei1vla:k Vfi . .Cl' e~ v1a1rke 'fjJrJ.lu· :h, :.to1$ena, Riemann-Jordan: 
> •.• '. C ,,31::'.·,:-~\~~~~-.. ,0~7. -.,--~~,.·,t;:-~ ' ~~ • ~ : • ,j~'- .. ,~ ~, :, ~ 

·· ,, ~V/:i:~k~~,;JU.el1~1~·.~~. van.,:;7@~~·~Ro~~l1( .: .. ,. ", 
·n ef1r:mie err i , O't'p •. rJreh~ho ek ~ ·tas~ 1. ·Hcfogt e 

' i:, • ·- • '!: • IO ,, ;, tl , ,,_ 't: ' •,i;,_ 

Bim::lenso~ ,Si: -:i:. ~OIJl opp. ·re~thoeken bil'inen F , 
fl-,: ', ' , ~ .,. '.'i ~' ' . . . .., . . ' 's {s '. "-'' ' , '. • .,_ . ~ ,,,, 

Bu!tensQ:m)!.BUx::: pom ·{)pp.·· ,reb'ht'.hoe•ke;n die iR over,dekken · · 
-r:,' h t 'tb, . .: ,·1 ··~ 1B· . n1f",.... ,/. , . · :;" .. · ·· · . 

'J!~. ee .-~r~ aa:r>. ~-:S 't 1A '":" . .IJ;: t~:·v '/. :·/,:,i . ' . . . 
.. Opperv~ltt~ ~ b.ov:~ng:r·en? q:e,r"·b~!la~e¥~en. , 

, ,, ' ' , ~ ~ ❖ ' • -- ,, ' '" ·i iii ;' • \ ' ,. ~. -"!-: ' it . >, 

.2 •. Inhoud ·van een li,.sJ~~--:net :z,~· .. /. · , .L • .. ,,. , . / 
" ' '., "" ~ • \l. ' ~ ., ' ,? i' ' 

3. Boo5.len~ ··= ,bovengieri~. l,e;o.gte :i.~g~sqp~•eve:n ;v~el\i~lien 
•.r ~ "~ , , . ' >'. · / % ~ ~ "-:s, ~ . , ,:· ''"'" \.. '>'h /ftE, }s 

4-. ~~,:g__ggen, 012per~.r1a~tf~ ~i:}ipli.f:.t .P;p,p.~ ing~schy~~n·,p?lye~~rs, m~ ts de 
zij vl~k.ken n~d.~ren ¥ raakv-la.kk'ez:i. · , .J · , . 

II. ~-~!ll N!ET .. E:E.JtrOlIDI&E.Ji?'·. 

~-i52~a.1 ~ van ~u.9.)-ide§. , ·· · ' · 
1< Dingen, gelijk'"aan .hettelfde, 'z±j·n geliJk aan.elka~r. 

'•> s• ~ ,;- > ' >'} >)!c e t * ' • > ,.. ' 

2: Ale. men .bij• ge~ijke itt~gen,~:elijke· voeg~, zijn totale11 gelijk. 

,ii< ' ' 

. ' 

'· 

3. Als men van ge,lijke dingeh gelijke afr.ieemt ,. ·n resten " 
4. Dingen,die op elkaar passen.zijn gelijk, 
5. En bet geheel is grater da,n bet deel 

Op grond van deze. axioma' s bewij st .Euclid.es:. 
,,, ~ . ' ' ~ 

},, ";, ; ,,. 

A ... ~~allelogram.men ·op gel:i:jlte basi~ tne:t g~lijke&.ood.gil'e ~zijn gel ijk ·1 · 

Gdus e.lk parallelogram geJijk ~an e'.en,rechthoek),; : . · , . 
B. Een,. dri~hoek is gelij<k. aan ~en paralle'.l,.ogram op d'ezel:fde basis met 

de halve hoogte '(dq~ ook gelijk aan,-een rechthpE?k~ · · · 
' > 

C. Reohthoek ad =·· rechttioek be, ala a ~· b = o : d 
l;4us f>lke rechthoek getijk a~ iechtho,ek met basis 1), Dq1,ar nu e"lke 
v-eelhoek in driehoeken verdeeld kan worden,." waarvan. dlk ge"J.iijk. is 

~ '-'< ~, 

aan een· rechthoek met basis 1, is elke vee_lhoek gelijk aan een 
. . . 

reohthoek met basis 1 • · Di t ts all es ~vat men nodig heeft om veel-
hoelten A en B volgens nun oppe:rvlak te verge'lijken en .u.it te maken 

, . • ~ ,. .h , , . 

... of A> B of A = B of :S > A is. Om de 'b ewij zen geheel stren~·· tEa · maken, 
moet men nog 2 axioma's erbij nemenx 
6. A = B en A> B en B< A sluiten elkaar uit 
7. Uit A= Ben B>C volgt A>C,. " 
Uitgaande van ·deze bE:schouwingen, definieert Hilbert.,,.de begrippe.n 

~.§.;t;leggngsgleicb en §l'ga.pzungsgleioA. ··.· 

. ' 

Deze begrippen kunnen inderdaad al~-;basis voor een theorie van de 

oppervlakten van v!akke veelhoeken dienenc Twee veelhoeken hebben 
gelijk opp., als ze erganzungs~leich (of ~erlegungsgldch) zijn. 



. ::__.r-•. 

3 
2. Als twee k.rommen in eon vlak o.ezelfde uiteinden he~ben en naar 
dezel:fde ka.nt hol zi.jn:, en els d0 ee1'.'3'te wordt omvat door de tweede 
en de verbir.dingslj_jn. d.er 1~j_teir.c.en, •:ian is de eerste de kleinete. 
3. Gn 4. analoog,voor or,pervlakken. 
Met beh,.,.1r van ~ A er, 2. bev,ij s~ nu AX"chireedes: 

))9 cirkel is gelijk ae.n 13,s1::1 d.ridwek WP-llr.s basis gel~.;jlt j_3 aa.a de 

omtrel-c en de hoogt(:1 gs'L:.jk e2 •. c. cie str::i.13.l. Het boloppervlak. is gelijk 
,:;:9.,; 

.c.1an het op:;;,ervl8.k van eon '..Jix-kr:l: die ci.e middellijn van a.e bol tot 
st:r.:-aal hep.ft• 

Dew:tjzen: Zie E~Jr Dijkc:rt:o:r.hu.is, .Archimedes I • 



2. 
:Maar voor cirkels gaat 1 t niet raeerc een maantje van Hippokrates is 

even groot ala een gel:: j}::'bG.nige re~t-';L. driehoek, maar niet zerle
gLmgsgleich en ook niet erga.i.1zungsgle:..cho Ook in de ruimte loopt •t 
mis: Twee pyramides met gelijke basis en hoogte zijn.wel even gro~t; 
rnae,r volgens Dehn niet erganzungsgleich. Voor prisma' s kan men het•
zelfde doer~ aJ_g j n het vlak, m8.ar niet voor pyramj.des. 

IJ.I ~ MA.AR HOE DEDEN DE 070E G-f~.I:B:ICT;l{ ffET DA.TIJ? c-....,---·--· ... ----,y,·- ,_,_.,,.,. __ ,_ ---....-.~---- -. ......... _.,. __ 'l, --

Axioma 9 a hij Eucljdea gcen defiJJ:'1..tie? maar bewijsmiddel. In de ruimte 
moet; mt--in er nogp.s.n toavoegen: 
8 .. Yoor elk tweet al l::'i.chamen gf. ldt £.,,_ ~-= B of A> B of B > A. 

9~ Als A>B, cl.a.fl is er ee!'l C zo dat A= B + C. 
10., .A.ls O <TI, dar.i is een veelvor'..d ,,an C groter dan D. 

Nu ka,n men bewij zen: 

~v~~-~- tett~§.~ .. ~!.2. .. :!2tl..£el;.;ijke ·b_asis ~!LQ.99.B.te zijn gelijk 
1 .. F&k~Jd.i--'IB. (Eu.cl. X 1) ~ Is A> B en neemt men va.n A een stuk 
groter dan de h8lft weg, van de rest weer een stuk groter dan de 
helft, etc., dan zal de rest tenslotte kleiner worden dan B. 
2,. Elk tetraeder kan verdeeld word en in 2 prism~tlf=! en 2· tetraeders, 
en de 2 prisma 1 s zijn groter de.n de 2 tetraederi*1tEucl. XII 3). 
3. Neem twee tet:raede:r.s Ten U o:p geJ.ijke bases met gelijke hoogte., 
Indien T:> U, stel dan T ::: U + V 

Verdeel T e.u U ~,clger.is 2) to'!;dat rest< Vi 

T = ? + R, R< V en U ::". Q, + S 
Prisma's P = Prisma's Q 
T = P + R< Q + V< U + V == T~ Contra.dictie. Dus T > U onmogelijk. Maar 

ook U > T onmogelijk. Dus T ::: U. 
4. Elk driezijdig :prisma kan, gelijk bekend, verdeeld worden in 3 
tetra~ders met 2 aan 2 gelijke basis Pll hoogte. 
Dus 

A .. Prisma = 3 x Tetraede:c, of i 

Te-traed.ir = Prism.op c1ezelfde basi3 net 1/.3 van de hoogte. 
Elk pol~rea.er kEU nu in pyram5.den ·ve:i:-dce1d worden, en van deze ka.\.i :,r::.GD 

allemaa.l weer blokke11 met basis 1 malrnn, deze op eU:::nar s·~apehm en 

zo de i.nhoud me1ten .. Eu.elides bewijst met dezeJ.fde met:.i:1cdet 
B. :Pyramiden met dezelfde boogJ:re verhov.den zich a.ls basea, 

C. Ci;rkels verhoude.n zich als quadrate.t1 op strale!L 

D. Bollen verhouden ziuh als }n1buss8n op stralen_ 
Ma.ar voor cirkelomtrek en bolopper-;rlak zijn nieuwe a::doms. 1 s nodig .. 

IV!\ O!l'ITBEK EN O:PPERVLAK VOLGENS ARCHIMEDES -- . -
Archimedes definieert~ 

EEd.', krornme is !!£.~ pa~L.15.£ .. )-'~'°'~lt, ,va.·.:meer alle lijnstul~ks.n, die twee 
punten van d<a kromme vGrbi~.-1.(-sJ.l/ 13t00dr:; aa!1 dezelfc!e J:ant li_ggen,. 
Ax:Lcima' s: 

1., Vs.n alle lijnen met deze~i.:::'dE. ui teinden is de ·r.enl:t:c': J_G :icleir.ste. 


