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Op
; Paxallelogrammen op aellgke basis met gellgké“hoagte zijn geliak

Dingen, gelljk ean hetzelﬁde,‘zian geiijk aan eIkaar.xf; .
Als men bij- gelijkeéélngen gelijke: voegt, zijn totalen geli;k
Als men van gelijke dingen gelijke afneemt‘ ~resten "
Dingen die op elkaar passen,zijn gelijk.

En het geheel is groter den het deel

grond van deze axioma's bew1gst Euclides.

(dus elk parallelogram gelijk aan een. rechthoek) :

Ben. driehoek is gelljk aan een parallelogram op dezelfde basls met
de halve hoogte (dus ook gelijk aan een rechthoek3 o

Rechthoek ad =-rechthoek bc, als a 3y b =c¢c 3 d

Tﬁus elke rechthoek gellak aan gechthoek met basis 1) Daar nu eike
veelhoek in driehoeken verdeeld kan worden, waarvan.elk gellqk ig
aan een rechthoek met basis 1, is elke veelhoek gelijk aen een
rechthoek met basis 1. Dit is alles wat men nodig heeft om veel- '
hoeken A en B volgens hun opnervlak te Vergelijken en nit te maken -

,0f A>Bof A =B of B>A is, Om de bewijzen geheel sl't-eng té maken,

moet men nog 2 axioma's erbij nemens
6. A =B en A>B en B< A sluiten elkaar uit
7. Uit & = B en B> C volgt A> C, ‘
Uitgeende van deze beschouwingen, definieert Hilbert.de begrippen
zerlegungegleich en ergsinzungsgleich.

Deze begrippen kunnen inderdaad als’basis voor een theorie van de
oppervliakten van vkakke veelhoeken dienent Twee veelhoeken hebben
gelijk opp., als ze ergéﬁZungsgleioh (of zerlegungsgleih) zijn,
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2. Als twee krommen in é4n vlak dezelfde uiteinden hetben en naar

dezelfde kent hol zijn, en als de eevsve wordt omvaet door de tweede
en de verbirdingslijn der uiteinden, dan is de eerste de kleinste,
3. cn 4, analoog voor oppervliekxel.

Met behulp van 1. en 2, bewijst nu Archimedes:

Na cirkel is gelijk aen ecn drishoek welks basis geliijl i3 aan de
strasl, Het bolopggrvlak ig gelijk

sworek en de hoogte gsliik szsn de
ie G2 middellijn van de bol tot

2an het oppervliesk wvan een cirkal. &
straal heeft,
Bewijzen: Zie I.J. Dijkoterhuis, Archimedes I,
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"~ Mear voor cirkels gaat 't niet meer: een masntje van Hippokrates is
even groot als een gelijkhenige rechkii., driehoek, maar niet zerle-
gungsgleich en ook niet ergénzungsgleich, Ook in de ruimte loopt 't
mig: Twee pyramides met gelijke basis en hoogte zijn.wel even groot,
maer volgens Dehn niet erginzungsgleich. Voor prisme's kan men het-
zelfde doer als in het vlak, mear niet voor pyremides.

11, Masn HOP DEOEN TE OUDF CEIEKEN HET DANY?

Axioma’sg blg Euclides geen def¢u¢t1e3 maar bewijsmiddel, In de ruimte
moet men er nogasn toevoegen:

8. Voor elk tweetal lichamen geldt & = B of A>-B of B> A,

9. Als A>B, dan is er een C zo dat A = B + C,
10, Als 8¢ D, dan is een veelvoud van C groter dan D.

Nu ken men bewijzen:

Twee_tetraeders met _gelijke basis en hoogte zijn gelijk

1. BEulpstelling (Bucl. X 1)s Is A>B en neemt men van A een stuk
groter dan de helft weg, van de rest weer een stuk groter dan de
helft, etc,, dan zal de rest tenslotte kleiner worden dan B,

2. Elk tetraeder kan verdeeld worden in 2 prlsmaé@ en 2 tetraeders,
en de 2 prisma's zijn groter dan de 2 tetraeders (Buel. XII 3).

3, Neem twee tetraeders T en U op gelijke bases met gelijke hoogte,
Indien T> U stel dan T =U + V

Verdeel T en U volgens 2) tof%dat rest< Vi

T=2 4+ R, R<VenU:=¢ + 8

Prisma's P = Prisma's @

T =P 4+ R<Q + V<U 4+ V =1Ts Contradictie., Dus T>U onmogelijk, Maar
cok U>T onmogelijk. Dus T = U,

4, Elk driezijdig prisma kan, gelijk bekend, verdeeld worden in 3
tetraeders met 2 aan 2 gelijke basis exn hoogte.

Dus _

A, Prisma = 3 x Tetraeder, of:

Tetraeder = Prismafop dezelfde basis net 1,3 van de hoogte,

Elk polyeder kan nu in pyramiden verdeeld worden, en van deze kaa wen
allemeal weer blokken met basis 1 maken, deze op elkaar stapelsn en
zo de inhoud meten., Fuclides bewijst met dezelfde metiode:

B, Pyramiden met dezelfde hooghe verhovden zich als bases

C. Cirkels verhouden zich als quadraten op stralen.

D, Bollen verhouden zich als kubussen op stralen.

Maar voor cirkelomirek en boloppervliak zijn nieuwe axicma's nodig.
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IV, CMIREK EN_QPPERVIAK VOLGENS ARCHIMEDES

Archimedes definieerts
¢o kromme is hel nasr é£n uent, wanneer alle lijnstukken, die twee
punten van d? kromme verbindew, steeds aan dezelfde kant liggen.

Axricoma's:
Te Van alle lijnen met dezellde¢ uiteinden is de veeihts 4e¢ kleinsthe.



