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Het radicaal van een ring.

Voor een goed begrip van de te bespreken problemen is het noodzakelijlk
de geschiedenis ervan enigszins te kennen. Deze zullen wij daarom eerst
in grote trekken schetsen.

Het onderwerp behoort tot de structuurtheorie van ringen. Dezz is
ontstaan uit de overeenkomstige theorie voor hypercomnlexe systemen. Deze
laatste is het eerst systematisch bestudeerd door Wedderburn[;], die voor
hypercomplexe systemen een aantal zeer fraaie structuurstellingen bewees;
die mu wel tot de klassieke bestanddelen van de wiskunde gerekend mogen
worden. Hierin speelt het begrip nilpotent een belangrijke rol. Fen ele-
ment a van een ring heet nilpotent, als a = O voor een zeker natuurlijk
getal n. Een links— of rechtsideazal T. heet nilnotent als 1 = 0 voor een
zeker natuurlijk getal n. (Het nulideaal geven wij met O aan. Br is geen
verwarring te vrezen met het element 0). Voortaan zullen we under cen
ideaal zonder nadere toevoeging een tweezijdig ideaal verstaan. Fen rechts—
ideaal of linksideaal geven we kort aan met r-ideaal, resp. l-ideaal. Het
sireekt vanzelf dat een stelling over l-idealen geldig blijft, als in
praemissen en conclusie overal l-ideasal door r-ideaal vervangen wordt. In
hypercomplexe systemen worden alleen zulke idealen beschouwd, die zelf
hypercomplexe systemen zijn. Het is nu mekkelijk te bewijzen, dat in een

willekeurige ring ieder nilpotent l-ideaal bevat is in een nilpotent
ideaal. In een hypercomplex systeem is de verzanmelingstheoretische ver-

eniging van alle nilpotente idealen (die dus éok alle nilpotente ecn-
zijdige idealen omvat) zelf een nilpotent ideaal. Dit grootste nilpotente
ideaal wordt het radicasl R van het hypercomplexe systeem A genoemd. De
‘restklassenring A/R is een hypcrcomplex systeem waarvan het radicaal nul
is. Een dergelijk systeem heet halfenkelvoudig. Hierdoor is het problee
van de structuurbepaling van hypercomplexe systemen teruggebracht tot di
van nilpotente en van halfenkelvoudige systemen. (Dit is eigenlijk niet
geheel juist, omdat, evenmin als de structuur van een groep bepaald is

door die van een normale ondergroep en van de bijbehorende factorgroep,
ook de structuur van een ring niet bepaald is door die van cen ideaal en
van de bijbehorende restklassenring. Op deze kwestie gaan we echter niet
verder in).
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De structuurtheorie van Wedderburn heeft het karakter van een defini-
tieve theorie, die niet veel mogelijkheid tot verdere ontwikkeling meer
biedt. In beweging kwam de zaak pas weer, toen in 1928 Artin [ 27, in
overeenstemming met de in de twintiger jaren bestaande algemene tenden--
tie om algebraische theorictn axiomatisch op te bouwen, aantoonde, dat

de gehele structuurtheorie van Wedderburn op te stellen viel, niet al-
leen voor hypercomplexe systemen, maar algemencr voor rigen, die vol-
doen aan zekere voorwaarden, die we straks nader zullen noemen. Hiermee
werd de deur geopend voor een tot op heden voortdurcernde verdere genera-—
lisering van de theoric. In deze cntwikkeling kunnen nog twee punten
worden onderscheiden:

10. Pogingen om met behoud van de resultaten van Wedderburn de voorwaar-

den van Artin verder te verzwakken. Hierin is een vrij sensationecel re-
sultaat bercikt door Hopkins [6] in 1938, die bewees dat een van de twec

belangrijkste voorwaarden van Artin gemist kan worden.

20. Pogingcn om met verzwakie voorwaarden een structuurtheoric op te
stellen, dic eventueel van die van Wedderburn afwijkt. Binddoel van deze
ontwikkeling is een structuurtheorie voor ringen zonder enige bijvoor-
waarde.

Wij zullen nu eerst de voorwaarden van Artin bespreken. We gaan
daartoe uit van sen verzameling V en een verzameling @ van deelverza-
melingen van V, We noemen een verzameling W& ¥ een minimile verzame-
ling in% als er geen verzameling Ue 9 is waarvoor geldt UcW. (Met
UC W bedoelen we, dat U cen echte declverzameling van W is; als ook
U = W toegclaten wordt, schrijven we UL W). Ten analoge definitie geldt
voor ecn maximale verzameling. We mocten onderscheid maken tussen een
minimale en een kleinste verzameling in¥ . REen kleinste verzameling in

¢ 1is een verzameling T€ & zodat voor alle Ue& < geldt T< U < behoeft
in het algemeen noch ecn kleinste noch ccn minimale verzameling te be-
zitten. Als de kleinste verzameling bestaat is zij natuurlijk eenduidig
bepaald en dan tevens de enige minimale verzameling., In het algemeen
kan er mecer dan één minimale verzameling in P szijn.

Minimumvoorwaarde: EZen verzameling ¢ van declverzamelingen van V

voldoet aan de minimumvoorwasrde als icdere niet-lege declverzameling
YV van ¢ (Y € P ) een minimale verzameling bevat.

De minimumvoorwaarde is aequivalent met de:
Dalcnde~kettingvoorwasarde: Bij iedere rij verzamelingen W & P , woar-
voor gecldt ang Wn+1 is een natuurlijk getal k te vinden, zodat voor
nz k geldt W, = V. (Ben dalende ketting "breckt af™).

Dat dcze voorwaarden inderdand sequivalemt zijn is heel makkelijk iv

te zien: Als de minimumvoorwsarde niet geldt, is in een dcelverzamcling
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‘P’van P zonder minimale verzameling mkkelijk cen niet afbrekende
dalende ketting te vinden; als de minimumveorwaarde wel geldt, breekt
bij de index van de minimale verzameling uit de verzameling der LI de
ketting af.

Deze begrippen hadden we nog algemener voor particel geordende systemen
kunnen formulercn. Vorder is het duidelijk dot geheel amloge beschou-
wingen over de maxinamvosrwecrde en de stijgende-kettingvoorwanrde ge-

houden kunncn worden.

Artin ging nu uit van ringen wnanrvan de l-ideonlen ean de maximun— en
aan de minimumvoorwasrds voldoen en leidde danrvoer de structuurtheorio
van Wedderburn af. (Rigenlijk deed hij het nlgemener voor ringen met
operater en idealen die toclasatbanr zijn voor die cperatoren. We ver-
wanrlozen dit verder, cmdnt het voor de opbouw van de theorie van welnis
belang is. Het is nmatuurlijk in zoverre wel belangrijk, dat zonder die
toevoeging, de theorie niet cens op hypercomplexe systemen zou kunnen
worden toegepnst!)

Om na te gann hoe deze voorwanrden te verzwakken zijn, moeten we cerst
zien waar ze in de theorie gebruikt worden. Laten we danrtoe ecrst cons

nagann hoe ver we met de definitie van het radicanl komen als we a~n de
ring geen verdere voorwaarden opleggen. Als we de vereniging van alle
nilpotente idenalen vormen en die het radicarl noemen, is dat een ideaal,
‘dat alle nilpotente cenzijdige idealen omvat. Het zo gevormde radicaal
behoeft evenwel zelf niet nilpotent te zijn. Hiervan geven we ter toe-
lichting een voorbeeld.

Eerst tonen we het bestann van nllpotcnte ringen aan en wcl voor
ieder matuurlijk getal n eenmng% zodat AnzO mzar An ];4 O is. Het ecen-
voudigste gant dit met hypercomplexe systemen, omdnt danrvoor van de
ringeigenschappen, zonls beckend, alleen de associntieve eigenschap voor
de vermenigvuldiging van de basiselementen geverifieerd behoeft te
worden. Neem het lichanm der rationale getallen als grondlichanm en
hierover een hypercomplex systecm A, met n-l basiselementen e;,...,€, 5
en de vermenigvuldigingsdefinitie e585 = 4, als i+j< n en ejes = 0
als i+j=n is. Deze vermenigvuldiging is blijkbanr associatief, omdat,

in welke volgorde ook uitgevoerd, ej0:8y = voor i+jtk £n en

17j 1+g+k
3 e = 0 voor i+j+k = n is. Een product van n elementen van A is
bllgkbqqr steeds 0, dus A = 0, maar e?‘l = e, 3 # 0, dus An -1 # 0. We
vormen nu met behulp van een dergelijke rij ringen A1,A2,--- een nieur:
ring R als volgt. Vorm rijen van de gedannte (al,az,.--) met oy € Ai’
met dien verstande evenwel, dat slechts eindig veel der aj # 0 mogen

zijn. De optelling, aftrekking en vermenigvuldiging geschiedt component.:-
gewijze, dus (al,ag,‘..)i(bl,bz,...)=(ali by, Ay * bz,...),
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(al,az,...)(bl,bz,...)z (al bl’a2~b2"")' Men noemt dit de discrete
directe som der Ai. Mu is in R de verzameling der elementen (al,az,...),

waarvoor alle a; = O voor 1> n bij ecn vaste n, blijkbaar een nilpotent

ideaal en daar 1eder element in zo'n nilpotent ideaal ligt is het radi-
caal van R gelijk aan R. Maar R is zelf niet nilpotent, want als we in
A, een element b kiezen, waarvoor 1 # 0 is, is van het element
(a1’22"") van R waarvoor geldt a; = O voor i # n+l en 8,41 = b 0ok
de n° macht # 0.

Als echter van een ring A het radicaal R nilpotent is (R" 0),
heeft de restklassenring A/R radicaal nul. Stel n.l. dat B/R een nilpo-
tent ideaal is, dan is (B/R)X = 0, BX = O(R), aus B™¥ = 0, dus B = O(R),
dus B/R = O.

Het is nu heel eenvoudig om uit de maxmimumvoorwasrde voor r-idealen

(of nog zwakker: voor nilpotente idealen) af te leiden, dat het radicaal
R nilpotent is. Neemt men n.l. een maximanl nilpotent ideanl M, dan
volgt uit het door directe bereckening makkelijk te verifibren feit, dat
de som van twee nilpotente idealen weer nilpotent is, dat M alle nil-
potente idealen em dus ook hun vereniging R bevat. Anderzijds is M als
nilpotent ideaal zelf bevat in R, dus M = R en R is nilpotent.

Het epmerkelijke is nu, dat dit de enige plaats in de hele theorie
van Artin is, waar de maximumvoorwaarde gebruikt wordt. Het is echter
toch aan de andere kant niet zo verwonderlijk, dat juist daar deze voor-
waarde nodig zou zijn; immers de bewering "R is nilpotent" heeft zelf
het karakter van een maximumuitsprask, hetgeen nog duidelijker blijkt
als we de aequivalente bewering, "de verzameling van nilpotente idealen
bevat een grootste" opstellen. Het is daarom wel verassend, dat Hopkins
[ 6] deze bewering uitsluitend uit de minimumvoorwearde wist af te lei-
den. We laten hier een nog ietwat gemoderniseerd bewijs daarvan volgen
(zie Levitzky [12]) en [ 15]):

We veronderstellen, dat als Bl’BZ"" idealen in een ring A zijn die
alle in het radicaal R van A zijn bevat, de dalende ketting

> <

afbreekt. D.w.z. er is een index k zodat voor nz k geldt

BlBZ a0 Bn = B1B2 e s Bko 2 3 .

We beschouwen nu de ketting R=2 R°2 R°2 ... « Dit is een ketting
n+l

van de zoBven beschreven soort; er is dus e¢en n, zodat R = R%. We
willen bewijzen, dat R° = O. Stel danrom R* # O en noem R® = B. Dan is
B = B" voor iedere natuurlijke m. Er is nu een blé B te vinden, zodat
B by B#O is (anders was B = B> = 0), Noem B by B = By, dan is By een

ideaal in A, dat bevat is in R. Verder is B, B> = By, Er is m een
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b, € B te vinden, zodat, als B b, B = B, gesteld wordt, BB, # 0 is
(anders was By = BlB3 = 0). 2 is weer een ideaal inAl dat in R bevat
is. Dit procédé is met volledige inductie voort te zetten en levert cen
rij idealen Bl’BZ"" zodat alle Big;;R zijn en voor iedere m

ByBy...B_ # 0 is. Deze ketting breekt nu af, d.w.z. er is een k,zodat
B, BZ"’B = BlBe"‘ Bka+l is..Door successievelijke ve;menigvuldiging
van rechts met Bk+1 volgt hieruit B1B2,..Bk = BlBZ"’ Bk+1 voor iedare
m. Daar bovendien ByB,...B, # 0 is, is ook B§+1 #0 voor alle m. Maar nu
is bk+l een element van R en ligt dus in een nilpotent idenal, dat zecker
ook Bbk+l B = Bk+1 omvat. Dus is Bk+1 nilpotent. Dit geeft een tegensprank
R® = 0. “

Daarmee is de maximumvoorwanarde gcheel uit de theorie geélimineerd.

]

en dus is B

Men kan door b.v. in de Moderne Algebra van Van der Waerden bovenstaand
bewijs in te lassen en de maximumvoorwaarde te schrappen een theorie
van ringen met minimumvoorwaarde krijgen (zie ook het boekje van Artin,
Nesbitt en Thrall [ 197 ).

Voor algemene ringen is de moeilijkheid hiermee echter nog niet op-
gelost. De oude definitie van radicaal blijkt daar niet zo heel bruik-
baar te zijn. Verschillende auteurs hebben nu andere begrippen radicaal
opgesteld, die nlle bepanlde voor- en nadelen blijken te bezitten. Al-
vorens deze begrippen te bespreken, bepalen we eerst de eisen welke we
aan het radicaal zullen stellen. Als we nagaan wat het gebruik van het
radicaal bij ringen met minimumvoorwanrde aan gemak oplevert, dan zien
we dat daarmee het probleem van de structuurbepmling van ringen in twee
eenvoudiger problemen gesplitst wordt, n.l. van een nilpotente ring (het

radicaal) en een ring zonder nilpotente idealen # O (de restklassenring

naar het radicaal). Danrom stellen we de volgende eisen:
1°. Het radicaal moet een idennl zijn.
20. De restklassenring naar het radicaal moet een radicaal nul (volgens
dezelfde radicanldefinitie) hebben.
De definitie van radicanl als vereniging van de nilpotente idealen
voldoet niet aan de tweede eis. Als de radicanldefinitie aan de twee
eisen voldoet is het structuurprobleem teruggebracht tot dat van ringen

die een radicaal kumnen zijn (radicale ringen) en ringen waarvan het
radicaal nul is (halfenkelvoudige ringen). Het gaat er nu om het zo han-

dig te doen, dat het structuurprobleem er inderdasd eenvoudiger van
wordt.
Om aansluiting aan het klassieke geval te krijgen kunnen we er nog
de volgende {niet strlkt noodzakelijke) eis ann toevoegen:
3 . De definitie moet zo zijn, dat als de ring ann de minimumvoorwanrdec
voor i-idealen voldoet, zij met de klassieke definitie (voortaan
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genaamd W-radicaal) overeenstemt.

We kunmnen verder neg opmerken dat nasrmate men het radicanl groter
maakt te verwachten is, dat het structuurproblecem voor radicale ringen
mocilijker en voor halfenkelvoudige ringen eenvoudiger wordt. Zo leiden
de straks te bespreken radicacrldefinities van Jacobson en van Brown en
McCoy, die "grote" radicalen definidren, tot een zeer bruikbare theorie
van halfenkelvoudige ringen, die een natuurlijke generalisering van die
van Wedderburn is, dit echter ten koste van een gecompliceerde struc-
tuur der radicale ringen.

De eerste verruiming van het begrip radicaal is afkomstig van Koethe
[4], die gebruik mankt van nilidealen en nilringen in plaats van van nil-
potente idealen en ringen. Een nilring is een ring, waarvan alle ¢lemen-
ten nilpotent zijn. Evenzo nilideanl, l-nilidennl, r-nilideaal. De
vereniging van alle nilidealen is zelf een nilideanl en de restklasscn-
ring naar dat ideaal is een ring zonder nilidealen # 0. Inderdand, als

we deze vereriging R noemen, en B/R is een nilideaal, en b€ B, dan is
b€ R, dus " = 0, dus B een nilideanl, BC R, B/R = O. Deze R voldoet
dus aan dec ecrste twee bo&engenoemde ecisen. Voor de structuurbepaling
van de halfenkelvoudige ringen is echter dec grote moeilijkheid, dat het
tot op heden niet gelukt is tc bewijzen dat R ook alle ecenzijdige nil-
idealen bevat. Dit is cen belangrijk open probleem uit de theorie der
ringen; het is n.l. ook nooit gclukt een tegenvoorbeecld te construcren.
We komen er straks op terug. Koethe definicert het radicaal (voortaan
K-radicaal) als de vereniging van alle nilidealen, mits deze eok alle
l-nilidealenomvat en dan ook automatisch alle r-nilidcalen. Het r-ideaal
voortgebracht door een element a dat in ecn l-nilideanl ligt is een
r-nilideanls a X + n a (x willekeurig in A, n een gcheel getal) geeft
(ax +n a)2 =axax+naxa+na®x +n? 2l = a ye Als (ya)g = 0,
dan is (ay)'w"1 = a(ya)g y = 0. Het is niet bekend of het K-radicaal in
alle ringen bestaat. Dat de vercniging van alle nilidealen ann dc derde
eis voldoet is ecn specianl geval van een straks te besprcken algemerncre
stelling.

Baer

:14] definiecert een radicaal ideaal nals een nilideaal zodat de
restklasscnring nasr dat ideanl gecen nilpotente idenlen # 0 (cn dus

geen nilpotente l-idenlen # 0) bevat. De vereniging van alle nilidealen
is, zoals hierboven aangetoond is, ecn radicaal ideaal, dat dus tevens
de vercnigingis venalle radicale idermlen., We noemen dat het boverradicanlt
U. De doorsnede van alle idealen met restklassenring zonder nilpotente
idealen # O is cen radicanl ideaal, dat dus tevens doorsnede is van allc
radicale idealen en het bendenradicanl T genoemd wordt. I is een nil-

ideanl omdat het in U bevat is. Laat B/L een nilpotent ideaal in A/T zijn.
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Dan is BU< I. Kies mu een willekeurig ideanrl T zodat A/T geen nilpotente
idealen # O bevat, dan is T<?, (7,8) < (7,B") <(7,1)= T, dus
((r,8)/m)" =0, (T,B)/T =0, (T,B) & T, Bc T, Daar dit voor alle
dergelijke T geldt, is B<£IL, B/L = O,

In het algemeen hocft L niet gelijk aan U te zijn. Baer geeft gzelfs
een voorbeeld van een ring, wanrin < U is en er eecn ideanl tussen L
en U bestant, dat geen radicanl ideanl is! Hij definieert een radicanl
(B-radicanl) alleen als U = L is. Het W-rndicanl W is altijd in L
bevat: Stel M een nilpotent ideaal: M* = 0, dan is (%,1) "< (Mn,L)= L,
dus ((M,1)/T)" =0, (M,T)/L = 0, M<T, dus W< L.

Als we vooruitlopen op hetgeen we straks zullen bewijzen, n.l. dat
als de minimumvoorwaarce voor l-idealen geldt, U gelijk is aan het W-
radicaal W, kunnen we aantonen dat het B-radicaal aan de derde eis
voldoet. Immers altijd is L> W, dus L = U = W. Aan de eerste'twee gisen
voldoet het B-radicaal omdat U er aan voldoet.

Levitzky {ii}é@Z} gebruikt voor zijn radicaaldefinitie het begrip
seminilpotent ideaal. Wen ring heet seminilpotent als iedere deelring

voortgebracht door eindig veel elementen nilpotent is. Evenzo seminil-
potent l-ideaal, r-ideaal of ideaal, met dien verstande dat het woord
deelring blijft staan, en niet door deelideaal vervangen wordt. Een
seminilpotent ideaal is uiteraard een nilideaal en een nilpotent idea~1 :.
seminilpotent. Hij bewijst, dat de vereniging van alle seminilpdtenfe
idealen weer een seminilpotent ideaal is, dat tevens alle seminilpotente
eenzijdige idealen omvat. Hij noemt die het radicaal (L—radicaal)Q
Verder is het L-radicaal van de restklassenring naar het IL-radicaal nul.
Het L-radicaal M is blijkbaar een radicaal ideaal en ligt dus tussen‘U :
en L. 4

Alle tot nu gedefinieerde radicalen waren nilidealen. Jacobson EEG
heeft dat laten varen en heeft zijn radicaaldefinitie gebaseerd op een
in 1942 door Perlis [9] gevonden nieuwe karakterisering van het radicaal
van een hypercemplex systeem. BEen element z heet rechtsquasiregulier
als er een element z' bestaat, zodat z + z' — 2 z' =0 is; 2z' heet den
een rechts—quasi*infexmevan z. Als de ring een één heeft betekemnmt dit:
(1 =z)(1 -=z)=1, dus 1 - z heeft een rechtsinverse. De theorie van
quasi-reguliere elementen en quasi-inversen is ook te behandelen door
een nieuwe operatiecs in te voeren door a=b =a + b - ab, welke cpe-—
ratie als grondoperatie van de ring in plaats van de vermenigvuldiging
gebruikt kan worden (zie Andrunakievitch [gi]).‘We gaan er niet verder
op in. Beschouwen we nu het rechtsideaal {x - z x} (z vast, x doorloop™
A). Als z rechts quasiregulier is is — z = z! - 2 zt & -{x -z X}; dus
7z XE {x - z.x} , dus xé{x --z:c} , {x -z x} = A, Als smgekeerd
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{x -z x} = A is;, is -2z =2z - z 2', dus z rechts quasiregulier. De
voorwaarde {x -z x} = A geeft dus een aequivalente definitie van rechts
quasiregulariteit. Ben r-ideaal heet quasiregulier als alle elementen
rechts quasiregulier zijn. Het is makkelijk na te rekenen dat de som
van twee quasireguliere r-idealen weer quasiregulier is. Daaruit volgt,
dat de vereniging van alle gquasireguliere r-idealen weer een gquasiregu-
lier r-ideaal is. Het i3 .echter zelfs een ideasl. Noem dit het J-radicanl.
De hele beschouwing kan ook met Iinks in plaats van rechts gelezen woré
den. Dit leidt tot hetzelfde J-radicaal, dat dus een quasiregulier
ideaal is dat alle quasireguliere r— en l-idealen omvat. Van de restklas-—
senring naar het J-radicaal is het J-radicasal nul. N
Een nilpotent element a (a = 0) is rechts quasiregulier: a'= *£-a

(3=

geeft a + a' - aa' = 0, Het J-radicaal bevat dus het bovenradicaal. Het

Q: -1

kan inderdaad groter zijn, zoals Jacobson aan een voorbeeld laat zien.
We bewijzen nu, dat als de minimumvoorwaarde voor l-idealen geldt,
het J-radicaal J nilpotent is. Daar J alle tot nu toe behandelde radi-
calen omvat is dan voor al die radicalen bewezen, dat ze aan de derde
els voldoen:
Beschouw de ketting J>J ;2J3;2.... Deze breekt af dus eriis een n,
WSATvVooTr gt = Jn+1 is. Noem J© = B en stel B # O. Nu is B = Bz. Er is
nu een minimaal l-ideaal waarvoor geldt C=B en BC # O. Stel ¢ €C zodat
B c # 0 is. Dan is B(Be)= Bec # 0. Verder is Bc< C en Be een l-idenmal,
dus Bc = {3 er is dus een be B, zodat bc = ¢ is. Maar b heeft een links
quasi-imverse b', maar dat geeft 0 = ¢ - be - b'c + b'be = ¢ - (b+b'-b'b)c=c
in strijd met Bc # 0. Dus B = 0, J is nilpotent. ’
Zoals al eerder opsemerkt, is het voordeel van het J-radicaal, dat
voor een J-halfenkelvoudige ring het structuurprobleem tot een bevredi-
gende oplossing kan worden gebracht.
Nog iets verder gaan Brown en McCoy [?Q}[ég]f die van het r-idesal
{gx - x} direct op het door dit r-ideaal voortgebrach&aideanl overgani,
dus op het ideaal

G(a)= {a X - X + g;(yi azy -y zi)}

waarin x, Vs zi~de ring dqorlopen. a heet G-regulier als a & G(a). Ten
ideaal heet G-regulier als al zijn elementen het zijn. Het BM-radicaal
is de vereniging van alle G-reguliere idealen. ‘
Dit kan nog verder gegeneraliseerd wordendoor uit te gaan van een Voo
alle elementen van alle ringen gedefinieerde afbeelding a— F(a), waarbij
F(a) een ideaal is in dezelfde ring waar a in ligt, zodat als a— & een
homomorfe afbeelding is van R op R, F(E) = T(a) (6(a) voldoet hieraan).
We ncemen dan a F-regulier als a€F(a) is. Dit leidt dan weer tot een
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radicaaldefinitie die aan de eerste twee eisen voldoet.

Dat het BM-radicansl ook aan de derde eis voldoet volgt uit de stel-
ling, dat als de minimumvoorwasrde voor l-idealen geldt, het BM-radicaal
met het J-radicaal samenvalt.(In het algemeen is het BM-radicaal groter‘
dan het J-radicaal). Het bewijs zou ons te ver voeren.

Een halfenkelvoudige ring met minimumvoorwaarde voor l-idealen is,
zoals in de klassieke structuurtheorie bewezen wordt, isomorf met een
directe som van eindig veel enkelvoudige ringen met één. (Een ring hecet
enkelvoudig als de enige idealen van de ring het nulideaal en de ring

zelf zijn).

Voor een BM-halfenkelvoudige ring zonder verdere bijvoorwaarde gelilts
nu een zeer analoge stelling, alleen wordt de directe som vervangen dcor
een z,g. subdirecte som (voor de definitie zie b.v. G. Birkhoff, Lattice
Theory) en het aantal semmanden behoeft niet meer eindig te zijn. |

- Ten slotte willen we nog enkele opmerkingen maken over het hierboven
genoemde open problecm (zie blz. 6). Aequivalent ermee is het volgende
probleems

Is de som van twee l-nilidealen weer een l-nilideanl?

Als U alle l-nilidealen cmvat (als het K-radicaal bestaat), is ra-
tuurlijk de som van twee l-nilidealen een l-nilideaal (alles ligt in U).

Als omgekeerd de som van twee l-nilidealen een l-nilideaal is, is de
vereniging T van alle lwnilidealen weer een l-nilideaal. We bewijzen dat
T zelfs een ideaal is en gebruiken daarvoor het eerder bewezen feit dat
het r-ideaal (l-ideaal), dat voortgebracht wordt door een element van
een l-nilideasl (r-nilideaal) een r-nilideaal (l—nilideaal) is. Neem nu
een willekeurig element a uit T en een willekeurig element X uit de ring
A. Dan is het door a voortgebrachte r-ideaal een r-nilideaal. Dit bevat
ax, en dus is het door ax voortgebrachie l-ideaal een l-nilideaal, dat
in T bevat is. Dus a x&€ T; T is een ideaal. Maar nu is T als nilide=al
in U bevate: U bevat alle l-nilidealen.

Met behulp van het begrip seminilpotent is het probleem ook nog iet-
wat anders te benaderen. Ben l-nilideaal, dat niet in U bevat is, is
zeker niet seminilpotent, cmdat het anders in het L-radicaal bevat was,
dat op zijn beurt weer in U bevat is. Daaruit volgt, dat het een deel-
ring met eindig veel voortbrengenden bevat, die niet nilpotent is. Als
het dus zou lukken te bewijzen, dat iedere nilring met eindig veel voort-
brengenden nilpotent is, zou daarmee het epen probleem opgelost zijn, want
dan zou altijd U ieder l-nilideaal bevatten. Door de beperking tot eindis
veel vsorfbrengenden ziet dat probleem er eenvoudiger uit. Zo zou het bij
gebruikmaking van transfiniete methoden nuttiglkunnen zijn, dat zo'n ring

aftelbaar is.
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Als A een nilring # O met eindig veel voortbrengen is, dan is A2C.A.

Het bewijs hiervan wordt geleverd met een methode van Levitzky [13].
Stel dat A2 = A is. Noem de voortbrengenden van As Apsese e Dan is
A =4%=(ay Ayeerrnp)e Als m = 1 ds, volgt wit 4 = ay A, dat A =al 4,
maar a, is nilpotent; dus A = O. Tegenspraak. Als n> 1 is kiezen wo
zo, dat & = <31A""’amA)’ maar AD (alA,...,am_lA) = T is. Dan is
A= (Tya A), dus a_ =T + a ¢, byjeT, ceh. Daaruit volgt direct voor
?edere natuurlijke s ay = bS +a nf met bse T, omdat T een r-ideanl
is. Maar ¢ is nilpotent, dus ag, €Ty A = T. Tegenspraak. A2 = A is dus
onmogelijk, dus A°C A.

Als A een ring met eindig veel voortbrengenden is, dan ook A", Dit is
zeer eenvoudig in te zien.

Als A een nilring met eindig veel voortbrengenden is, die ann de
minimumvoorwaarde voor idealen voldoet, is A nilpotent. Immers als we

de dalende ketting idealen

j'\.\.; 4&2:-? A32 e o o

beschouwen, dan is AR = An+1

voor sen zekere n. Als dan A" # O was, was
(A™)2 = A™ in strijd met het bovenstaande. Dus A" = O.
Als A niet nilpotent is, geldt dus A A 15, L om te bewijzen, dat

L nilpotent is, zou hieruit dus een tegenspraak moeten worden afgeleid.

Summary.

In this paper the definitions of the radical of & ring, which are
proposed by several authors, and theiv mrtual velations are discussed.
Finally some considerations are given en the following open pfoblem:
"Does the join of all nilideals eof a ring contain all left nilideals?"
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