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De reeks van Taylor en soortgelijke reeksen 
b 0 

We beschouwen de formule van Taylor in de volgende vorm. 
F(x) is N-1 keer differentieel:'baar in het interval O ~ x ~a, en 
F(N)(x) bestaat nog in het open interval O<x<a. Dan is er een 
e ( 0 < e <: 1 ) met 

N-1 n N 
( 1 ) F ( a ) == I:_ ITT F ( n ) ( o) + ITT F ( N ) ( ea ) • 

n=O 

(De restterm is die van Lagrange). Er zijn drie gangbare afleidin
gen voor deze formule: 

1°. Men past een keer de middelwaardestelling der differentiaal
rekening toe op een gecompliceerde uitdrukking, waardoor het re
sultaat op nogal kunstmatige wijze voor de dag komt. 

2°. Men past partiele integratie toe: 
a a 

~ F 1 (x)dx = - ~ F 1 (x)d(a-x) 
0 0 

F(a) = 
a 

= - [ ( a -X) F 1 ( X)] + 
a o 

+ ~ ( n -x) F 11 ( x) d x, 
0 

a l (a-x)F 11 (x)dx ""' 
0 

a 
- ~ F"(x)d 

0 

(a2'fl2 ~ - [ (a2~)2 F"(x) 1: + 

a (a-x)2 + ( ~ F 111 (x)dx, 
Jo • 

enz. Om (1) te bereiken onderstelt men weliswaar8 dat ook F(N) nog · 
continu is in O ~ x ~a. Als restterm krijgt men ~ ~N-1 F(N)(x)dx, 

waarop de middelwaardestelling van de integraalrgkening kan worden 

toegepast. 

3°. Men past de middelwaardestelling der differentiaalrekening N 
keer toe. Bij deze methode trekt men eerst van F(x) een polynoom 
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P(x) met graad ~ N af, zodanig dat F(a)=P(a), en F(O)=P(O), 
F 1 (0)=P 1 (0),.,. 1 F(N- 4 )(0).p(N- 4)(0), Van de functie 

g(x)=F(x)-P(x) weet men nu dat g(a)=g(0)2g'(O)= ... =g(N-1)(0). 
Achtereenvolgens vindt men nu getallen e1 ,e2 , .•• ,e (alle tus

sen Oen 1) die voldoen aan g 1 (e1a)=0., g 11 (e1e2a)=O, •.. , 

g(N)(e1e2 ... 9Na)=0. We hebben, identiek in 6, 
N-1 ,1n (n) 8 N (N) 

P ( a ) ,e L. .:._r P ( o ) + -, P · ( ea ) , 
n=O n. N. 

Door deze twee formules bij elkaar op te tellen., vinden we nu 

( 1 ) . 

We zullen van de methoden 2 en 3 enkele bekende generali

saties beschouwen. (Methode 1 bekijken we verder niet; we mer
ken slechts op dot oak methode 2 op een dergeliJke manier is 

weer te geven, nl. door ~~n enkele parti~le integratie toe te · 

passen op een ingewikkelde ui rukking). 

De methode der partiijle integratie, Het wezenliJke is dater 

een riJ veeltermen P 0(x)=1, P 1 (x)=c1-x 2 P2 (x),,,, _(a~tl 2 , •.• 

wordt ingevoerd. Om de parti~le integratie te laten werken, 

dienen ze te voldoen aan P1•~-P , P~=-P 1 , ... , en om in de 
( ) 0 c:. 

11 st okte rmen 11 de F n (a) te la ten verdwiJ nen., eisen we da t 

P1 (a)=P 2(a)E •• ,=0. Deze eisen leggen de Pn'J eenduidig vpst. 

Inplaats vr.in P.1(a)=P 2 (a)= ... =i0 kunnen we oolc andere.eisen 

aan de P's opleggen. 1:Jillen we b1:;v. F'(j) u1tdrukken in 

F(O),F 1 (1), F 11 (0L,F 111 (1), ... , dan leggen we de P's vast door 

P1(1)=P 0 (o)~P~(1)s ... ~o. 
C. :J 

Een beke voorbeeld is hetgene dat aanleiding geeft tot 
' 1 de somformule van Eu r-Maclaur•in. DaarbiJ wil men S f(x)dx 

0 
uitdr-ukken in f(O) (1), f 1 (-1)-f 1 (0), f 11 (1)-f 11 (0), enz. Als 

p (x)=1, P 1 (x)m-P -'l(x), dan is o n n- 1 

S1 f(x)dx"" j1 f(x)P 0 (x)dxre - t [r(n-i)(x)Pn(x)] 1 + 
o O n=1 o 

+ J1 f(N)(x)PN(x)dx. 
0 
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We verlangen dat_P~=-1.Jn P1(1)=-P 1(o), dus P1(x)=½-x, 
en verder da t P~( 1 ){= p C~) ( O) voor n=~ 2 ,l,;; , We beschouwen 

2 •-•"•••••N• 

formeel V(z,x)=P (x)-zP 1(x)+z P2(x)- .... Formeel geldt 
o O X? ox V(zpx) =- zV(z,x), dus v(z,x)=w(z)e ~. Daar V(z,x)-1+z(½-x) 

voor X=O dezelfde reeks is als voor X=1, vinden we dat 

w-1+½z=we 2 -1-½z, dus V(z,x)= ::~~ . Gemakkelijk is nu te be-

wijzen dat de ontwikkelingscoefficienten van V (naar machten 

van z) inde~daad aan de gestelde eisen voldoen. (In standaard
notatie is P (x)~(~1)n B (x)/n!). n n 

Par.tiele integratie berust op de stelling (fg) '=f'g+fg 1 • 

Dit is een bijzonder geval van de regel ix 1{r(x),g(x)} = 

""' ( c) ~ ( u JV) f I ( X) + 3!1J u ~ V) g l ( X )) - ( ) X - ( ) • Hie rui t 
OU UV U-f X ,V-g X 

leiden we af (we nemen gemakshalve f(x)=g(x)=x) dat 

Wanneer we een enigszins overzichtelijke rij functies ~n(uiv) 
hebben, z6 dat ~0 p (u,v) = - ~a ~ 1(u,v), dan kunnen we 

uU D oV D-
deze gegeneraliseerde parti~le integratie herhaald uitvoeren. 

We nemen (Tchebycheff. Liouville J (2) g (1857), 166-183) 

! ( u, v) = ( J2..) n - 1 ( ( P <£ ( v) -u) n f ' ( v)) ( n= 1 , 2, .•• ) 
fn vv n~ 

waarin ~ en f voldoend vaak differentieerbare functies zijn, 

en peen constante is. 
Integrerende van O tot a, vinden we 

( 2) f ( of:~u,v)) u~v~x 
N a 

dx = L [~n(x,x)] -
11=1 0 

a ( <) ~N ( u, V)) 
S --- dx. 

o O V U:=V""'X 

We willen ervoor zorgen dat ipn(a,a)=O is. Daartoe veron

derstellen we dat p ~(a)=a, zodat 

n-1 

(( c) ) ( ( p Cf ( V ) - U ) n 
'uv n! f I (v)) X 

U=V=8 
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Het linkerlid in (2) bedraagt f(O)-f(a), zodat we vin
den 

f(a)-f(O) = k h {(fv-) n-\('l'(v))nf'(v))(=O + 

+ Ja{(..£..)N (2<e(v1-u)N f' (v)} dx. 
0 av N. U=V=X 

Dit is de formule van BUrmann-Lagrange, die f(a) uitdrukt in 
machten van p, als a de oplossing is van de vergelijking 

p ~(a)=a. Nemen we in het bijzonder ~(x) =1, dan komt de 
reeks van Taylor weer te voorschijn. 

De polynomenaftrekmethode. We geven deze methode in iets al
gemener vorm. Laat T0 ,T1, ... ,TN reele lineair.e functionalen 
zijn op de ruimte der op een gegeven interval I re~le en N 
keer differentieerbare functies. Elke Tn voegt dus aan elke 
dergelijke functie een re~el getal toe, en Tn(af+bg)= 
=aTn(f)+bTn(g). We eisen dat T0 , ••• ,TN in de volgende zin on
afhankelijk zijn: Is Peen polynoom met graad ~ N, en is 

T0 (P)= ... =TN(P)=•, dan is P=O. 
Een gevolg van de onafhankelijkheid is dater getallen 

q0 , ••• ,qN zijn met de eigenschap dat 

t qn T n ( x j ) = 0 ( j =0, 1 , ••• , N -1 ) , 
0 

t qn T n ( XN) = N ! 
0 

(Met xj wordt de functie bedoeld die aan elke x de waarde xj 

toevoegt). Verder is er bij elk stel getallen c 0 , ••• ,cN een 

polynoom P (graad ~ N) te vinden met Tn(P)=cn(n=O, .•. ,N). 

We veronderstellen bovendien dater een deelverzameling 
J van I is met de eigenschap: 

(A) Is f N-1 keer continu differentieerbaar op I, en bestaat 

f(N)in het inwendi'e van I, is verder T0 f= •.. =TNf=O, dan is 
er een l ~ J ~ rCN ( l )=0. 

Nu geldt 
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Stelling. Is g N-1 keer continu differentieerbaar op I, en 

bestaat g(N) in het inwendige van I, dan is er een J €. J met 

t qn T n ( g ) = g ( N ) ( P · 
n=O · 

Bewijs. We kunnen een polynoom P(x) bepalen met graad ~ N., 

z 6 d a t T ( g ) = T ( P ) ( n = o , . . . ~ N ) • Z i j P ( x ) = a x N + • . • . Da n is 
n n ( J ~ N qn T n ( P ) = a N t = P N ( ' ) v o or a 11 e l . N oem 

g€x}:~(x)=f(x), dan is er (wegens (A)) een ! met f(N) ( })=0, 

d us g ( N) ( ' ) = p ( N ) ( n = L ~ qn T n ( p ) = L ~ qn T n ( g ) ' 

We nemen een algemeen voorbeeld. Laat k 0 ., ••• ,kN gehele 

getallen zijn, 0 ~ kn~' k 0 ~ k1 ~ ..• ~ kN. Verder zijn 

a 0 , ••• ,aN reele getallen, zodanig dat alle paren (kn,an) ver

schillend z ijn. Dan is As~iu~k1'91ij-K in te z (~n) da t de func tio
na len T , •.• ,TN, gedefinieerd door T (f)=f n (a ) onafhanke-o n n 
lijk zijn op de klasse der polynomen met graad ~ N. 

Teneinde aan (A) te voldoen, zullen we nog een voorwnard 

toevoegen. We eisen 

(B) Als 0 ~i <J < n ~N, dsn (a -a 1 )(a -a.)~ 0. 
n n J 

Dat wil zeggen data niet in n 
ma le in te rva 1 da t a , ••• , a 1 o n-

het inwendige ligt van het mini 

bevat. 

Laat In het kleinste interval zijn da t a 0 , ••• ,an beva t, 
en l=IN. J ziJ het inwendige van I (uit de onderstellingen 
volgt dat IN een posit:leve lengte heeft). Dan is het niet 

moeilijk te bewijzen dater aan (A) is voldaan. Lnat nl. Ji 

het aantal n 1 s zijn met k =i, en laat T f= ••. =TNf=0. Dan n o 
heeft f minstens j 0 verschillende nulpunten in het inwendige 

van Ij , dus f' heeft d~ar minstens j 0 -1 nulpunten. f' heeft 
echter-0 nog j 1 voorgeschreven nulpunten in I j buiten het in

wendige van Ij , dus minstens j 0 +j 1-1 in het 1 inwendige van 

Ij 1 • Vervolgen~ vinden we minstens j 0 +J 1+j 2 -2 verschillende 

nulpunten van f 11 in het inwendige van I j , enz., dus minstenrJ 

j 0 + ••• +jN-N=1 nulpunt van f(N) in .J. 2 (Is ergens 

_ j O + , .• + j k-k{. 0, d an word t er ti j dens he t be w i J s ee 11 tr 1 via 11- , 
teit verkondigd, doch geen fout gemaakt). Derhalve is aan (A) 
voldaan. 
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Als een bijzonder geval nemen we alle k =0, en dus 
n 

a 0 , ••• ,aN alle verschillend. Dus Tnf=f(an), Om de qn's te 
vinden schri,jven we de interpolatieformule van Lagrange op. 
Voor elk polynoom P met graad ~ N geldt 

t TT x-a 
P(x) == f(a ) k 

n k/n a -a · n~o n k 

De hoogste coefficient van P(x) is dus 

N 
i&o f(an) Ji~ (an-"\)-1 , 

zodat we qn = N~ k~h (an••ak)- 1 lrnnnen nemen. Het eindresul

taat is dus als volgt. Liggen a 0 ~ ••• ,aN in een interval I, 

is f(x) N keer differentieerb• ar in het inwendige van I, en 
is f(N-'1)(x) continu in I·, dan is er een l in het inwendige 
van I z6 dat 

( 3 ) f (N) ( J) ~ N ! '!;0 f (an) J/4 ( -a k) - 1 . 

n komt er 

1:> ( l1 ) 
1 \ • 

Als we in (3) ~~n der a's aport nemen, en die x noemen, v 

den 'tic 
(x-a1 ) ••• (x-aN) (I!) 

f ( Cl n ) Q,n ( X ) +· ' l f \ p ) J 
}J ~ z 

Bij de methode der parti~le ter£i-'atie de restterm 
I 

als een int r • al voor de d~c. o~ hierbiJ oan( t~ sluiten be-,_ k ) 
schouwen we nog eens het voorbee]d T (f) = f n (a~) (met de 

D d 

voorwaarde (B))., en we etset:; dnt o11e kn< N zi . Het is dan 

n iet moe lll,J k te bewi~J zerJ cla t ,~r een continue e ( x) 

op het intorv2l I bestaat z6 d1t 

L. N q 'JI f""' J tfx) g(N)(x)dx 
··n n I · ' 0 -

voor alle N keer differentieerbare functies f. Tussen twee in 

grootte opeenvolgende a 1 s is f (x) steeds een pol-ynoom. Door 

f=xN te nemen blijkt dat f f' (x)dx==1, en uit /ftj volgt dat 
I Y,, ( x ) ~ 0 op I . 


