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:Rapport ZW l94S-.014. 

Over de,_~rrationaliteit van 7t • 
(Voordraoht van Prof .Dr ,.T. Popken, 27 Oetober 1948),. 

1.. Bet beke.nde delingsalgori t •1cor veel termen kan men ala volgt ui\ · 
breide.n tot maohtreekseru ge.at man uit van de beide reeksen 

R {x)= a(o) + a(o) x-2 + ~(o) .-4 + + a< .. o) v-2m + 
o o 1 1,w2 ..,_ '" • • - m ""' • • • • 

R1(X)• a~1) x-1 + a~1) x-3 + a~1) x-5 + •••• + ai1) x-2m-1+ •••• 

en is ai 1 )?- 0, dan kan men een reeks 

R2 (x)= a~2) x-2 + a~ 2} x-4 + •• .,.+ a~2) x-2ln-2+ .. .,.. 

vind en, zoo.at 

Ia ook ai2);:. O, dan kan men dit prooeda voortzetten met R1 (x) en R2(x) 
en zo komt men tot een rij van reeksen 

R(x) = a (v) :x ... v +· .Jv) .... -v-2 a.(v) -v-2m+ 
-"V o · '""1 A + .. • .+ -m x • • • • 

met 
a(v-2) 

¾-2(x)= ·tv--1i x ¾-1 (x) + ~ (x) 
.Qo 

( V= 2 , 3 , • • , n) , 

ind ien. al thane ai 1) :I O, a~ 2) f O, ..... , a( n-1 ).J.. 0 
O T • 

~ma.kkelijk leidt 1n-an de ?Olg.ende roourrente bet:rekking at: 

(1,) 
(v-2) 

a(v) _ a.<v-2} _ ao ·acv-1) 
m - ~m+1 atv-1} m.+1 

0 

(v = 2,3 ••• ,n1 m =·0,1, •• ). 

Met behulp daarva.n is het m.ogelijk om de ooeffioienten van Rv,(x) ui, te 
drukken in die van R0 (x) en !¼(x) en wel door middel van determinanten" 
Speoiaa.l voor aiv) vindt men ee.n.eenvoudige u.itdruk.king. Voert men n,,l 
de oneindige matrix 

(2) 

a(1) 1/o) 
0 0 

a(1) a{o) 
1 1 

a.(1) a(1) 
2 2 . .,. \ 

0 

a(1) 
() 

a(1) 
1 

0 0 0 ••••••• 

0 0 ••.•.•••• 

" . '. . . . .. 
S.n •fl\l'.l.· duidt men de determinant,. gevormd nit he"\ ee.r1,1te v-tal rij~n er. 

eel"Ste v--tal ltQU)~n, ~ d()IOX- n.,( v ;;: 1,2 .... ,nl, da.n it.J 



(3) D = a{ 1) a( 2) c(v) 
V O O • • • • ca.O • 

2. We nemen nu speoiaal 

a_ (x) = cos x-1 -2 
== 1 - h + ••••• + 

m x-2m 
(-1) {2m) I ' + ...... 

-1 .. ,. 
X X -

= 1f ._ TT +. • • • .+ 
m x-2m-1 

(-1) (~m+1)! + ·•·•·· 

Passen we op deze beide reeksen bet voorgaa.nde algorithme toe, dan konrcr 
er 

(4) 

met 

(5) 

oos x-1 

sin x-1 

~ (x} 

= x,sin x-1 + R2(x) 
= -3x,R2(x) + R3(x) 
= 5-x.R3(x) + R5(x) _________ """"'.,.. ____ ..., _______ ,. .. ____ ..., ___ .............. 

-~----------~-----~------~---~~~---

zoals met bAk\u.l:p VWl de reourre»te betrek.king (1) ge:ms.kkelijk is te bt•· .. 

WijY,~• 

Met behulp van d1t resulta.at lw.rmen we s.eer eenvoud1g aantonen, ctr'· 
voor elkJ§..]iona.al gepa.J. "/i 4: O g.,e verpau.dHf& cos y: s:l.n y irrationar...,~ 
is (Lemb~t). 
We-;t;ii;n daartoe x = y-1 , zodat ook x rationa.s.l is; de noem.er van 
dit getal zij a. Verder nemen we nu a.an J dat ooa y en sin y de geheel
tallige verhouding p t q hebb.en, zoo.at. 

oos x-1 = Pf , sin x-1 = 4f ( e / 0) • 

Uit de eerste r egel van (4) blijkt dan, dat 

:R2 ( x) = pf - x q f' 
zodat R2 (x.} een breuk is met noemer aJ evenzo blijkt dan uit de tweee 

f ~~~Y., 2 
regal, dat ~-~--_....- een breu.k is met noemer a. , enz. 'fe Vind.en in bet 

algemeent dat f ~(x) e4i}n 1:rr•k is be.t no40mer a.,..1{n-:2.,3 .. ,) zodaii· 

I 

f 
gebeel is. 
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Uit (5) volgt echter 

< 
wa~r A een posi tief getal is, cl.at .ni8t van n afbangt. V-0or voldo end 
grote waarden veL n is dus 

Is eehter voor ee.n l:Ja:i;.,ae.l::113 vr.s;.p,xds Vt;,n r~. zo·'1vel Rn(x) als Rn+~ (x) nul, 
dan volgt uit bet algorithme (4.) s 1:rnct~siev·elijk lln_1 (x)= O, Rn-:-2 (x)=0 1 

•••• , dus tenslotte 

R ( ) . -1 0 , " -1 ... 1 x = sin x = , R0 1.,.;:r:) ::.:: cos x = Os 

· wat een tegenspraak oplever.t, 

,vegens cos 1[ = -1, sin ;,_ ~= O \'":)lgt au.s:- 9;.at 7[: niet ra1J.Q~ 
kan zijn. 

2 3. Kiest men x = 7t , dan is oos 
dit geval uit (4) 

R2 (x) -1 sin 
_-1 

= cos X. - X x· 

R3 (x) sin -1 
3 R,.,(x) = X + X 

i:;. . 

- ,_.1 

~- 1 

· ... 1 
::::: 0 7 sin X 

X;; 

- 3 x2 
..., __________________________ .._, ... ____________ _ 

'-\ 
.A.all de andere kant volgt uit c~ J 

l R6 {x) l < ~ '-) r -6 
2 ~ ~1--1•7""'"" X .,. 

\). , 

== 1 en men vi.nd t in 

We mogen dus vervrachten, dat een vrorte~ van 1 - 28 x2 + 63 x4 = 0 die.ht 

bij t ~ig~:. De vergelijking x4 - 28 x + 63 = 0 heeft $.lS wort.els 

± V-14 ± 'V 133. Zo vinden we als benadering voor-;::: 

p = 2V 14 - V1n = .3,14161n,q 
.i.. i • 1 1 3 1 4•·• t:'.. Q ve rw J ,t..,. = .:i • . 1 _J ., " • • .. 

Wegena 
l? = 2\/14 - \)132 

geeft dit aanleiding tot een be!?,aderde kwadratuur van d.e cirkel. 

4. Neemt men in § 1 aan, dat a~tt)> J) en da.t ook dJ3 determina.nten 

1 ~ ••• ,Dn positief zijn, dan blijkt u,it d.e betrekking (3) Dv = 

r,J t...) . . (IV"~ d. t 19 ~·.. a0lt.J •••.. ·· •. e.0f.N.·· .. ·.· ) .P ... ···· o~.1~tef ii .. ~n, .... ·· 
~: ,:to , ao ... ,. .. ao ' a. ao • ~ . . 
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di.t geval 

[ ~~~:~_:_:~_:_~~~:~-=-~=~ :) 
Rn_1(x)= Pn x Rn(x) + Rn+1(x), 

( 6) 

waar nu P1 , p 2 ,.,. • ,Pn posi tj.eve geta.llen voorstellen• 

Dit a.telt ons in staat om met ')nze methode een bekend resultaat 
van»~~~- over de nulpunten van een veelterm 

B(x) ::::: b 0 xn + b1 xn-·! +. e .+ bn 

af te leiden. 
Met geringe wijziging ku.."me:n we n.l. de v•orgaande theorie toepas•,· 

sen op de beide veeltermen: 

( n n-2 ~ n-4 R0 x) = b 0 x + b 2 x + 0 4 x + ••• 

R1(x) = b1 xn-1 + b3 ::t'·1r-3 + b5 xn:..s+ •••• 

In dit geval worden de determin.ante11Dv(v = 1,2, ••• ) gevonden (v:gl.,(2)) 
uit de matrix: 

0 
0 ~ ---- \ 
b1 b ---. Q -

----------------------- ) 
§:tel,, dat de voorwas;rden 

b O / 0, D 1 = b 1 ) o., D 2 = 

( bv = o voor v > n) • . 

I b1 bo\>o, .... , Dn) o 
b b · 

3 2 

vervuld zian, dan zullen we bewijzen, dat elke wort.el. van B(x)= 0 .. 
een. negatief reeel deel heeft. 

Immers gelden de relaties ( ~), waarbij p1 ,- p 2 ,. ~ ,Pn pci=ci~ieve ge
tallen zijn en Rv(x) (v= 2,3, .... , n) een veelterm is van de vorm. 

R (x) = a. (v) xn-v + a. (v) xn-v-2 + •• ; , --v o 1 

terijwl Rn41tx) iclentiek nl,lJ. lsf 
' ' ' . . . ; . . ', ' ' , ' ' . : ·, . ". ·. . , ,: '( : : ' ~· 

We b~sohouwen nu een .willekeurige w,r,tel z ·van l3(x)= O,· d(a.il i& · , 
R0 (z) + :a1(z) = o. Uit R1{z) = o zou vol~e~ :a0{t) = O en dus v()l~~s .. ~:fi 
(6) sueoes(ievelijk R2(z) = o, R.3(z) !JO, ••• , Rn(z,}:;:; O .. ~chtar,ia ·• 
1\1( z) _= a,0 _n)) O. D~$ :a1 ( z) f O. . 
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Uit• ( 6) volgt nu veor ee:Q. zeker natuurlijk getal m !f n 
• 

(7) ---------------------

Ia p) O en heeft een getal «' ee:n reeel deel ~ o, dan !\eeft ook P°'
deze eigenschap, en, als r..( :jt. o, geldt hetzel:fde voor i . . 

Passen wij deze efgenschappen he:r.haald toe, d·an volgt lrl:\ (7), dat 
~ . . . . . ·. 

z geen reeel deel) 0 bezitten kan, waarmee de ·l)ewering aangetoond iss 

Er werd nog op gewezen, de,t deze stalling in de theorie der sta.-
bili~eit een grote rel speelto . 

. ' 

-


