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1. Het bekende delingsalgorithme vcor veeltermen kan men als volgt ui:
breiden tot machtreeksen: gaat men uit van de beide reeksen

R, (x)= agg) + &go) x2 4 aém) 4 ht aéé) X~ ..,

Ry (x)= 3g1) 14 a$1) X3 4 aé1) X3 4t aéf) =,
en is aé1X# 0, dan kan men een reeks

Rz(x)z aéz) x2 4 aéz) x4 Feveat aé2) x"zm”2+....
vinden, zodat (o)

a
Rg(x) = ;%Wymx.ﬁ1 (x) + Rz(x) .

o]

Is ook age)#; 0, dan kan men dit procédé voortzetten met R (x) en R,(x)
en zo komt men tot een rij wvan reeksen

Rv(x) = agv) x4 agv) x4 aé?) V-, L
met
(V~2)
Byo{x)= “z$277 x B, 4 (x) + R, (x) (v=2,3,..,1),
2o

indien althans agﬂ:; 0, ag?—’) F Orersy agn-‘i)# o .

Gemakkelijk leidt men de wolgende recurrente betrekking af:

a(v-2) M
(1) aév) aév =2) . ~%w~¢7 agzqﬁ) (v = 2,3...,03 m = 0,1,..)

Met behulp dasarvan is het mogelijk om de coéfficidnten van R (x) uit te
drukken in die van R (x) en 31(x) en wel door middel van determlnanten&;
Speciaal voor a(v vinﬁt men een eenvoudige uitdrukking. Voert men ngaf

; 0
de oneindige mebrix
alt) al0) o 0 0 0 iusyiis

R RO R R O P S

a{1) ('1) * m aﬁﬂ) a{" (02..‘;.,..'

L‘..’*";,fvuhn"'"

 \1@ en duidt ‘men de determinant, gevormd uit het aarata v-tal rigen e”

gghat earﬁhe vutal kolommen, aan door D ( v =1 2.*,,n3, dan ia



(3) p. =al?) a(2) | a(v)

v 0 o] *

2, We nemen nu specieaal

—

—2m
R, (x) = CO8 x”1 1 - ?"T Fecoeet (~1) TﬁETT" Fasease

-1 -2 -21m=1

' -1 _x m
R,‘(X) = 8in x nr!'bTT.*,'."*‘ ("‘1) m“’ tesees

Passen we op deze beide reekeen het voorgesande algorithme toe, dan konrs
er

cos x~) -1

x-ain X o+ Ra(x)
. -1 ,
sin x7' = -3x.Ry(x) + Ry (x)
(4) ¢ R, (x} = 5.x. R (x) + R5CX}

Rn_a(x) = + {2n~-3)x Rh_1(§) + Rn(x)
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it

met

- n{(n-1)
(5) R,(x) = (-1) zﬂ““ Z (=1)® nlﬂ.(.é‘%—jr BT,

zoals met bekulp van de recurrerte betrekking (1) gemakkelijk is te be-
Wijzeste ‘

Met behulp van dit resultaat kunnen we seer eenvoudig aantonen, dact
voor elk rationaal getal y# O de verhouding cos y: sin y irrationac.
is_ (lembert).

We stellen daartoe x = y“1, zodat ook x rationasal isy de noemer van
dit getal zij a, Verder nemen we nu san , det cos ¥y en sin y de geheel~
tallige verhouding p ¢ q hebben, zodat.

cos x~! = P , sin X1 = ap (¢e) 0.

Uit de eerste regel van (4) blijkt dan, dat

Bp(x)=pp - x ap,

zodat R2 (x) een breuk is met noemer a; evenzo blijkt dan uit da tweed

£ Rytr
regel, dat 7 een breuk is met noemer az, enz. We vinden in het 1
algemeen, dat ‘Bn(X) een brewk is met noemer &' (nm2,3-.g} ﬁﬂﬁ&i
- F
aan(x) : ‘ | | o
geheel is. ‘ AR ‘ #i

f

-




Uit (5) volgt echter

|m,| < -

nt

wagr A een positief getal is, dat niet van n afhangt., Voor voldoend
grote waarden van n iz dus

A Y
Rn _i{
Is echter voor een bevaslie waaxds vaen n zowel Rn(x) als R_ ,(x) nul,
dan volgt uit het algorithme (4) succesievelijk Bn_1(k)= 0, Rn_z(x):{)z

eseey dus tensloite ‘

Ry(x)= sin = 0, R, (x) = cos 1 = o,

< 0 , AWz, Rn(x):: 0,

“wat een tegenspraak oplevert.

Wegens cos W = =1, sin & = O volgt dus, dat 7/ niet rationsal
kan zijn,
' . ' . “q A ¢ . .
3. Kiest men x =V%? y dan is cog =~ =0, sin x 1o 1 en men vindt in
dit geval uit (4)
v - . -
RQ(K)‘= cos X ? ~ x sin x ' = = X,

R3(x) = gin el + 3 x Rg(x) =1 ~-3x

- p— - - -~ . B, S Y v W L TR A TN A I W Y. S S W P W

R6(x)‘: R4(x) -9 x RSCK} =~ 15 x (1 - 28 %% + 63 x4).

Aan de endere kant volgt uit (5)

1B @] < 27 g 2
ik

We mogen dus verwachten, dat een wortel van 1 - 28 x° % 63 xﬂr = O dicht
bij.fr llgt. De vergellaklng x4 -28x + 63 =0 heeft als wortels

£ V 14 +\[133. Zo vinden we als benaderlng voor %

= 2\/ 14 - 133 = 3,1416%...,

terwijl 7C : = 3,1415% ...

Wegené , n_;w-—~w’
B 5
Cilipia \/14 V132 -6

"geeft dit aanlelding tot een bpnaderde kwadratuur vantie cirkel.

4. Neemt men in § 1 aan, dat a#9>,9 en dat ook de determlnanten ‘
u1q...,D 9051t1ef zianu dan h113k+ uit de betrekking (3) D,

el bﬁ, pv) ; &at aU ; ao) i;¢; & ) Pﬂaitiﬁf ziin: zodat,xn*
“' a . ‘R‘.'.’t‘ o L - b b e, s



dit geval

| Ro(x) = pq X R1(x) + Rg(x)
(6) ] =

waar nu Pqs Porer Py positieve getallen voorstellen-

Dit stelt ons in staat om met "nze methede een bekend resultaat

— — - — — -

n- ' ‘ -
B(x) = b, bl b1 X +fa.+ b, , .
af te leiden, .
Met geringe Wijziging kunren we n.l, de veorgaande theorie toepas-
sen op de beide veeltermen: '
n n-2 . n-4
R (x) = by X+ by X B, X 4.

W ,34

R1(x) 4 X + b3 Lk B N 2 S

1

5

In dit geval worden de determinanténnv(v =1,2,.,..) gevonden (Vgl.(Zl)
uit de matrix: ‘
0 0 0 0 —=—-
b 0 C ——w—- : B S
b . b ——— ) (bv = 0 voor v} n).

/ | o

Stel, dat de voorwaarden

, by b,
b % 0, D, =b,% 0, D

b3 b2

i

‘)o,..., D, 7 ©

vervuld zijn, dan zullen we_bewijzen, dat elke wortel van B(x)= O
een negatief recel deel heeft. o

Immers gelden de relaties (6), waarbij p1, pz,..,pn pcﬂitleve ge~
tallen zijn en R (x) (v=2,3,..., n) een veelterm is van de vorm
Rv(x) - 8, (v) go-v (v) _n~-v-2

+a1 X + esey

terijwl R +1(x) 1dentlek nul is,

We beschouwen nu een W1llekeurige wertel z van B(x) 0 dan is :
R (z) + R. (z) = 0. Uit Ri(z),” 0 zou volgen R (z) 0 en dus volgsnsjﬁ
’6) successievellgk R (z) = 0, Rg(z) uo,..‘, R (z} = O Echter is s
P(z) ( >ODuSR1(z)3£O



»:.5..

Uit (6) volgt nu veor een zeker natuurlijk getal m< n

; ~Ro(rfa) R,(z)
TRy TP ® B';(‘z'j'
R,(2z) 3 R (Z)
B,(2) Pp 2 # ‘15;2 Ea)
(7) R R
Ry »(2) ) R (2)
Rpq(2)  Tm-t P Y %, 1(2’5
; Rm_1(z) g
R, (z) Pp %

Is p) O en heeft een getal Leen reéel deel 3 O, d?n heeft ook P&
deze eigenschap, en, als «« & 0, geldt hetzelfde voor ok

Passen wij deze eigenschappen herhaald toe, dan volgt u:t, (n, dat
z geen reéel deely O bezitten kan, wearmee de bewering aangetoond is.

Er werd nog op gewezen, dat doze stelllng in de ‘bheorle der sta-
biliteit een grote rcl speelt.
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