
STICHTING 

MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAAVESTRAAT 49 

AMSTERDAM 

A.FDELING ZUIVERE WISKUNDE 

zw 1949-014 

Voordracht in de serie 

"Elemen.taire onderwe;r;een van uit hoger sta.ndpunt belicht" 

Prof. dr. F. Loonstra 

Het begrip "orde" in de wiskunde. 



.. 

Ra:pnort z.w., 1949-014 

7 l)c.,cc,mb(,r 1949. 
Voordracht door Prof; Dr F. Loonstra 

:Ln de serie 
Elementaire. onderwerpen van hog~r stand.punt uit. 

Het begri-e . "orde" in·· de wiskunde. 
§1.Inleidin8-

D.e wislrunde hecht aan hat begrip 11 ord.e•1 een betekenis, die het bes~e· 
door nrangschikkingn kan worden omschreven. -.'/ 
Defini tio: Een verzaru1:;ling M word t ( enkel voudig) geordend genoemd, wan 
neer voor elk tweetal elementen een relatie bestaat, die word.t yo,n:g~:..: 
steld door het. symbool f (uitgesproken: 11 i's bevat in11 , "is kleiner d:a .·· 
"is deel v~nn o:f "gaat vooraf a.an", enz.) en die aan de volgende voor ... 
waa5den voldo~t: 0 0 

1 • a i a ; 2. a 5 b en b ~ a sluit in: a= b; 3. a~ b, 
b ~ c ~ a~ c. . 
Opmerking: Wanneer a f b en a f. b, schrijven we a Cb. 
Voorbeelden: 
1. De rij der natuurlijke geta.llen 1, 2 ,3, •.. , waarin rnen 
betekenis van a f b todke.nt. VJ'e s:preken in dit geval van 
getallen in hun natuur.lijke volgorde. 

aan a ~ b d.e. .'."l 
de natuurlijkfi_:.,.j 

.· ,;-~Ji 
2. ne· ;r::ij der natuurlijke getallen als volgt gerangschikt: 1,3,5,•-•f 
2,416' .. -~ . 
3 .. De verzameling van de getallenparen (m;n), waarin m en n gehele g. e;'"" 
tallen v.oorstellen, tclrwi31 (m ;n ) ; (m ,nr), wanneer m C m of · 
m17m~n n~ C ~ (ordening naar de· lerste v6rs6hillen of leiic-o#apl:'4.fto ,, 
oroen1ng1 -~ . 

_,,,,~ 
"' : .. !:;. 
'".'.·• 

1:en willekeurige gegeven verzameling behoeft niet geordend te zijn. 
Op de vraag, of het mogelijk is een gegeven verzameling steeds te ord;o- . 
nen, volgt atraks het a.ntwoqrd. Voor geordende varza,melingen bestaat e:e,tJ\ 
begrip, dat het karakter van gelijkheid voor geordende verzamelingen '•: . .: 
betreft. . · 
Defini tie: Men noem.t twe·e geordende verzamelingen M en N geordend iso~' 
morph wanneer het mogelijk is om M en N een· oen-i-dt,!i«tig .. ·op ·elkaar a.f t:~: 
beelden, terwijl die afbeelding de orderelaties onveranderd laat,. ch w. 
z. als ~~n1 e.n IJ½++n? en m1 i m2 , dat dan ook n1 ~ n2 (en omgekeerd 
moet uit n c n bok -volgen m {;. m ) SchrijfwiJze M !.a'N. " 
Geordend 1iomo~he verzamelin!en zijn dus .d:t,eeds gelijkmachti6• A.1.hoe~. 
wel echter de geordende ve rzamel:Lngeu M = ( 1 , 2, 3, 4, ..... ) en N = ( ••• , J, ., 
2, 1) gelijkmachtig zijn, zijn ze geenszins geordend-isomor-ph, want llet. · 
beeld van 1 ( ui t M) moet in N een element zijn, dat aan alle · cijf era v:· 
N vooraf gaat. · \ · · 
Twee eindige verzamelingen, die gelijkmaohtig zijn (dus evcnveel ele .·.: 
ten bevatten) zijn ook steeds geordend-isomorph, ho.e men ze · ook rang~ 
schikt. Eveno.ls gelijkmachtige verz. door hetzelfde k&rdinaal,getal w: .. 
den gekanmerkt,. heyft men voor. gaorden~-isomorphe v. er-zamel~n. gen afg~~.:' 
sproken~ Twee eindige verzamelinesen "bcizitten hetzel:f'de ora.etype~1 ~~ll~~' 
en sleohts d,an als ze georden<l-isomorph z:i.jn. Omdat twe~ gelijkmae~~: 
ge aindige verzamolingen steeds geo:rdend-isomorp.h zi: n, · tomen met ·'.q~ 
eindige kardinaalgetall~n omkeerbaar eenduidig- de orde.typcn vander~ 
dige verzamelingen o-ere•en; deze eindige ordetype3;1 kunnen we ,du~f ~ •. 
duiden door 1, 2.,3,. i. enz. Hierui t ziet men duideiijk de dubbele. be 
l!:enis van de na:tutirl:ijke getallen, n .. l. -a.ls kardinaa,lg~tal en al.~~0 
type •. Het ordetype · van .de natuurlijk:e getallen ( in .de· na,¥u1.1rlii~<· 
orde) wordt aangedu:id door w, ·b.et .P~etype van de., ve~ml~l:t: ; ' 
1) door *w. A.lgemeen: :i,s r het orde_type ·van een_ geo~~.vef, _ 
M, dan 1~ ·!µ. het ordetype van, de ver~ameli:ng,. dJ.e. ¢9~~. o-n:IJt~~ing 
orde van M ontstaat. Het ordetype va.n, .. d~ ratlon.~l;.~tiji,l~~lerr ~~t,:'~ 
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tuurlijke volgo:i:-de) duidt men aan door '?,, dat van de reele getallen 
_tin de natuurlijke volgord.e) door A • 
~en soortgelijke ordenillg van de ordetypen, zoals dat voor de kardi·­
naalgetallen mogelijk blijkt te zijn, is niet mogelijk. Twee ordetyp0n 
zijn in het algemeen onvergelijkbaar. Een bijzondere verz.am;,,;.ling- van dB 
ordetypen, de zg. ordegetallen blijke~ wel voor ordening vatbaar te 
zi.jn ( daarover straks). . ... 

Ir.. ~_:;:k;in~en. 
Optelling van ordetyp~n: ~ijn Men N twee geord.ende verzamelingent zon~ 
der gameenschappelijke elemante.n, aan verstaan we onder l\i.!+N d.a georden:-~ 
cg verzameling, best'lande ui t de elementen van M en die van 1:f, terwijl'. ·.·· 
1 de ordening van de elel9-0nten ·vap, M orJ.verand.erd 'blijft, avenals di~:••. 
van de element en van N, 2 elk element van M aan elk elemant van N --.: 
afgaat. Is p het ordetype van M, v dat van N, dan verstaan we enderµ,+ 
het ordetype van M+N .. Deze de:finitid van p+v blijkt onafhankelijk te .· 
Zijn van de keuze van de representanten van beiqe ordetypen. Voorhe~l­
dan: 1 + W = w; 1 + w /= W+ 1; voor eindigo n geldt: n + w =(.,.)en 

, ~w + n =11'4). 
J Hat. ordetype van ( 1 ,3, 5, ••. 2., 4, 6, q . ) is ,.,+ t-1) • Do optelling is a.sso-

oiatief, in het algemeen ni~t oommutatief. 
Ve:rmenigvuldiging van ordety:pen: tijn M en N twee goorde.nde vsrzamelin•·"' 
gen zonder gemeenschappdl:i.jke dlem(:;lnt1.:.1n, ;.t.en Vhun ordetypen. Onder 
het"geordende product" N x M verstaat men de geordende verzamoling van .. ¥ 

de paren (m,~), waarin m uit M, n uit N, terwijl de ordening naar de , 
eerste verschillen geschiedt. Onder hclt product )) x µ van de ordety_pdn · 
µ.. en 'V verstaat men (per definitie) het ordetype van het geordendd J?ro­

duct N x M van twee representanten. Dl3 productvorming is asirnciaticlf, ·· 
maar niet steeds commutatief ( b. v. is 2 . lJ I= GJ. 2l · De distributiev~ . 
wet geldt niet, als de eer.ste factor een som is, w~l als de twoede fact.or 
E:en som is. 

'11. Ei enscha 
Hee een geor en e verz. geen c1.n e eman en, dan noemt me.n de verz. 
open. Een open verz. is dus niet eindig. ten open verz. kan slechts mot 
een open verz. geord. -isom- zijn. Vb. van open verz .. ~ het :type ... "'1.J + uJ · ;, 
Hebben twee elamentian m1 en m? van een geordende verz. M da eigenschap ... · 
dat tussen hen geen element van M ligt, dan h1;;ten ze naburigo elemen'tell;:--
tis m1 C m2 , dan noemen we m1 vocirganger v3.n m2 en m2 opvolger van m1 •·· " ·. 
Een geord. verz. heet dicht georde.nd, wannaer hij mI.nstens tV1c!u 0lem0n- , 
ten bevat en gecn naburige el~ment~n bevat. De 1aatste voorwaarde kan. 
men ook vervangen door: tussen elk tw0ctal Gl~me.nten van de verz. ligt 
minstens nog een elcimont van de verz. ~on dichtgeord'qnde verz, -kan · _ 
slechts met een dichtgaordende verz. geord .. -ieom. zijn. Door G. Ca11tor i$',. 
bewezen: .A.lle open en tevens dichtg0ordende v~rz., die aftelbaar zijn, <'.:"1.1 
zijn geordend-isom. DaarmcE: is .de { op da natuurlijke wijze geord. )" Vdr~.: .,~ 
van de rationale getallen g~karakterizeerd zonder van dezG ,ge~allen g_d .... :,:,~r 
bruik te maken.• Voor de ree"le getall~n bestaan ook eenvoudigc kentllBr:ken; :1;1: 
(zia: :ill• Kamke, :Mengenlehre en A.Fra0nlcel:, Einlaitung in die MengQn~ · "'?:,~ 
lehra). ;:,if:, 

; ,,,:,' ~~>J{~ 
, VTelgeord.en4't verzamelingen.. . . , ·. ·. • ;,:, :'1i: 
De natuurl1.Jke getallen, georde.nd op de natuu.rl1Jka wiJze, hebben d~~ 
gensch9;p, dat elke niet-lege deelverz~ een derste 1;;:;le~nt bozit, e~~,;t 

. eigenschap, die een goordende verz. i.n het •algemeen niet be~tt .. >'::''. ;::·t 
Defini tie. Een 3eordende verz. M, die de eigensqhap bJ'Z-it, dat ,.G};lfkr{ \:; 
n:L~t,;_lege delllverz. e~n eersto elumant b~vat, he.et een wslgeord~.tl«-i ·· 
In het bijzonder he0:ft dus M een eersta elemGnt. Elke eirid,:it$e y~i,z; · 
;welg;eordend, de verz. ( ••• 3,2,1) is niet welgaol;'d~nd. ~> . .;:,· ,,'.'.i';' 
In aen welgeord. verz. heeft elk el0ment 0dn opvolge~ .. ij~ir g~o:i;ti 
1sonrol,'phe beeld,- 1ian een welg.~ord. ver.i. is wa:er ~en ,.j~ibllder.t1fb 

'• .:·:.'>, "·,:\·, . , ' ·,, 
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Onder een ordegetal verstaat men het ordetYJ?e van een. welg0ord. verz. 
Voor een eindige verzameling vallen de begrippen kardinaalgeta~~ orde-· 
t~,pe en ordegctal. samen. Voor oneindige verzamalingen kun3;0n b1J esn- ,, 
zelfde kardinaal12'eta1 verschillende ordetypen optreden. :uoals het mogi::. 
lijk is om kardi~aalgetallen te ordenen, zo blijkt hat ook mogelijk 
te zijn om ordinaalgetallen op een "natuurli~~e"wijz~ te ord~nen, zo-\ 
dat voor elk tweetal ordGgetal lGn hoogstens een van de relaties /'!" C. 'iJ 
µ..,:=:.-vof }l ))} geldt. Daarbij wordt afgesproken fl- c)), wanne~r voo1; twae 
tDpr0sentanten Iv1 en N (met ..,,rdegatnlL.:n fl an v) geldt ~ M is geo~dend­
isomorph met een de~lvcrz. van N, bestaanda uit de elemo~~en,_di~ aan 
een zakere n van N voorafgaan. Georg Cantor zag de mogel1Jkhe1d om vo9~ 
elke verz. een welordening tot stand. te breugen. als een ~enknood_~akeliJ 
heid. Een werkelijk bc:wijs van de z.g. welorden1.ngsstell1ng gaf .lli• 

ZermE?lO in 1904. 

V. Enke le toeEas si:r:tf~P· . . . . . . . . ·· .. ··· 
Geordenae verzame ingen ontmoeten we op velerlei terrein 1n de w1.skunde 

· Voor de opbouw van de meetkunde is het noodzakelijk, dat axioma 1 s be­
treffende de ordening van de punten op een lij.n worden ingevoerd. In de 
meetkunde nu wordt meestal het begrip ordening ingevoerd met behulp vau 
het begrip "is gelegen tussen11 • i:;uclides spreekt noch van ·11et een noch 
van het andere begrip. Het schijnt, dat eerst Gausz (in ean brief aan 
Bolyai) in 1832 voor de opbouw van de meetkunde de noodzaak inzag van 
ee.n behoorlijke formuleri.'.1g van de½e begrippen. Wij dar;.Len echter aan 
M. Pasch ( Vorlesungen i.iber neu,;rv Geom8trie) het earstc st0lsel axio-
ma Is, dat deze relatj.es kr;;11n1erkt. Do.a:r·ua wijdden Peano, Veronese, Hilbert 
en anderen opnieuw aa~da0ht aan dit ondorwerp. 
Voor de z.g. tttussenaxic.ma' s 11 raad.plege men B.L. van der vraerden, De +o-" 
gische grondslagen der euklidische meetkunde (P .. Noordhoff, Groningen). 

In de algebra t~eden geordende verzamelingen op, terwijl dan meestal 
nog betrekkingen tusBG:n de bewerkiugen en de ordE::ning verr adersteld wor­
den te bestaan. Zo verstaat men onder een geordende groep een groep> 
waarvan de elementen erikelvoudig geordend zijn, terwijl uit a C. b en voor 
elke c geldt: a. c C b. a .. Onder een geordend lichaam ver~taat men een 
lichaam waarvan de elementen een enkelvoudig geordende verzameling vor­
men, terwijl mi.t a c b en voor elke c geldt a+c c b+o, terwijl voor o <.: c ' 
bovendien geldt: ac C be. 
Voor verdere onderzoekingen over geordende verzamelingen in de algebra 
raadplege men de li tteratuur in B .L .. v .d •1ilaerden, Mod.erne Algebra r. 
De onderzoekingei .. van de laatste twintig jaar hebben een merkwaa'.!:'dig 
fait aan het licht gebracht, n.l. dat men in verschillende takken van 
de wiskunde dezelfde ecnvoudige en fundament8le betrekkingen tussen dt:: 
elementen, waarmee men zich bezig houdt, ontmo8t. Nlen komt ze tegen in 
de verzamelingsleer, in de groepentheorie, in de getallc.mtheorie, in d0 
:p~ojec~ieve m~etkun<!e, in de topologie, in de waarschijnlijkheidsreke­
ning, in de wiskundige logica, in de quantenmechanica, ate. 
Het gaat hier in het bijzonder om de relatie van geheel tot dE:el of om 
andere relaties, die dezelfde formel0 eigenschapp011 hebben als. eerstga,­
no~mde. We weten nu, dat het juiat d.ie relaties zijn, die aan de elamen-· 
taire opbouw van al deze g~bieden van de wiskund0 ten g1ion"'slag liggen, . 
Earst eon twir-slgtal jaren geladen zian w0 voor hct eerst 0en doelbewus-t~ 
ontwikkeling van een algemene theorie over deze relaties in de wiskund1:tf? 
nauwkeuriger ge zegd: een studi.a van de verzamelingen, waarvan de eL.:.u;n.e.u;n 
t~n o:nder~~ng verbonde1:1 zijn door d~ze relatics. De eerste. s .. •.hr·e·d·en ope.· .·······'·· 
dit pad ZJ.Jn van Dedekind ( 1900), die aan dergelijke verzamelingon d.G ... ;:, 
naam duaalgroep gaf; eG,n systematisch0 studie werd eerst veal later ol'i""'d.L 
dernomen, . door Menger ( 1928) , die de naam O sys.teem van di.Q.geil''. beda,eJ:it;:, !: 
door G •. Birthoff ( 1933), die de voorkeur gaf aan de ~aam '!latticetl e:n: :'.'i'.r{,, 



'.j 
--4- '·~);~~ 
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die over dit onderwerp zijn '~heory of lattices" sohreef, doo;-.o.ore ',:~ 
( 193 5), die over" atruoture" spreekt, even.a.ls de Fransen, terwiJJ. de · ·, 
Dui tse li tteratuur van 11 Verband ii spreekt.. Men moet een structuur ( of Il~f,:~ 
werk) opvatten als een verzameling van elementen, aangeduid door S, -0.t~ 
aan de volgende eisan vold:oet: . · ' ?':J 
1. S bevat paren elementen a en b, waarvoor een relatie a~ b bestaat, .. {':~ 
zodanig, dat a~ a, uit a~ b, b? a. volgt a=b, terwijl de relatie verd~t- ,~ 
nog transitief moet zijn .. Op grond van deze relaties noemt men S een.•g~,;; 
deeltelijk geordende verzameling. Men dient nl. te bedenken, dat niet·~ ~(;i,, 
voor elk paar elementttD van S een orderelatie behoeft te bestaan. Z:1;;~,.;;}~ 
M bv. een verzameling, dan wormen de deelverzamelinge:ri van M een gedeef:ll'if 
t.elijk geardende verzameling, wanneer de orderelatie bier. d.e betekeni,$ ,;;~ 
van inclusierelatie heeft. · · ... ·1'"'.1: 

. In vele gedeeltelijk geordende verzamelingen blijkt, dat voor elk pa~ 't1 
elementen a en b uit s, al bestaat er ook geen orderelatie voor hen, ee.:i.t 
paar elementen in S bestaan met eigenschappen, die ons het recht gf;lve+.1 · 
om er de namen product en som aan te geven. Daarom worden d~ volgende 
voorwaarden gesteld: · 
2. Voor elk tweetal elementen a en b bestaat een element a.b van S, 
het product van a en b, zodanig, dat a.b ia, a.b ~ b en dat elk ele­
ment c, dat zowel aan a als aan b vQorafgaat, ook aan hun product voor­
a:fgaat; 
3.. Voor elk tweetal elementen a en b van S be staat een element a+b, . 
eveneens van S, genaamd de som, zoda11ig, dat zowet a als b a.an a+b voor­
afgaat, terwijl elk element e, dat door a zowel als door b wordt voor­
af'gaan, ook door hun som wordt voorafgegaan. 
De voorbeelden van verzame11ngen mat deze eigenschappen liggen voor 
het g;rijpen: . . . 
De deelverzamelinge:p. van de ruimte voldoen aan alle eisen; de verzam.El..;. · 
ling van alle ondergroepen o:f van alle normaaldelers van eo11 grocp G, i:i.... 
de wiskundige logica de verzameling van alle uitspraken. D~ze laatste 
structuur is bovendien de eerste, die onderwerp van studie was, nl .. door 
Boole (1847) e~ door Peirce (1867). 

X. XX 


