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§1.Inleiding.
De wiskunde hecht aan n=2t begrip "orde” een betekenis, die het beste
door “rangschikking" kan worden omschreven. g
Definitic: Een verzameling M wordt (enkelvoudig) geordend genoemd, wan-—
neer voor elk tweetal elementen een relatie bestaat, die wordt voerge- .
steld door het symbool £ (uitgesproken: "is bevat in", "is kleiner dan"
"ig deel vdn® of “gaat vooraf aan", enz.) en die aan de volgende voor-
waarden voldoet: : )

1°.aga ; 2% a b en b & a sluit in: a =b; 3. a £,
bgc - acec. ‘ ;
Opmerking: Wanneer a ¢ b en a . b, schrijven we acCb.
Voorbeelden:
1. De rij der natuurlijke getallen 1,2,3,..., waarin umen aan a € b de

4

betekenis van a € b tockent. Ye spreken in dit geval van de natuurlijke
£

getallen in hun natuuriijke volgorde.
g. Dg rij der natuurlijke getallen als volgt gerangschiikt: 1,3,55.4.4
4 £ e : ‘ ; it
E A S
3. De verzameling van de getallenparen im;n), waarin m en n gehele ge—~
tallen voorstellen, terwijl (m,sn,) & (my3n,), wanneer m, C
m;g a!x1 ¢ n, (ordening naar e derste vgrséhillen of le%
orde -

m, Of ,
icog%aphisch&
ing). 5

ben willekeurige gegeven verzameling behoeft niet geordend te zijn.
Op de vraag, of het mogelijk is een gegeven verzameling steeds te orde-
nen, volgt straks het antwoord. Voor geordende verzamelingen bestaat een
gegrig, dat het karakter van gelijkheid voor geordende verzamelingen

etreft. ‘ S e
Definitie: Men noemt twee geordende verzamelingen M en N geordend iso-
morph wanneer het mogelijk is om M en N een een-duidig.op 'elkaar af te
beelden, terwijl die afbeelding de orderelaties onveranderd laat, d.w.
z. als men, en me«sn, en my g m,, dat dan ook n & n, (en omgekeerd ‘
moet uit n,’c n %ok olgen m % m,) Schrijfwijze M ¢AN. A ‘ '
Geordend iéomorghe verzamelinée _z@jn dus steeds gelijkmachtig. Alhoe-
wel echter de geordende verzamelingen M = (1,2,3,4,+..) en N = (vooy3y
2,1) gelijkmachtig zijn, zijn ze geenszins geordend-isomorph, want het 22
beeld van 1 (uit M) moet in N een element zijn, dat aan alle cijfers van
N voorafgaat. ) ‘ o
Twee eindige verzamelingen, die gelijkmachtig zijn (dus evenveel eleme
ten bevatten) zijn ook steeds geordendi-isomorph, hoe men ze' 0ok rang- -
schikt. Evenuls gelijkmachtige verz. door hetzelfde kardinazalgetal wor-
den gekenmerkt, heeft men voor geordend-isomorphe verzamelingen afge-
sproken; Twee eindige verzamelingen "bezitten hetzelfde ordetype” dan
en slechts dan als ze geordend-isomorph zijn. Omdat twee gelijkmacht
ge ¢indige verzamelingen steeds geordend-isomorph zi: n, komen met Ge
eindige kardinaalgetallen omkeerbaar eenduidig de ordetypen van de e
dige verzamelingen o~ereen; deze eindige ordetypen kunnen we dus aan
duiden door 1,2,3,.:. enz. Hieruit ziet men duidelijk de dubbele bet
kenis van de natuurlijke getallen, n.l. als kardinaalgetal en als ord
type. Het ordetype van de natuurlijke getallen (in de natuurlijke v
orde) wordt aangeduid d&oor ¢y, het ordetype van de verzameling (.
1) door *w. Algemeen: is m het ordetype van een geordende versz
M, dan is *u« het ordetype van de verzameling, die door omkering va
Orde van M Ontstaat. Het ordetype van de rationale getallen (in de n




-2

tuurllgke volgorde) duidt men aan door Qﬂ dat van de recele getallen
(in de nat uurllgke volgorae) door A .

Zen soortgelijke ordening van de ordetypen, zoals dat voor de kardi-
naalgetallen mogelijk blijkt te zijn, is niet mogelijk. Twee ordetypen :
zijn in het algemeen onvergelijkbaar. Ben bijzondere verzamsling van de
ordetypen, de zg. ordegetallen blijkenm wel voor ordening vatbaar te
zijn (daarover straks).

. Bewerkingen. g
Optelling van ordetyp@n° 4ijn ¥ en N twee geordende verzamelingen, zon-
der gemeenschappelijke elementen, aan verstaan we onder Ii+N de georden—
ég verzameling, bestzaande uit de elementen van M en die van N, terwijl -

de ordening van de elcgunten van i onveranderd blijft, svenals dis
van de elementen van N, 2° elk element van ¥ aan elk element van N voor-
afgaat. Is 4 het ordctype van M, ¥ dat van N, dan verstaan we onder{w+¥‘
het ordetype van M+N. Deze definitie van s+V blijkt onafhankelijk
- zijn van de keuze van de representanten van beide ordetypen. Voorbecl-
dmr 1T+w=0wW; 1 +0OFA W+ 1; voor eindige n geldt: n +0 = & eén
*od + n =% ,
§Het ordetype van (1,3,5,...2,4,6,...) is @+ ¢ . De optelling is asso-
ciatief, in het algemeen nict commutatief.
Vermenlgvulalglng van ordetypen: Zijn i ¢n N twee goordende verzamelin-
gen zonder gemeenschappelijke c¢lementen, /LQﬂ'VhUﬂ ordetypen. Onder
het"geordende product" N x M verstaat men de geordende verzameling van
de paren (mgn), waarin m uit M, n uit N, terwijl de ordening nasar de
eerste versehillen geschiedt. Onder het product Y x s van de ordetypen
&Q.en‘ﬂ verstaat men (per definitie) het ordetype van het geordende pro- -
ct N x M van twee represeuntanten. De productvormlné is associatiedf,
maar niet steeds commutatief (b.v. is 2 . W £ W.2). Dde distributicve e
wet geldt niet, als de cerste factor cen som is, wel als de tweede factor
¢en som is.

ot}

%I migenschappen van de geordende verzamelingen.
Hbeft een geordende verz. geen cindelementen, dan noemt men de Versz.
ope men open verz. is dus niet eindig. ken open verz. kan slechts met
een open verz. geord.-isom- zijn. Vb. van open verz.: het type'“ksﬁvu)'
Hebben twee elementen m, en m, van een geordsunde verz. I de eigenschap
dat tussen hen geen elbment vgn M 1ligh, dan heten ze naburigs elenmnisn*y‘
tis m, C Do dan noemsn we 4 voorganger van o, &n I opvolger van m
Een eord v¢rz. heet dicht geordend, wanncer hlw mgﬂstpns twee ele pn~-‘v
ten bevat en gecn naburige elementen bevat. De laatste voorwaarde kan
men ook vervangen door: tussen elk twestal clementen van de verz. ligt
minstens nog een element van de verz. kon dichtgeordende verz, kan o
slechts met ecen dichtgeordende verz. geord.-isom. zijn. Door G.Cantor is -
bewezen: Alle open en tevens dichtgeordende verz., die aftelbaar zijn, .
zijn geordend-isom. Daarmee is de (op de natuurlijke wijze geord.y verz.
van de rationale getallen gukarakterlzpurd zonder van deze. gesallen go-.
bruik te maken. Voor de reele getallen bestaan ook ecenvoudige kenmerken
§21 .)b. Kamke, Mengenlehre en A.Fracnkel:, Binleitung in die Mengen-
ghre ‘

#

Welgeordende verzamelingen. ‘ \

DS natuurlijke getallen, geordend op de natuurlijke wijze, hebben de uf
genschap, dat elke niet-lege deelverz. een cerste eclement bezit, een i
cigenschap, die ecn geordende verz. in het ‘algemeen niet bezit.

Definitie. Een zeordende verz. M, die de eigenschap bezit, dat. elke
niect-lege declverz. een eerste element bevat, heet een welgeordenﬁu
In het bijzonder hesft dus M een esrste elumamt. Blke eindige vbra.

1 welgeordend , de verz. (...3,2,1) is niet welgeordend. -

In gen welgeord. verz. heeft elk element ¢en opvolger. Het gbordaﬂd
isororphe teeld van een welgeord. verz. is weer ten welgeordende verz
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der een ordegetal verstaat men het ordetype van een‘welgeord.'verz.
%gor een eindige verzameling vallen de begrlppen;kard1naalgeta}¥ orde~
tvoe en ordegetal samen. Voor oneindige verzanelingen kungcn blij een- E
zelfde kardinaalgetal verschillende ordetypen optreden. uoal§ het moge.
lijk is om kardinaslgetallen te ordenen, zo_pllgkﬁ_het ock mogelijk .
te zijn om ordinaalgetallen op <sn "natuurlijke'wijze te‘ordggen, %?;
dat voor elk tweetal ordegetal len hoogstens één van de relaties A )

=Yof A IV geldt. Daarbij wordt afgesproken.f&c?V, wanneer voor twgu

epresentanten M en N (met erdegatallen M en ') geldt? g is geog@en -
isomorph met e¢en declverz. van N, bestaande uit de elcmugﬁen,‘dlc aan
ean zekere n van N voorafgaan. Georg Cantor zag de mogelijkheid om voor
elke verz. een welordening tot stand te brengen als een @Gﬂk@OQ@Eak@llw&;
heid. Een werkelijk bewijs van de z.g8. welordeningsstelling gaf i. Yo
Zermelo in 1904.

V. Enkele toepassingen. o ) R
Geordende verzamelingen ontmoeten we op velerlei terrein in de wiskunde.
Voor de opbouw van de meetkunde is het noodzakelijk, da? axioma's be-
treffende de ordening van de punten op een lijn worden ingevoerd. In de
meetkunde nu wordt meestal het begrip ordening ingevoerd met behulp van
het begrip "is gelegen tussen?. wuclides spreskt noch van het een noch-:
van het andere begrip. Het schijnt, dat eerst Gausz (in een brief aan
Bolyai) in 1832 voor de onbouw van de meetkunde dg.noodgaak inzag van
een behoorlijke formuleriag van deze begrippen. Wij danien echter~§an
M. Pasch (Vorlesungen iiber neucrv Geometrie) het eerste stelsel axio- e
ma's, dat deze relaties honmerkt. Daarna wijdden Peano, Veronese, Hilbert
en anderen opnieuw aandacht aan dit onderwerp. | , )
Voor de z.g. "tussenaxicma's®” raadplege men B.L. van der Waerdgn, De lo-
gische grondslagen der euvklidische meetkunde (P.Noordhofj,Gronlngen). .

Wb

In de algebra treden geordende verzamelingen op, terwijl dan meestal :
nog betrekkingen tusscn de bewerkingen en de ordening vertvadersield wor-
den te bestaan. 2o verstaat men onder een gsordende groep een groep,
waarvan de elementen erkelvoudig geordend zijn, terwijl uit a € b en voor
elke ¢ geldt: a.c¢c C b.c. Onder ecen geordend lichaam verwtaat men een
lichaam waarvan de elementen een enkelvoudig geordende verzameling vor-
men, terwijl uit acb en voor elke ¢ geldt a+c € b+c, terwijl voor o c
bovendien geldt: ac ¢ be.

Voor verdere onderzoekingen over geordende verzamelingen in de algebra
raadplege men de litteratuur in B.L.v.d.Waerden, Moderne Algebra I.

De onderzoekingeil. van de laatste twintig jaar hebben een merkwaardig

feit aan het licht gebracht, n.l. dat men in verschillende takken van

de wiskunde dezelfde esnvoudige en fundamentele betrekkingen tussen dc
clementen, waarmee men zich bezig houdt, ontmoet. Men komt ze tegen in

de verzamelingsleer, in de groepentheorie, in de getallentheorie, in de
projectieve meetkunde, in de topologie, in de waarschijnlijkheidsrcke-~
ning, in de wiskundige logica, in de guantenmechanica, etc. s
Het gaat hier in het bijzonder om de relatie van geheel tot deel of om
andere relaties, die dezelfde formele cigenschappen hebben als serstge~ .
nocmde. We weten ni, dat het juist did relaties zijn, diec aan de elemen-
taire opbouw van &l deze gobieden van de wiskunde ten gronislag liggen. °
Herst ecn twiptlgbtal jaren geleden zien we voor het cerst cen doelbewuste
ontwikkeling van een algemene theorie over deze relaties in de wiskundes
nauwkeuriger gezegd: een studie van de verzamelingen, waarvan de elcme
ten onderling verbonden zijn door deze relatics. De eerste schreden op
dit pad zijn van Dedekind (1900), die aan dergelijke verzamelingen d¢
neam dvaalgroep gafy eecn systematische studie werd eerst veel later on
dernomen, door Menger (1928), dic de naam “systeem van dingen” bedacht
door G. Birkhoff (1933), die de voorkeur gaf aan de naam "lattice" en
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die over dit onderwerp zijn "™heory of lattices" schreef, door O.0re ., @
(1935), die over®structure" spreekt, evenals de Fransen, terwijl de .
Duitse litteratuur van "Verband® spreekt. Men moet een structuur (of unst:
werk) opvatten als een verzameling van elementen, aangeduid door S,~dlﬁ
aan de volgende eisen voldoet: ‘ e
1. S bevat paren elementen a en b, waarvoor een relatie a§b bestaat,
zodanig, dat a$ a, uit aS b, b&a volgt a=b, terwijl de relatie verder
nog transitief moet zijn. Op grond van deze relaties noemt men S een ge
deeltelijk geordende verzameling. Men dient nl. te bedenken, dat niet
voor elk paar elementen van S een orderelatie behoeft +te bestaan. Zij .
M bv. een verzameling, dan wormen de deelverzamelingen van M een gedeels
telijk geordende verzameling, wanneer de orderelatie hier de betekenis
van inclusierelatie heeft. ‘ S
In vele gedeeltelijk geordende verzamelingen blijkt, dat voor elk paar
elementen a en b uit S, al bestaat er ook geen orderelatie voor hen, eea
paar elementen in S bestaan met eigenschappen, die ons het recht geven -
om er de namen product en som aan te geven. Daarom worden de volgende
voorwaarden gesteld: o
2. Voor elk tweetal elementen a en b bestaat een element a.b van I,
het product van a en b, zodanig, dat a.b € 85 2a.b ¢ b en dat elk ele-
ggnt c, dat zowel aan a als aan b vgorafgaat, cok aan hun product vOoOr-
gaat; :
3. Voor elk tweetal elementen a en b van S bestaat een element a+b, :
eveneens van S, genaamd de som, zodanig, dat zowel a als b aan a+b voor-
afgaat, terwijl elk element ¢, dat door a zowel als door b wordt voor-
afgaan, ook door hun som wordt voorafgegaan.
De voorbeelden van verzamelingen met deze eigenschappen liggen voor
het grijpen:
De deelverzamelingen van de ruimte voldoen aan alle elsen; de verzame~
ling van alle ondergroepen of van alle normaaldelers van ecn groep &; iu
de wiskundige logica de verzameling van alle uitspraken. Deze laatste
structuur is bovendien de eerste, diec onderwerp van studie was, nl. door
Boole (1847) en door Peirce (1867). . :

X X X




