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Blz.1. 

Voordracht door Dr W.T.van Est in de serie 
elementaire onderwe~pen van hoger standpunt belicht op 

20 October 1954. 

Groepui tk.e.l_dingen en Jlet oppery]&_kt~p in,~_.de elemen-: 
taire meet~nden. 

1. yroepuitbreidingen. 
Gegeven twee groepen Gen A. Een _g;roep uit.~rfil-ding ~

G door A is een groep E met homomorphisme ~ (notatie: (E,~) ) 

zodat ( 1) AcE ( op isomorphie na), ( 2) C? homomorphisme van E 
QJl G, ( 3) A is kern van t. 

We veronderstellen van nu af aan dat A cU111Tiluta~ief is. 
Een ui tbrei ding ( E, ¢) van G door A heet _2§ntr_?,J:..~- ui tbre=1,

ding als A crentrum ondergroep van Eis. 
We houden ons alleen met centrale ui tbreidingen bezig .• 
De centralc uitbreiding (E,~) (van G door A) heet ~riviaal 

als E het directe product van Gen A is, en¢ het canonieke 
homomorphisme van E op G. 

Een dwarsdoors.ne~e of selector van een centrale uitbrei
ding (E,~) is een functie u: G-+E zodat ¢u = identieke 
afbeelding. 

De correctie factor van een selector u is de functie f 
van 2 variabelen op G met waarrlen in A gedefinieerd door 
u(xy) = f(x,y) u(x)u(y). 

Een correctie factor f voldoet aan de functionaal verge-
lijking (*) f(x,y)f(xy,z) = f(x,yz) f (y,z) • 
Iedere oplossing van(*) heet 2-cocyclus op G met waarden in 
A. De correctie factoren zijn dus o.a. 2-cocycli. 

Stelling. Bij iedere 2-cocyclus f is een centrale uitbreiding 
(E,1>) van G door Ate vinden en een selector u hiervan zodat 
f correctie factor van u is. 
Bewi js: Laat E zijn de verzameling van alle paren (x,a) , xe.G, 
ae A. 
Definieer vermenigvuldiging in E door (x,a) (y,b) = 
( xy, f ( x , y) ab ) • E is dan o.c-n gr o e p. Ne em q> ( ( x , a) ) = x 1 

en stel u(x)= (x,1)~ 
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(E,t) is centrale uitbreiding van G door A, waarbij A ge1dentifi
ceerd wordt mot de verzameling van alle (1,a) • u is een selector van 
(E, ¢ ) met correctie factor f. 

Er bestaat dus geon verschil tussen correctie factoren en 2-co
cycli; we houden alleen maar do laatste term aan. 

vVe schrijven de groepoperatie in A voortaan addi tief. ( *) kan 
dan horschreven warden door 

(*) f(y,z) - f(xy,z) + f(x,yz) - f(x,y) = o. 
Van een functie h van 1 variabele op G met waarden in A wordt de 

~~nd 6 h gedef inieerd door 

ah (x~y) = h(y) - h(xy) + h(x1. 
_§_~. Zijn u en u' selectoren van een centrale ui tbreiding ( E1 cp ) 
met bij.behorende 2-co cycli f en f' dan is f - f' een corand. Verder 
is bij iedere corand ah een selector u 11 te vinden zoda:t f + oh bij
behorende 2-cocyclus is. 

Necm in het bijzonder de triviale uitbreiding (E 1 ~ ), en voor u 
het canonieke isomor:phisme G---+ E. Ui t bovenstaand e stelling volgt dan? 
dat iedere corand 2-cocyclus is. 

De 2-coc79li vormen bij optelling 
coranden een ondergroep B vormen. Z/B 

een abelse groep Z waarvan de 
0 heet ~logi_e gro..§.:Q_ van 

G met coefficienten in A, of fil'08] v~n centrale uitbreidingen van G 
door A. 

2. Groepui tbreidi:ngen van Lie_ gr9_~pen.. We veronderstellen nu dat G 
en A Lie groepen zijn. Aan de centrale uitbreidingen (E, ¢) van G door 
A stellon we dan nag de volgende eisen: (4) Eis een Lie groep, (5) A 
is een afgesloten Lie ondergroep van E 1 ( 6) ¢ is een continu homo-
morphisme. 

Een centrale uitbreiding (E, <p) van G door A heet l.9...ca.,,QJ. triv_i_~l 
als er een omgeving van de identiteit in E is 1 die direct product is 
van een omgoving van de identi tei t in A en een .locale gro_e12 U zo danig 
dat U door ¢ topologisch 01) een omgeving van de identi tei t in G wordt 
afgebeold .. 

Stelling. Als G enkelvoudig saITenhangend is, is een centrale uit
breiding (E, ¢) dan en slechts dan (globaal) triviaal als hij locaal 
triviaal is. 
Bewijs~ Nood~aaki Du.idelijk. 
Voldoend?: De door U voortgebrachte ondergroep G overdekt G. ¢ is de 
11 overdekkingsproj ectie 11 • Door toepassing van monodromieprincipe ku.n
nen we e:en continue selector u : G• G vinden, zodat u q> ( U.) = U ~ uG 
is een groep en E is direct product van uG en A. 
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StelliIIB.,:. Bij een continue 2-cocyclus f is een centrale uitbreiding 
(E,~) van G door Ate vinden en een continue selector u hiervan, zo
dat f de bij u behorende correctie factor is. 

Echter is het in het algemeen nict mogelijk om bij gegeven cen
tralo uitbreiding (E, $) een continue selector te vinden. Dus beschrij
ven de continue 2-cocycli slechts een beperkte klasse van centrale 
uitbreidingen. 

We noteren nog 
Stelling. Bij iedere corand Sh van e-en continue functie h hoort een 
continue selector van de triviale uitbreiding waarvan oh de bijbe
horende 2-cocyclus is. Om.gekeerd laat iedere 2-cocyclus van een con
tinue selector van de triviale uitbreiding zich voor stellen als een 
o h met continue h. 

3.Homogene functies. Zij V oen verze.meli:qg waarin Gals transforma
tie groep opereert. Een functie F van n + 1 variabelen op V met waar
den in A heet Domogeen als F(gv0 , ••• ,gvn) = F(v0 , ••• ,vn) voor iedere 
g e G, en ie der o v , ••• , v e V. o n 

We nemen nu V = G, en laten G door links vermenigvuldigingen op 
zichzelf werken. We definieren een betrekking F~f tussen de inhomo
gene functies fen homogene functies Fop G door de voorschriften 

( ) ( -1 -1 -1 ) F x 0 , ••• ,xn = f x0 x 1 ,x1 x2 , ••• ,xn_1 xn 

f(x 1 , ••• ,xn) = F(1,x1 ,x1x 2 , ••• ,x1x2 ••• xn). 

'Nanneer G en A beide Lie groepcn zijn, warden door de beschreven be
trekking continue functies weer in continue functies getransformeerd. 

De functionaal operator o wordt nu homogeen vertaald door een 
functionaal opBrator ~ mot de definitie vergelijkipg 

AH(x0 ,x1 ,x2 ) = H(x1,x2) - H(x0 ,x2) + H(x0 ,x1) • 

De functionaalvergelijking (*) voor 2-cocycli wordt homogeen 
vertaald door de voorwaarde 

(*) F(x 1,x2 ,x3 )-F(x0 ,x2 ,x3 )+F(x0 ,x1,x3 )-F(x0 ,x1,x2) = o. 

4. Oppervlakte in_dLVlakke ~e.eS_k:unden en c_§_ntrale ui tbreidingen. 
(I) We beschouwen het hyperbolische vlak V, en de groep van congruen
ties(geen spiegelingen!) G van v. G is een Lie groep die als zoda-

o 0 
nig een enkelvoudig sarmmhangendc overdekkingsgroep G bezi t. Laat rr 
het (locaal eene6nduidige) overdekkingshomomorphisme van G op G0 zijn. 
G werkt dan op natuurlijke wijze op V door te definieren g(x)= rr(g) (x), 
voor iedero g e G en x e V. G werkt transi tief op V dus werkt G tran-

o 
sitief op V. Zij S de ondergroep van G die een vast punt o EV inva-
riant laat, dan kunnen we V met G /s identificeren, 



De functie F gedefinieerd door F(x0 ,x 1 ,x2 ) = georienteerd opper
vlak van driehoek x 0 ,x1 ,x2 , is sen homogene functie van 3 variabelen 
op V met waarden in de optelgroep Ader re0le getallen. Aangezien 
V = G/ S kan men Fop natuurlijke wijzc als homogene functie op G be
schouwen. F voldoet echter aan de voorwaarde (*) 9 en definieert dus 
als zodanig een 2-cocyclus op G met waarden in A, en daarmee een cen--• 
trale uitbreiding van G door A. 

Aan de andere kant weten we dat G0 en G tot de zgn. klasse van 
halfenkelvoudigeLie groepen behoren waarvan zich in het algemeen laat 
aantonen dat iederu centrale uitbreiding door een willekeurige commu
tatieve Lie groep A locaal triviaal is. 

In verband met de stellingen uit §2 moet F dus een corand op G 
zijn. Door nadero uitworking blijkt dat deze voorwaarde eon andere 

formulcring is van het feit dat hot oppcrvlak van een driehoek in de 
hyperbolische moetkunde gelijk aan het hoekdefect is. 

(II) Dezelfde beschouwing gaat door mot betrekking tot hot euclidische 
vlak. Het verschil is echter dat de door het oppcrvlak gefnduceerde 
2-cocyclus tot een niet-trivi~le centrale uitbreiding aanleiding geefto 
Dus het oppervlak is niet als corand voor te stellen 1 hetgeen overeen
stemt met het feit dat in de euclidische meetkunde het oppervlak van 
een driehoek onafhankelijk is van de hoeken van de driehoek. 

(III) In de elliptische meetkunde bestaat geen orientering 1 en dus 
ook geen georienteerd tav. congruenties invariant oppervlak. Toch kan 
men aan deze bezwaren tegehloet komen door het oppervlak van een drie
hoek als oen rceel getal mod 2rr te beschouwen. Al het onder (I) ge
zogde blijft doorgaan. Ook hior is weer wegens het halfenkelvoudige 
karakter van G0 en G 9 het opporvlak een corand op G wat natuurlijk 
een andere formulering is van het feit dat het oppervlak gelijk is 
aan het hoekexces. 


