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In de practijk stult men vaak op problemen, waarin één van de
extremen van een functie bepaald moet worden, terwijl de variabelen
moeten voldoen aan een aantal vergeli jkingen en slechts wniet nega-
tieve waarden mogen aannemen., De klassieke wijze van oplossen met
b.v. Lagrange-multiplicatoren cist reeds bij problemen van matige
omvang zeer veel tijd., Mede hierom heeft men gezocht naar methoden,
waarbij de oplossing sneller bereikt kan worden.

Voor het geval de functie lineair is en ook de bijvoorwaarden
lineair zijn, is hiervoor een methode ontwikkeld door G.B. DANTZIG
[4] , welke later 1s aangevuld en verbeteéerd, o.a. door A. CHARNES
[2]7[3] . Het principe waarop deze methode berust zullen wij hiler
beschri jven.

Probleemstelling
Gevraagd de extremen te bepalen van de functie
20:7[()\):[2_1Ck>\.h (/])
onder de bijvoorwaarden
Ay Ay R LI 6.1
: '; (2)
Qg Xg + + OmaXn = b
A, 20 (h=t, . ,n) (3)

L L

1) Deze voordracht is gebaseerd op de lezingen III, IV en V uit [3] .



The Mathematical Centre at Amsterdam, founded the llth of February 1946, is a non-profit
institution aiming at the promotion of pure mathematics and its applications, and is
spensored by the Neatherlands Government through the Netherlands Organization for
Pure Research (Z.W.0.)_and the Central Naticnal Council-for -Applied Scientific Research
“in the Netherlands (T.N.C\.), by the Municipality of Amsterdaem and by several industries.



Aangezien maximum en minimum op analoge wijze verkregen worden,
zullen wij ons hier beperken tot het geval, waarin het maximum be-
paald moet worden.

Wij beschouwen de co&ffici&nten van de variabelen en de rech-
terleden van (2) als vectoren in de m~dimensionale ruimte W; (2)
gaat dan over in

27,7 (4)

waardoor het probleem luidt:

Bepaal die A - grepen met niet-negatieve cotrdinaten ult de
n-dimensionale ruimte U, welke voldoen aan (4) en (1) maximali-
seren.z)

Wij nemen aan dat de rang van de matrix [P,,.....,P,] maximaal
is, Dit is geen belangrijke beperking, want in het geval dat deze
rang lager is en ook de rang van de matrix U%,?“...;HJ lager 1is,
zijn de vergelijkingen (2) lineair afhankelijk, terwijl in het
andere geval de vergelijkingen (2) strijdig zijn.

2., Eigenschappen van de verzameling van toegelaten A's

In het algemeen zal er meer dan één punt X uit W met niet-
negatieve cobdrdinaten voldoen aan (4), dus toegelaten zijn. Voor
de verzameling A van toegelaten punten geldt de volgende stelling.

Stelling 1:
De verzameling A van punten met niet-negatieve codrdinaten uit

UL , welke voldoen aan (4) is convex.

Bewijs: De lege verzameling en een verzameling bestaande uit &én
punt zijn convex.
Voldoen aan (4) de punten A' en A* , dan geldt voor

1) .
2 /\th._.é(ﬂbu-g)At)ph - Eik‘h’Pth(wy)ZAi? -

h= h=1

/\:3/)41&(1*2()/\2 (agy

AN

= b/PO*—(?—‘X)’Po"’P

o 2

dus Xe /A

2) Een punt uit de ruimte W wordt aangegeven door A , eventueel
met bovenindex, wanneer verschillende punten moeten worden on-
derscheiden; benedenindices representeren de cobrdinaten van
de punten uilt W .



Definitie 1:

Een convexe combinatie van k punten X;,....., X, uilt een ver-
zameling 1s een combinatie van de vorm
£
2oy )
i:ief‘ !
waarin

Qé_}i(‘l (L:fr...,:é)

en &

Definitie 2:

Een extreem punt van een verzameling 1is een punt dat niet ge-

schreven kan worden als convexe combinatie van andere punten uit de
verzameling,

Stelling 2:

Het punt A is dan en slechts dan een extreem punt van A, wanneer
de A; >0 , cogfficiénten zijn van vectoren P; , die een lineair on-
afhankeli jk stelsel vormen,

Bewl js:

a) voldoende voorwaarde,

Gegeven: A{,..... ,Ar (kswm)zljn >0 en P,....,P, vormen ecen
lineair onafhankeli jk stelsel vectoren, Indien k<mis, vullen wi]
dit stelsel aan met P, ,,..., P, zodat dan P,,....,%, een basis vor-

men van W, Er geldt dus
m

éxi?ixpo
en wij bewiljzen
JX:(A1r.”,Am,or..wo),
waarin
Mozo (i1, . ..,m) (5)

is extreem punt van A .
Stel er bestaan twee verschillende punten A en A\* zodat dan

ey (- A0 (o<y<1)

Uit (5), y>0 en 1-y>o0 volgt, dat ook X' en A zijn van de gedaante




e

met )\L éO (€=1,2, (::1) ..... m).
S

Dus 1is ékl_ (P,:::(Pa ([:171)

Omdat P,,....,P, cen basis vormen van W, geldt

1 2 .
>\L :XL:AL (L:",)rri)
en dus
XaMo N
wat in strijd is met de gemaakte onderstelling
PP
m.a.w. A is extreem punt van A .

b) noodzakeli jke voorwaarde.

Gegeven: A 1s een extreem punt van A ; de coéffici&nten >o

zijn X,,......,Xp, zodat voldaan is aan
P
;/\\irpi =rPo (6)
Stel P,,..... ,Pp, zljn lineair afhankelijk; dan bestaan getallen
- ,dp , niet alle gelijk aan nul, zodat dan
P
2 d:;%=3 (7)

(=1

> -~ > 2 o
waarin o de m-dimensionale nulvector is,

Uit (6) en (7) volgt voor iecdere positieve £
p

p p
&:éhﬂiké@ﬂ:Z(hié¢W¢

t=1
Wegens A; >0 kan k£ zo gekozen worden, dat alle getallen X = kdi
positief zijn, waarult volgt dat

A

I
T~
>
-+
x
i
o
v
+
A
Q.
T
©

.. .,0)

en

A

]

2 (>\1‘£d13"""1/1-p“£0(p101"'-7o)

beide elementen zijn van A .
Bovendien 1is

1 2
A= L (AN



en dus is A een convexe combinatie van andere punten uit A , wat in
strijd is met het gegeven; B, .. .. ,P, vormen dus een lineair anafhan-

keli jk stelsel vectoren,

Gevolgtrekking 1:
Teder extreem punt van de verzameling A heeft hoogstens m codr-
dinaten # 0.

Gevolgtrekking 2:
Het aantal extreme punten van A is eindig, omdat men uit P,,. ..
-» P, slechts eindig veel verschillende stelsels van lineair
onafhankeli jke vectoren kan vormen. Bovendien is A afgesloten, omdat
in alle voorwaarden & staat en nergens < , Verder kan men bewljzen,

dat een convexe afgesloten verzamcling met eindig veel extreme pun-

ten een convexe polyedecr is; de extreme punten zijn de hoekpunten.

Stelling 3:
Een lincairc functie f(w) , gedefinicerd op een convexe polyeder

K , bereikt de extremen in extreme punten van K , Wanneer een ex-
treem in meer dan &én punt bereikt wordt, heeft §(u) dezelfde waarde

op de gehele convexc verzameling, voortgebracht door deze punten,

Bewl gs s

a) Het maximum wordt in een hoekpunt bereikt.

Laat f(u) het maximum bereiken voor wu=x . Wanneer x een extreen
punt 1s, 1is het gestelde bewezen.

Stel x 1s peen extreen punt. Wij kunnen x schrijven als convexc

2 0 T
combinatie van extreme punten y1r. .y van K

waarin og ¥ <1 ({=1, .. .. ,T)

Omdat § lineair is, geldt
44 2
Fld= f (2 ry) =2 ¥ flyY).

Zij §(y*) egelijk aan het maximum van de waarden f(y‘) (i<1,....,%)
dan is wegens Y. 20 (i=1,....,%)

Fx)=Z yif (v £ £(v5)



en omdat f(x) het maximum is geldt
]C(x):f(yk)a

zodat het maximum ook in een extrecm punt wordt berelkt,
b) Wanneer het maximum M bereikt wordt in de punten x',....,x°
dan wordt het bereikt op de gehele convexe verzameling, voortge-

bracht door deze puntcn.

Ieder punt uit de door xﬂ...A,x’ voortgebrachte convexe ver-
zameling kan geschreven worden in de vorm
e
{
- 2 yoxt,
waarin Yozo (i=t,.....,¢)
>
c= 1
iz1 &

Dan is e

é e
FO)=f (L i) = Zyifed=Z oMM,

wat te bewiljzen was.
Voor een minimum lopen de onder a) en b) gegeven bewi jzen

analoog.

Gevolgtrekkling 3:
Het maximum van %, onder de voorwaarden (4) kan worden bepoald

door de hoekpunten van de verzameling N af te tasten.

Wanneer men de waarde van %, kent in één nhoekpunt, tracht men
daarom e¢en nieuw hoekpunt te vinden, waarin %, e¢en grotere waarde
heeft. Wij laten nu eerst zien hoc men vanuilt één hockpunt een ander

kan bereiken,

3. Methode waarmee men de colrdinaten van ecnnieuw hoekpunt van

kan bepalen, wanneer de cofrdinaten van een ander gegeven zign.

Stel A is het hoeckpunt waarvan de cobrdinaten bekend zijn; wi]
nemen aan, dat M coBrdinaten van A een positieve waarde bezitten.
Laten de co8rdinaten A,,.....,Amn positief zijn, dan is voldaan aan
de betrekking

2 NiP= (8)



Wij noemen A een basisoplossing van (4), omdat Py,..... , P CON
basis vormen van W .
De vectoren P,.... P, kunnen in deze basis worden ultgedrukt
w .
?jz k,xvﬁi (J=1,.....n) (9)

Stel dat één of meer van de coéfficiénten xyu (k >m) positicfl
zijn. WiJj zoeken dan naar een oplossing van (4), waarin de co&ffi-
cient van P, >0 1s; opdat het nieuwe punt A' een extreem punt van
A zal zijn, moet in ieder geval &én van de co&fficiénten van P,,. ...

»P, 1n de nieuwe oplossing van (4) nul zijn (zie gevolgtrck-
king 1).

Wij geven A; voorlopig de nog nader te specificeren waarde §§

en vervormen (8) als volgt:

2 X P- 0P+ 0P =,

of met (9)
m w
2 AP B2 P07 <7,
L= L=

of
m
;(kw@xcdﬂ%—éﬂ) =P, . (10)

De coé&fficiénten van 'E,<‘A.awpk vormen alleen dan een oplossing

indien ze alle 20 zljn, dus als geldt

e

v

o (11)
en

ALAGJCL&_Z_O (L:'\,?m) (/]2)
Voor f2zo en x, <o 1is steeds aan (12) voldaan; voor de
X, >0 moct gelden
<2 (13)
Xik

\
Laat het minimum van de quotié&nten L& alleen bereikt worden

N

voor (=% , dan kiezen wi}j t
b A
Kok

De cotfficient van P, in (10) wordt dan nul.
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De vectoren P,,.. .. P _ ,P...,. . P, en P, vormen weer een

lineair onafhankelijk stelscl.
Was het tegendeen waar, dan was

P = Z{ d: P,

(1549
LN
waarin niet alle d;=o0 zijn.
Hieruit volgt met (9)
m wm "
Z( xikpi "‘Zdl.lpv. = xﬁ;k ’th'l‘ Z;(JC,:,( —.di)‘Pi =0 .
L= t=1 L=
[ X tEr
P ,Pm vormen echter cen basis en dus moet X, -0 zijn, wat .
strijd is met de gemaakte onderstelling Xy >0 .
De vectoren Py,.... P ,P..,,...  ,P,en P vormen dus een 11 r, -

alr onafhankelijk stelsel en de codfficiénten van (10) met

0= 2

Xk
a2 k Py 2 - ~ ({ 1
zljn de cobrdinaten van cenrieuw extreem punt A° van A.

Op deze wijze 1s het dus mogelijk van één hoekpunt van A owv e v
fe springen naar een ander, Er zijn echter twee beperkingen gemmalct =
van de oorspronkclijke greep (X,,... ..,A,) werd aangenomen dat »n
cotfficiénten >0 waren cn bovendien onderstellen wij dat het miviirmam
Al
x.

van de quotitnten (xy >0) bercikt werd voor precies één wo nrdo

van ( . Dit betckcnfkdat ook dec nicuwe oplossing een basisoplos = A n
wordt., Wannecr hieraan nilet 1s voldaan houdt men minder dan m v =
toren Py over, in welk geval mcn het probleem ontaard nocmt, He ©

is dan mogelijk P, uit te drukken in minder dan m linealr onafh oxti-

kell jke vectoren uit Py,... ., P..

4, Constructic van ecn optimale oplossing.

Teneinde cen extrcem punt te. vinden, waarvoor (1) het max i riiin
bereikt, gaan wij na, onder welke omstandicheden %z, toencemt, w m¥i=
neer men van ¢én hockpunt overgaat op cen ander. Hiertoe verge 1l 1 JKen
wij bij de nierboven beschreven constructic de waarden van zo= F (XD

on %J:f(kw:
1’(;:;()\&“QXck)Cc**QCk:Z/\CCi +9<C“'zx“<c‘)

=1 i=1

of

0
o’

2 = %+ 0 (% -%), (1



waarin

"
%= 2 i - (18)
Indien ¢, -%, >0 1s, leldt het overgaan van het oude naar
het nieuwe hoekpunt, d.w.z. het vervangen van P, in de basis door
P, s dus tot een grotcere waarde van de functie_f(k).
In ieder stadium van de berekening doet zich nu één van de
volgende, elkaar uitsluitende gevallen voor,

Wij nemen weer aan, dat A cen basisoplossing is, dat de cobr-

dinaten van A proter dan nul zijn: A4, ..., Amen dat dus . geldt
Py 2 AP (17)

=1

I. Er bestaat een waarde van j s waarvoor ¢ - x; >0 1832 ter-
wijl alle waarden x. ult (9) ({=1,..... ,m) £ 0 zijn.

Uit (12) volgt dat voor icdere positieve @ alle co&fficiénten
in (10) >0 zijgn; 6@ kan dan willekeurig groot gekozen worden en
het maximum van (1) onder de voorwaarden (3) en (4) is oneindig.

IT. Voor iedere j is ¢ -2, £ 0.

In dit geval is het maximum van %, onder de voorwaarden /3)
en (4) bvereikt.

Bewljs:
zij X'= (Af, ..... ,A;) ¢en ander punt ult A, dan is
S 1 PPN
,PO = Z )\h ’Ph " , K"U)
de bijbehorende waarde van de functie 1is
#® = 4
20 = %’\'h Cpo . (/‘))

Met behulp van de ongelijgkheden ¢j-z; 20 cn (16) volgt uit (19)

J

. " , n , " w v "
SRS S SYYC ST 17 3 N S

Verder vinden wij met (9) en (18)
Po:éx&?hrhzﬂk;(éxmﬂ):?{(;kl xi ) P (21)

3) Als een dergelijke waarde bestaat, 1s zeker j:>nn s want voor
m

< =) ° . - P R . = - Lo
J € m peldt: ¢ X = C, L_%xucé_g ¢y =0.
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omdat Py,.....,P, een basis vormen van W volgt uit (17) en (21)
n
)\,: = Z k\: x{h ,
ha4
wat, pesubstitueerd 1n (20), oplevert

" jag)
kofv_&Z‘CE}x(:ZQ,

N 1 ;
zodat voor ieder element X uit A peldt
*
\‘\
][(/\):Zo é_iozf(X).

I1I. Br bestaan één of meer waarden van J s waarvoor ¢ -x; >0
is en voor al deze j geldt dat minstens één van de elementen x>0
1s. In dit geval leidt het opnemen in de basis van een vector P, ,
waarvoor ¢, -%,>0's tol een grotere eindige waarde van de functie.

~ De nieuwe vectoren vormen weer een basls van W en men kan na
het berekenen van de formules (9) en (16) wederom nagaan in welk

van de nrevallen I, II of IIT men verkeert.

Er van uitgaande, dat men een basisoplossing kent, is dus een
methode aangegeven, waarmee men het maximum kKan bepalen in de onder-
stelling, dat men voortdurend m co&ffici&nten A;>o behoudt., Aan-
pezien de waarde van de functie bi) ledere stap toeneemt, 1s het
niet mogelijk, dat men terugkeert op cen basisoplossing, die men
reeds eerder heeft gevonden. Daar bovendien uit n vectoren ?i hoog -
stens (:J verschillende stelsels van m lineair onafhankelijke vec-
toren gevormd kunnen worden, is het aantal basisoplossingen einduiy

en het proces dus 1n een eindig aantal stappen voltooid.

Opmerking
Bij iedere stap wordt de oplossing, het punt A , bepaald door

n-m vergell jkingen van het type
k':o (22)

en m verpell jkingen van het type

hzqq'il'x)"h:bi7 (23)

welke samen n lineair onafhankelijke hypervlakken vormen en dus, één
en niet meer dan één punt gemeenschappelijk hebben.
Vanuit A lopen rechten die behoren tot de begrenzing van A en

die de snijlijnen vormen van n-1 van de vlakken (22) en (23).
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Styekt A zich in de richting van één van deze rechten niet oneindic
ver uit, dan leidt deze rechte tot een ander extreem punt by van A,
Het punt A' 1ligt in n-1 van de vlakken (22) en (23) en wordt een
naburig hoekpunt van A genoemd.

Bij het berekenen van een nieuw extreem punt wordt één van de
vlakken (22) vervangen door een vlak X=o , dat niet in (22) is op=-
genomen, Men beweezt zich dus voortdurend van één hoekpunt van A
naar één van de naburige hoekpunten.

5, Het bepalen van de oplossing wanneer ontaarding optreedt,

Ontaarding van het probleem kan optreden, wanneer P, een linc=-
alre combinatie is van minder dan m van de vectoren P (i=1,....,n),
d.w.,z. wanneer P, ligt in een ruimte die door minder dan m van de
vectoren P; wordt opgespannen,

De behandeling van dit geval komt er nu op neer, dat men het
probleem vervanct door een ander, waarin de P, -vector willekeurig
weinig verschoven is tot de vector P (€) en wel zodanig, dat P,(e)
niet geschreven kan worden als lineaire combinatie van minder dan
mlineair onafhankelijke vectoren uit P(,....,P, . De oplossing van
dit nieuwe probleem kan worden verkreren op de boven geschetste wiize.
en het is dan niet moellijk om in te zien, dat de zo verkregen op=-
lossing ook de oplossing vormt van het oorspronkelijke probleem,
Voor een uitvocripe bespreking van deze methoden verwljzen wil naar

[L2] en [3]7.
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