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JSi ist ein lokal ko~pakter topologischer Raum· der denr Axiome 
von Hausdorff genUgt und eine abzahlbare Basis besitzt und der ausser
dem von der Klasse c= ist. I~ine gerade Stromung ( courant pair) 
T [ i'n-p] mi t der kovarianten Valenz ( degre) p ist nach der Tiefini tion 
von De Rham 1 ) ein lineares Funktional definiert im Raum aller Kova
rianten W-(n-p)-Vektorfelder2 ) (formes differentielles impaires de 
degre n-p) mit kompaktem Trager in Xn, das den Ublichen Kontinuitats
bedingungen genUgt. 

Bine solche Stromung kann aquivalent sein mit einem lokal inte
grabelen kovarianten VektorfeldO(p: 

[ ,.., deff ~ ~ n 
( 1 ) T v>n-p] = 0< [ 1n-p] = O([p'fn-p] df 

wo dfn das stets existierende nicht orientierte Volumelement darstellt. 
Wir haben hier eine abkUrzende BezeichrTJ}'"'rr verw.:' ...... det bei der Gruppen 
von Indizes, sowohl ko- als kontravariant angegeben werden durch eine 
einzige Zahl, ihre Anzahl. Die Zeichen der Al ternierung .( ] und der 
Ausschaltung I I werden dann weiter wie Ublich verwendet. Es steht 

p d /J,,··l·'P d 
also z.B. /3[9 ,., Op-1\rJ £Ur Po,, .. }9, l,u.1 01-'2--·,.Upj X1 ... Xr] 

GegenUber der Cartan'schen SY111bolik hat diese Schreibweise den Vor
teil dass sie bei gleicher KUrze (etwa 2/5 der sonst notigen Zeichen) 
auch auf Grossen mit alternierten kontravarianten Indizes anwendbar 
ist. 

Bine Stromung kann auch aquivalent sein J) mit einem kovarianten 
(p-q)-Vektorfeld,O<q,p, definiert auf einer X in Xn mit ausserer n-q_ 
Orientierung (q-Schraube) in Xn: 

T[~ ] (...,n-~ [~ ] d1tt J ~ ....,n-ci, 
( 2) 'f ri-p = C ' O(P-ci.) 'fn-p = o{[P-'1, 'fn-p] d f 

. ~"'-~ 
wo c:n-q die X 

n-q 
""n-q symbolisiert und df ihr Volumelement mit ausserer 

Orientierung. 
Zweck dieses Vortrages ist auf andere spezielle Stromungen und 

einige ihrer Eigenschaften aufmerksam zu machen. ~ine Stromung kann 
na.mlieh 

1) De Rham, Varietes differentiables, 
No 1222), S~39. 

2) 

Hermann, Paris 1955 (Act.Sc. 

einem .. gew:t1hnliohan :frfl 
,,:i • 1b,-lllnsf.~ •.. . . 
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atlfhpaquivalent sein mit einem sowohl oben als unten gemischten Tensor 

Pr g_' definiert auf einer X in X. Solche Stromungen sind bisher - n-q n 
wie es scheint nur fu.r p=r und fUr q=r=n' in der Li teratur auf getreten. 

Sie lassen sich einfach schreiben 1 ) 

( 3) T[ 'fn-p] = (c .,_"', ~::~) [ 9\-p] = s p;~: jlr-p!n-r] df n-\ p ~ r; 't ~ r 
c"·9 

Ist T ag_uivalent mi t o<. , so findet man leicht fUr die kovariante 

Ablei tung dT (korr0spondic,r~nd mi t ch o<P] ) die Formel van De Rham 2 ) 

( 4) dT[f ri-p-1 ] = l-1/ •
1 T[ d f .,_r,_1 ] 

die nun weiter als Definitionsgl(,ichung flir allgemeines T[ft'l-p-'IJ 
verwendet werden kann. I 11Ur den I~all p=r ergibt sich dann die F'ormel 

von De Rham 2 ) 

WO be n-q den Rand von C n-q symbolisiert. In dies er Formel tret on 

nur Ablei tungen mi t d (Rotationen) auf. Dagegen filhrt der allgem8ine 

Fall flir q>p zu 

(6)( )d(~n-q, .-.p)f"' ] r+1 (b"'n-q. r-p)[~ ] p-1-1(~ri-q,pr-r-1 )["' ] 
n-p C ,(3.,.._a,, L lfn-p-1 == (-1) {n-r) c ,/3r-9, 'fi,,.p.1 +-(-1) C '"'-1--9.. fn-p-1 

pr-p--1 
wo das Symbol <1\..r-q in der 

,r r-p-1 
Klammer bedc,utut dass Y..2£ der Integration 

definiert durch der Operator .6.. r-g_ 

auf w 1 angewandt werden muss 9 in dE:rsc1lben \7eise wie o( und r n~p- p-q 
pr-pin (2) und (3) bedeuten dass vor d8r Int:::1&ration °'r. i::o ] bzw. r-q_ ·-- " LP-<t-, h-P 

zu bildc:n ist J) 

1) li'Ur n==q=r ist die Integration zu dc,uten als eino Summierung des W

Skalars (3 n-p f n-p Ub ur uine Gndlichc Anzahl von Punkten. 

2) A.a.u. S.53 u.f. In dicser Formel ist dT als ein Symbol aufzufassen. 
Die linke Sei te bGdeutet also nicht d ang2wandi;auf i{f ) denn 
T[lfl'l-p-1j ist fti.r sich genommen bedeutungslos. Yl-p-, 

3) i..,r-p.-, las st sich na tUrlich ohne Anderungen auf w 
/?, r-9. I i,. p-., anwen-

den. 
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r-p-1 
Fur p+1=q=r geht i.., Uber in den bekannten Lie Operatorl. 

fl r-q r 
gehtsrig zum Ve ktor p, 1 : 

1"- 1c)~ cJ 1 ~ 
( 8) a.., r Pl-9, : /3 1 'f n-\ .t, (. [1 /3 ) 4'11 /n-q-1) 

der eine Konkomitante von n1 und \/J biidet. Fur r=p+1 gibt (7) die 
1 /-' Tn-q 1) 

Konkomi tante von fl. und LV 1 die bei Frolicher und Nijenhuis ,.., r-q T n-p-
(bis auf einen unwesentlichen Zahlenfaktor) vorkommt als [/3> 4'] . Die 
gewtihnliche kovariante Ableitung dUJ 1 ergibt sich als Spezialfall 

X X T n-p-
fur r-p=r-q=1,{3;_ =AA: 

( 9) f 1 fn-ci " ;;[1 Cf n-C\] 

Berechnet man die Lie Ableitung einer Stromung T['fn-p] , die mit 
einem kova rianten p--Vektorfeld a'quiva lent 1st, so ergibt sich 

( 10) ; T('f'1-P1 = -T (f Y'n-p] 
und diese Gleichung l~sst sich nun weiter als Definitionsgleichung 
der Lie Ableitung einer allgemeinen Stromung der kovarianten Valenz p 

P k-'1 
verwenden. FUr den Operator <Li liegt die Sache nicht ganz so ein-

fach. Fur einen kovarianten ° 1 (p-l+k-'1)-Vektor ol p-l+k-'1 kann man 
berechnen dass 

2) 

k-1 ,,rnJ1-1 ein Operator ist, der nie l 1 nur von[!>~ und ct1f3~ abhangt 
r k-1 und nur ftir l=O einfach bis auf einen Zahlenfaktor mit ~ 

identisch is t. Ftir k=2, ·1=4, n-p=2 is t z. B. $ ~ der Opera tor(' 

1 1 

( 12 ) '1t = (- i }11. + 2.f3 -~'\1cxd ····· ; o-; = 13;;/~ i 0<z =-/3:~,,. 
Die Gleichung (11) kann nun, ahnlich wie ('10) als Definitionsgleichung 
der Wirkung von i 1-1 auf eine a llgemeine Str'omung verwendet werden. 

11; k-1 Die neue Operatorenreihei 1 ist noch nicht welter untersucht warden, 
namentlich nicht in Bezug auf die Wirkung auf allgemeine Stromungen. 

Die Regel fUr die Anwendung von ~l auf alternier~nde Produkte 1st 
recht einfach 

(13 ) frllf'P'f'JJ "'(}nrp)'fciJ ·d- 1/'li.p[!,.ftta.1 
und steht in naher Beziehung zu den schon oben zitierten Untersuchungen 
von Frolicher und Nijenhuis Uber Operatorsysteme gebildet aus Operato-

1) A. Frolicher and A. Nijenhuis, Theory of vector-valued dif:f;eren.t 
forms, Proc.Kon.Ned.Akad,.59., 1956 (=Indag.Meth.18,19~) .. p; 

2) Links 1st t. kl-1 T als ein Syrk6ol' . . .. ,, 
·" -bedeutUn$sl•s 1st. 
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k-1 
ren ~ 1 und gewissen a 1 ternierenden Uberschiebungen. Fur£ 1 , k > 1 

fehlt eine solche Theorie noch, aber es ist wenigstens gelungen die 

mit (13) korrespondierende Produktre~el aufzustellen, die viel kompli

zierter 1st als (13) da s1e ausser£ 1- 1 noch andere Operationen dieses 

Typus enthalt, die aber alle nicht'\ur vonf3i, o1 f3i sondern auch noch 

von fp,3'1 'fp oder von fq,cl'14'q cibhangen. 
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