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Eine Mordell’sche Methode in der Geometrie der Zahlen.
Von C.G. Lekkerkerker in Amsterdam.

1. Wie Mordell [5] gezeigt hat, fithrt eine von Hermite [1] bei der Abschétzung
des arithmetischen Minimums einer positiven quadratischen Form benutzte Methode zu
der folgenden Ungleichung fiir die Hermite’sche Konstante y,:

(1) ya S PO,

n—1

In der Geometrie der Zahlen ist diese Methode auf eine Menge anderer Distanzfunktionen
angewandt worden, besonders von Mordell [2,3,4,5,6], aber auch von Oppenheim
(7, 8, 9], Mullender [10] und Armitage [11]. Dabei wird stets eine Beziehung vom Typ (1)
zwischen den Minima einer Funktion in n Verénderlichen und einer damit zusammen-
hingenden Funktion in n—1 Verdnderlichen hergeleitet. Meistens besitzen die zu-
gehorigen Sternkorper eine groBe Gruppe von Automorphismen.

Bis jetzt liegt noch kein allgemeiner Satz vor, woraus man durch einfache Anwen-
dung die Resultate der oben genannten Autoren erhilt. Zwar hat Armitage [11] versucht,
einen solchen Satz aufzustellen, aber seine diesbeziigliche Aussage ist zu spezieller Art
und auBlerdem nicht ohne weiteres richtig?). Ziel dieser Arbeit ist nun, einen Satz oder
eigentlich zwei Sdtze, von denen der zweite sich auf Sternkdrper ohne Automorphismen
bezieht, zu beweisen, die von der gewiinschten Beschaffenheit sind. Diese Sitze sind dann
als Verallgemeinerungen der Beziehung (1) anzusehen.

2. Im folgenden werden die folgenden Bezeichnungen benutzt: z, y, z, a, b, z*, x2,
usw.: Punkte des Raumes R,, auch betrachtet als Vektoren, inshesondere o der Nullpunkt;
| # |: Liange des Vektors z;
2 - y: inneres Produkt zweier Vektoren z, y;
H: (n— 1)-dimensionaler, linearer Unterraum von R,
H.(z = 0): der Unterraum H, der senkrecht auf z steht;
u, u', u?, .. .: Punkte mit ganzen Koordinaten;
Y: das Gitter der Punkte mit ganzen Koordinaten;
A: Gitter AY (A4 eine beliebige nicht-singuldre Transformation des Raumes);
F(x): Distanzfunktion, d.h. eine nichtnegative, stetige Funktion mit
F(rz) =| v| F(2) (v reell, z € R,); die Punktmenge S = {z| F(z) <1}
ist ein Sternkérper.

Die Determinante eines Gitters A = AY wird gegeben durch d(A) =|det 4 |,
wihrend die Spalten von 4, sagen wir %, a?, . . ., a®, eine Basis von A bilden; wir sprechen
einfach von der Basis 4 = {a’, a?% ..., a*}. Wir brauchen weiter die folgenden Begriffe:

1) Es fehlt eine Bedingung der Form 2& (s. Bemerkung 2).
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Polares Gitter A* zu einem Gitter A = AY: das Gitter A* = A*Y, wo A* die zu 4
transponiert inverse Matrix bedeutet ; es besteht aus den Punkten y, fiir die z - y = ganze
Zahl gilt fur alle z € A.

Mintmum eines Sternkorpers S (oder der zugehérigen Distanzfunktion F) in bezug
auf ein Gitter A:

(2) AS,N\) = A(F,\) = inf F(x).
z€EN z+0
Absolutes Minimum von § (oder F):
(3) AMS) = A(F) = sup A(F,A) = sup A(F, A) d(\)~".
dN) =1 A

S wird ein Sternkorper endlichen Typs oder unendlichen Typs genannt, je nachdem
A(S) > 0 oder A(S) = 0 ist. Fiir begrenzte Sternkérper ist immer A(S) > 0.

Automorphismus Q eines Sternkorpers S: lineare Transformation Q des Raumes,
fiir welche 8 = S ist; ist § von endlichem Typ, dann ist notwendigerweise det Q = 4+ 1.
Weiter ist F invariant bei der Transformation Q.

Wir geben noch einige einfache Folgerungen der obigen Definitionen an. Es
sei A ein Gitter und b ein primitiver Punkt des polaren Gitters A*. Dann enthilt der
Unterraum H senkrecht auf b ein (n — 1)-dimensionales Teilgitter L von A. Es sei
A = {a', a? ..., a*} eine Basis von A mit e’ € L fir : =1,2,..., n —1 und
B =A* = {1, b2 ..., b1, b = b} die zugehorige Basis von A* (so daB a’ - b’ =0 oder
1 ist, je nachdem i = j oder ¢ = j ist). Insbesondere steht 4" senkrecht auf H. Weiter

ist der Abstand von a® zu H gleich i(i\-)- Deshalb gilt

M |5 =52 “
d(N)

Aus den Definitionen (2) und (3) folgt unmittelbar

(II) In N gibt es einen Punkt xz = o0 mit F(z) =< A(F, N).

(ITIL) Fiir jedes Gitter N ist A(F, N) < A(F) d(A)".

Wir bemerken noch, daB A(S) mit der kritischen Determinante A(S) zusammen-
héngt mittels A(S) = A(S)™"" und daB aus A(S) > 0 nicht folgt, daB A(S ~ H) >0
ist fiir jeden (n — 1)-dimensionalen Sternkorper der Form S ~ H.

3. Wir beweisen jetzt den folgenden

Satz 1. Es sei S ein Sternkorper endlichen Typs und T eine Gruppe von Automor-
phismen Q von S mit folgenden Eigenschaften:

1. Die Normalen durch o auf die Hyperebenen H mit A(S ~ H) = 0 liegen nicht
itberall dicht tm Raum.

2. Zu allen H mit A(S ~ H) > 0 gibt es einen Automorphismus Q € der H in
eine fest gegebene Hyperebene H, = Qu H iiberfiihrt.
3. Aus QET folgt Q* €T.

Dann gibt es einen Punkt b° auf dem Rande von S, so daf der Vektor b° senkrecht
auf H, steht, und es gilt

() A(S) =2 S A(S ~ Hy=t | 0.

Beweis. Es sei F die zu S gehorige Distanzfunktion und A ein beliebiges Gitter.
Wir wollen A(S, A) abschitzen.

Es sei b irgendein primitiver Punkt von A* und es seien der Unterraum H und das
Teilgitter L < A bestimmt wie frither. Aus der Definition (2) folgt unmittelbar

AS,N) < AS ~H,L).
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Wir diirfen also annehmen, daB A(S ~ H) > 0 ist, weil sonst wegen (III) sicherlich
A(S,A) = A(S ~ H, L) = 0 wiare. Dann gibt es einen Automorphismus Q4 mit @, H = H,.
Dabei ist trivialerweise A(S ~ H, L) = A(S ~ Q, H, QL) = A(S ~ H, @y L). Wir setzen
nun

b* = Q¥b.

Dann steht b* senkrecht auf H,, und es ist F(b*) = F(b) wegen 3. Weiter ist Q¥ A* polar
zu @, A. Wenden wir (III) an auf das (n— 1)-dimensionale Gitter Q; L und (I) auf den
Punkt b* € Q¥ A*, dann erhalten wir

B) AS,N ZEMS~H, QL) = AS ~Hy) d(gHL)l/(n—l)
= A8 ~ Hy) {] 5% | (@M} = A(S ~ Hy) { 5 | d(n)}eD,

Wichtig ist jetzt, daB F(b*) > 0 ist. Das sieht man so ein. Der Punkt b* ist ver-
schieden von o und liegt auf einer festen Geraden (senkrecht auf H,). Ware nun /(b*) = 0,
dann wire wegen der Bedingung 2 auch F(z) = 0 fiir jeden Punkt z == o mit A(S ~ H,) >0.
Wegen 1 enthielte dann § = {z | F(z) < 1} einen gewissen unbegrenzten Kegel, in Wider-
spruch zur Voraussetzung, daB S von endlichem Typ ist. Daher mufi F(b*) > 0 sein.

Hieraus folgt bereits die Existenz eines Punktes b0 = xb* (x reell) mit F (%) = 1.
Offenbar ist | b* | = F(b*) | b°| = F(b) | b°|. Daraus folgt, daB die Abschitzung (5)
moglichst gut ist, wenn wir am Anfang den Punkt b € A* so wihlen, da F(b) moglichst
klein ist. Nun konnen wir wegen (II) dafiir sorgen, daff F(b) < A(F, A*) wird. Wenden
wir dann (III) auf A(F, A*) an und beachten, daB d(A*) = d(A)-? ist, dann erhalten
wir aus (5)

AS, N) = M8 ~ Ho) {AF, N*) | ° | d(N)}D

< AMS ~ Hy) {A(S) | 8° | }H=Dg(A) 1",
Da diese Ungleichung fiir jedes Gitter A gilt, haben wir also
AMS) S MS ~ Hy) {A(S) | B0 I}l/(n—l).

Damit haben wir (4) bewiesen.

Wir fiigen obenstehendem Satz die folgenden Bemerkungen hinzu.

Bemerkung 1. Man kann Uberlegungen derselben Art anstellen, wenn in der Be-
dingung 1 statt H, die Existenz endlich vieler Hyperebenen H,, H,, ..., H, gefordert
wird, derart, daB jede Hyperebene H mit A(§ ~ H) > 0 durch einen geeigneten Auto-
morphismus @ in eine der Hyperebenen H, iibergefithrt werden kann. Sind &', 2% ..., b"
die zugehorigen Punkte auf dem Rande von S, dann bekommt man an Stelle von (4)
die Abschitzung

(6) AS)2 < Max  {A(S ~ Hpn-1 [ be|}.

e=1,2,...,7

Bemerkung 2. Fir die Anwendungen ist es zweckméBig, die Bedingung 2 durch
die beiden folgenden zu ersetzen:

2:. Fir alle Punkte z 4= 0 mit F(z) = 0 ist A(S ~ H,) = 0.

2v. Jeder Punkt z mit F(z) > 0 wird durch einen geeigneten Automorphismus
Q€T in einen Punkt «be iibergefithrt, wobei o reell und ¢ einer von endlich vielen
gegebenen Punkten auf dem Rande von S ist.

Man kann dann die Bedingung 1 fallen lassen.
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Bemerkung 3. Weiter ist es bequem, die Durchschnitte S ~ H, auf eine geeignete
Koordinatenebene zu projizieren. Bekommt man dabei Kérper S, _, , und ist 8, die Koor-
dinate von b¢ in bezug auf die betreffende Koordinatenebene (p =1, 2,...,r), dann
hat man

) AS A H)m1 | b2 ] = A(S,1,) | B, | (e=1,2,...,1).
Nach diesen Bemerkungen konnen wir Satz 1 kurz so aussprechen.

Satz 1. S set ein Sternkérper endlichen Typs, mit einer Distanzfunktion F und
einer Gruppe T von Automorphismen. Es gelten die Bedingungen 22, 2> und 3 und es seien
die H, und B, definiert wie oben. Dann gilt

) A2 = Max {A(S,_, )" | B, 1}

e=12...,r

Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall, in dem wir keine Voraussetzungen
beziiglich der Automerphismen von § machen. Es zeigt sich, dall man eine gewisse Ver-
allgemeinerung von (4) angeben kann, obwohl das Ergebnis im allgemeinen weniger
schon und brauchbar ist. Wir fithren die folgende Funktion ein:

() G@) = {AS ~H)} |z (s *0), G(o) =0.

Ist diese Funktion stetig, dann ist sie eine Distanzfunktion (in n Verdnderlichen). Wir
beweisen nun

Satz 2. Es gilt

(10) AMS)-1 = A6).

Beweis. Es mdgen A, b, H, L dieselbe Bedeutung haben wie im Beweis von Satz 1.
Dann haben wir

A8, Nt < {MS ~ H, L))" * < (S ~ H" d(L)
= AS ~H)*"1|b]| d(N) =G () d(N).
Bei geeigneter Wahl von b ist
G(b) £ (G, N\*) = A(G) d(AN*)"= A(G) d(N)".
Wir haben also
(S, N £ AG)HED (A

Daraus folgt (10), weil A beliebig ist.

4. Wir wollen jetzt kurz andeuten, wie die in der Literatur bereits bekannten
Ergebnisse aus den obigen Séitzen gewonnen werden kénnen. Wir geben die Koordinaten
eines Punktes z € R, mit z, z,, . . ., 2, an.

I. Fi(z) = {(21)® + (2)* + - - - + (@)}

Dann ist A(F) nichts anderes als y,'”. Satz 1 liefert gerade die Beziehung (1). Siehe
Mordell [5] und Oppenheim [8].

II. Fy(z) = {(x1)2 + 0t (xp)z_‘(xpﬂ)z_ e '—(xn)2}1/2 l=sp=sn—1).

Wir schreiben jetzt A(F) = y, '* (g = n— p). Die Automorphismen von F sind bekannt
und die Bedingungen 2¢, 2b, 3 kénnen leicht verifiziert werden mit r =2, b* =(4,0,0,...,0),
b2 =(0,...,0,1).

Wir erhalten dann (siehe Oppenheim [7, 9], Cassels [12]):

(11) Vpg = MaX (Y, g Vo) "0 (p+g=n).
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I11. Fy(z) = | zyzzs [ (n = 3).

Die Automorphismen werden gegeben durch z; = 7,z{ (i =1,2,3), II7,= £ 1. Satz 1/,
mit r =1 und b* = (4, 4, 1) liefert

AMF) = A(S9)*

wobei S, = {z| | z;25(2; + 2,) | <1} ist. Das fihrt zum bereits scharfen Ergebnis
A(F) = 773 (Mordell [3]).

IV. Foa) = {2, | (m)* + (x3))}'.

Hier findet man ebenso A(F) = —17%_5 (Mordell [3]).

\£ Fo(z) = | 2125+ - - 2 III"-
Satz 1’ liefert A(F) < A(S,_)™ /™2 wobei S,_, gegeben wird durch
| 212y Zpg (T F+ Za 4+ -+ ) | S 1 (Mordell [2, 4]).

VI. Ist F,(z) gegeben wie unter II, dann ist § = {£| 0 < F,(z) =< 1} zwar kein
Sternkorper, aber die Uberlegungen der vorigen Nummer bleiben giiltig, besonders wenn
p = ¢ ist (Cassels [12]).

Soweit haben wir nur Anwendungen von Satz 1 bzw. 1’ angegeben. Es gibt auch
Anwendungen von Satz 2.

VII. Ein Ergebnis von Mullender [10] beziiglich der simultanen Approximation
zweier reeller Zahlen kann betrachtet werden als eine Anwendung von Satz 2 mit

Fy(z) = {| #, | - Max ((-702)27 (x3)2)}1/3-

Wir schreiben z = (z,, 24, 25). Die Hauptschwierigkeit ist dann, eine moglichst gute Ab-
schdtzung fir das absolute Minimum 4, des zweidimensionalen Gebietes

| 2222 + 2325 | - Max ((25)% (29)2) =] 2]

zu bekommen. Die GréBe 4, hingt mit der Funktion G(z) mittels der Beziehung
G(z) = 2| z | zusammen. Wir gehen auf die Einzelheiten nicht niher ein.

VIII. Fo(z) = | (2)® + (%5)® + ()° |'* (Mordell [6]).
Man findet hier G(z) = A(®,)?2, wobei
O, = Op(z,, To) = {(x1z3)3 + (2220)* — (212, + xzzz)g}lls

ist. Dann wird G(z) ein gewisses Polynom sechsten Grades in zy, z,, 25; Abschédtzung von
A(G) tihrt zu einer Abschitzung von A(F,).

Schliefllich sei bemerkt, daf8 mit der obigen Liste die wichtigeren Beispiele zu den
beiden Sétzen gegeben, aber daB damit die Anwendungsmoglichkeiten nicht erschépft
sind. Beispiele von Funktionen, auf die Satz 1 angewandt werden kann, sind u. a.
x5 ((25)2 + (29)2), ((21)2 + (25)2) ((%5)2 + (24)2). Vergleiche auch Armitage [11].
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