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AMSTJI:RDAM. · 

Rapport ZW 1948-015 
(1). 

't 
(Voordracht van H.D. Kloos-terroa.n i:n de ser:te Actualiteiten, 25 Sept. 

1948) ·i, • 

,Ppmf,,.rking., Alle getallen en functiewaarde:n in het volgende zij:n · 
reeeJ. ( a.lb.oawel sommige der stellingen ook wel voor 1-•JOm.,?lexc wa.arde:n · 
doorgaen). 

§ l. De eenvoudigste stellj.ng; waarin a.fgeleiden er. dl:fferentiea 
voorko~en is wel de middelwaardestelling,1 

(l) jl:rt ~-~ = f'(S) 

Verder bet volgen:le bijzondere geval van de 

j(-x+t).~~) -{' .. ot•,) . .· b := . (~) +½ 1\ ~. . 

~ ' 

(2) 

termule van Taylor: 

!er illustra.tie van de wij:Je, wearop we in het volgende formulas van 
dit type zullen ge'bruiken zij b.,v, de volgende eenvo,.uiige stelling 
vermeld., ; .. 

!3telli;gg 1. Zij )(.tie) minstens twe·e ma.al differentieerba.a.r voor 
. x l A > o en zi j 

.!,/; 

(3) t.,)\ li~i 
. :X. .. c» . !t. 

waar K een van.~ 
1 l inc~}< } ' 

onafha.nkeli.jke oonstante is. Dan .is 

(4) . . . &~ {t~) rf . . . . 
!3,.e?T;i.;i.s (Kloos~EW.at!_l,2) .. Na v~r,ranging va:t1 l~} _ door fp~r-Xx 

bltjk.;,,, dat. we ons tot b.et geva:i.-? :i:o · ku.nnen beperl~en,. lndien x~~of.t) 
i1s,,.volgt danuit. bet gegevene ~n (2),dat voor ied.erei>-o geldt:. 

1,r' \l' . J · .. tl~ .• l) +-£.X . , O K . {!X} ~. ·o - +- ::' 1\·-t ' , -~ ~ ·~ 
! - . . 

Fiest men tc ~~ , d~n wordt d:tt: 
I . • .. • •. , . . . 

, \{/l~)\< :rfi ~l +½K~ .·. · 
we..arui t. · ( 4} .. "lOlgt •. 
r .·. /_.Ugemener. ·ken· ~•k .de: formule (2) word en gebntikt, _ 01rr een -soJ::u,.t-t;irtg 
~oor ft!X) -te vind~n, ala sobatti~g~n- v?or, ix) :ef Jt~X 1:>ekijrid si~nt 

t 2. H~,ti .is, 'ln'struot:tef, ... om. steJ.l"i-~ l t.e· ye:t-gel:L~k~n iu~t :eeu,c·-.:• 
a,ilalogon .. ,vaijrh±f .(le ••oontinue1• va.tiapele i y.~r-iangeD. ia-·.·d,60rie~n .. · 
l .. - ·· ... ·· .· •.. •· ··· ... ·• •. . . <. · ...•.. · .. ·•·· ... · ..... · ..•. ·.· .. ' - ··. . .·· ·.·· • .. ·'. ·• .. ··•· ··•· > . ·.·. . . ·.· •: . •·· -. . 
~~iao~etEJ• -V:ta.1'1:ti.bele•'J\ . ;: di~ all.a~~· nia.ar• geh&l.$, ·()f gtSh$le,. pof.§1j;~,v:~ ·•· 
~~?:'4.~p ~aemt~ ·•·•·· •• • ,1 

I •• ' 



.§te:l;lin& 2 
(C,l) is en a.ls 

{2) • 

(~ard;y). Als de· reeks a, -ra.t• .. .... Cesaro-sornme~bur 

\{ 
1a. .. t<'i:' 

(waar K een van in. onafhankelj.jke consta:nte is) , da.n is d."!" reeks eon• 
vergent. 

~f:.~hi..§ (Kloosterman 1,2). We vormen een disor~et a.nalogon van 
de f0rmule (2). Ala S.,_ ( tt. = 1,2, ••• ) de parti~le s~mmen van de 
reeks zijn en 

en dus 
t•) . {1) 

<s> 5,,,•\ -S .. = S, 1-flh+•> e..~l 

(de nota.tie- a(~) is gebru:i.kt om de analogie met de .formule (2) te . 
doen uitkomen). 

Is nu de ree,ks ·cesaro-sommeerbaar (C,l) met som O (hetalgemene 
geval kan hiertoe word en teruggebraci1t, ev-enals in het bewijs van 
.stalling 1) , da.n is .voor rn ~ ,nJ_e.) voldaan a.an 

· ts:\ <en 
en dus.volgens (5): 

'"1- ~ ·' £{-n+hJ~ £in; +it'~ .\ -~ J,,tf ~ . h ·.. .an r'.V• n\ . 

Kiest men b.v. h ~rt?\~) , dan volgt hieruf\, da't d.e reeks convergent 
met ,. som O i~~ 

- . 

§ 3 ·• !~;ffi~nzi;ldige•• ~tellip._gen;., Zoals bekend .{lt..4n<!m!) bli~ven. de· 
stellingen l. en 2 juist, a.ls me.t1_.de .cond.ities 

. · ... ·· .. ··. k' 
.. ·l .. R.· .. :'.·'Ji.v.·•·.··•.\ <. :·-.~. ·. • • en ·· la •· \. < ~ · lo V'f .... . ....• •· m.t .. ·.in.·•• 

jervang~ a-oor ··. 
'. J,~J•< .... '.!f . . 

:~t:.Y < x 
,'. ',",,',.,;, . 



§ 4.~ Van alle ilri: het volgende aangegeven stellingen voor 
;"continue" veranderlijken bestaa.n analoga voor "discrete" veran.der­
lijk:en, evenzo ale stalling 2 een 11 dJ.~Jcrete verta)j.ue(' van stall:i.ng 

·; l is. Eenvoudigheidshalve beperken we one echter in h"c'.fdze.ak to-t 
!"continue" veranderlijken. 

§ 5. We zullen de bovenstaande beechouwingen uitbreiden, door 
· :i.n :plaats van de f'ormule ( 2) meer algemene :formulea to·t ui tgangs­
i PUnt te nemen. 

Men heeft een ui tbre:iding van ( 2} , ala men de a.lgemene :.formule 
'.va:m Taylor neemt 1 wa.arin ook hcgere afgeleiden optreden. We zullen 
,achter een algemenere formule beachouwen, waarbij in plaata van de 
."aerate differentie" in hat linkerlid hogere differenties optreden. 
,Deze zijn gedefinieerd door 
' ~ 

.algemeen 

111, V-"'> = t, l-1{ :P-l;) tt" • rh> 
In plaats van (2) krijgt men s.'iu de formula: 

, r-\ t,~l !~ p~) "D . /r.t-1) . k~, t'i tk•t) . I k ft+~) 
\••· h -; » l:t.)+-r,(,z.Jh O (~)+···-~-+tt_,rr..Jh l [,c)+tl'rJn f (s} 

I 

l(met ;z. en k geheel ~J en 5 in ( :x) -:v. +-th )) , waarin de P de 00€:f­

:f'icienten zijn in de ontwikkeli::1g 

( 
t 4 ~ 

l(7) -l t-1) ; k 1~/r.jf' 

::ntt• zijn veeltermen in -i. met poaj:~ieve ooe:f:ficienten, die same:n­

~hangen met de z.g. polynomen van Stirling. Zie b. v. !.i~§.f!P. l en 2. 
' Bew:lj__~ ( voor de ge:::.digheid van ( 6) :ts de existent:i.e der (.it+.k)-de 

!:e.f'geleide in (Je,!>i:+1th) vo3.doande 1 roaar in het volge-:ode bewija is 
riets mear ondersteld). Volgens Tay1 or is 

J -i. rh (h . ~. . . 1 
• A~ t(x):: )"'--J t {l'tT1 • ...... +r-1t)dr, ..... !lt',e"' 
i 4" 0 
i1 r 
i 
i ,. 
:: 

l (" l~ ' l I , .. e, TI ~J -~~•} (1:1+ ........ :rJ dr, .... -,r-1t =r> r>t'l,t~l 
Q & . 

e, .·:volgt bieru,it de bawering ge~~lijlt •"t b&hulp "~·~• t:ff~'•,:: .. ;.,,r'.i;:,, ,:., 
': 1'.' :·;_: _-,,·1:.:.~·- :'{. ·.<:- ·' '; ' . ' '': ' '\-~-:~i~•i{.\: !i\/;t ... <_t-:l<.t;·;:).-~~~ :f(:'l~~t~lifhf 1•~\;~l 



(4). 

middelwaardestelling der integraalrekening. 

Gaat men nu, in plaats van ~,i?:n formuJ.e (2) uit van de formule 
(6) met k:t (,!J;.ooste__rman 2 1 ), dan krijgt men in plaats van · stel-

ling l ( we vermelden nu ineens een 11 ee1·:rnijd.ige" stelling): 

. fil.ill.J.lli'Ll• Zij ~t) minste:n.s "- +1 maal d,iffere:ntieerbaar voo:r-

" ~ A. > o en zi j •· 

o. t~) ~ . ~•It t< 
.-U/\'Vl -,t ::: ..{ f' (:it J > - -

Dan is !)(• oe :>.: " ' b x 

~. · Jl1-\x) ==It)~ 
.x~oo D 

Het analogon hiervan voor discret.e va.riabelen (zie J.p.99st~ 
ll,Ward) is de bekende stelling, dat uit Cesaro-sorrmeer'baarheid 

K ( C, r) . en a..rn. >- n. de ccnvergentie van de reeks L 1ltt1. volgt 
( stelling 3 levert ook onmiddellij k het analogon hiervan voor 
Riesz-sommeerbaarheid). De bewijzen van deze stellingen, die men 
op deze wijze vindt, zijn aanmerkelijk eenvoudiger dan de vroeger 
bekende bewijzen, doordat ze meer aan de aard der stellingen zijn 
aangepast en berusten op eenvoudige algemene principes. 

\ 

§6.. In (6) komen behal-vei de functi.e b nog k.-, afgeleid•en 
van i voor .. Men kan een f'ormule vinde'l, waarin behalve { zelf 

nog slechts twee afgeleiden van t YGorkomen. Da.artoe schr:Ljve men 
de formule (6) OG>k nog o:p voor de (-'l-+1 )-ste, (,z~1 )-de, ...... 

( -z+k -1 )-de di.fferentie, dae1.rbij al deze fo~les. afbrekende bij 
de (1t+~ )-de afgeleide. Uit de k relaties, dte men verkrijgt, 
k )tt ~,) ~b,-+-u i{-t-+k-d ., . . d unnen b ·OC· , b · [':;,t) , • • • • • .. • • b (::t..) .. gee.1.-1.mJ.neer 
worden. Deze eliminatie gebeur+, a.ls vo].g~. Als q)1tf"r) de ooe:f:fi­

cient is in de ontwikkel1ng 

dan zijn de (pi.lz} polynomen van graad -; in ,z. , terwij]. (-/{f,t,zJ 
niet-negatieve coefficienten heeft,, Verder geldt 

k 

[ ~)J(-t)¾-:i"l. +-)I) = f of O, naa.rmf.;tte k::o @f 
'Y.::.;, 

k::.: 1,2 ...... 

Uit ( 6) volgt dan 

~ ·tn . . · y ~-4:.._vf x1· lt) .· . . k ~~, .. ·.. . .·. pfttk)t 
( a)_ tS; 'rvl;z.Jh b htti-;: .. = l (.Q£.) + k f; (f\,ftJ~~~~ +-,..b . tSJ , 

waar k en IL- geheel ~ J 
($ , !i'. +{,,z. + 1<.-, )h) . . 

Uit deze <formul~ 
stelling 1 vol.gt Uit 

onde:r:s-1;,eld 'z;tjn, h:t:-o is en de.~,, in 

llgge;n~ 
kall Jnen b ,i'V.., (op .de~~lf-de w:i.jze als 
(2)); 



(5) 

roor 
fil.~1llri.JL!. Al s ~:x) minstens l ,t t k} 

.){i A >o· en 
maal differentieerbaar is 

1~" ~=i ~,oo X · 

~- _p(1t.~x) = ~. ! ~ 
:x.-,.oo p 

t IL en k gehe el i I ) • ·· 

. ~i:t kan men u.i t ( B) na;:tuurlijk s~hatti:o.geh vinden vovr ler-i,;; 
e.J..s er schattingen voor {~) en ftl-tk,~j gegeven z:i.jn ( zie hieraohte::.· 
f§ 8 ) • U:lt (8) kan men echter gee:n"eerizj_jd:igett stelli:ngen afleidenr 
0,oordat de ~ 1 {'2:-) n:i.et alle :pos:i.i;j.ef ziju." Waren de rp, ~,;) alle posl-
~ief, dan ztu men :i.n ( 8) met behul:p van een 'bekende s+,e1J5ng' va.n 
!Oarboux (dat een afgelt\j.de iede:re waarde tussen zijn. max.:i.mum en mi-
' ln.imum aanneemt) kunnen ,~oncluderen tct 

irnet 
' 

een ~ in ( :x, ~+ft + k--,Jh ) ~ Da.ardoor zou { 8). WO!''t-en·: 

'(9) {'t) . K-•I " '» ti~HI 11,tJ . k ~:t-'k) b (~) =f !F:i,l-t}h "I, 'l+~ + t?kl~}h -,, LS} 

Deze fftrm:ule blijkt echter toeh juist. te zijn. Yoor .het ·oewijs moet. 
·men dan eehter niet van ( 6) ui +,gaan. Men k;an gebruik ma)cen van vol-

, ' ' ' ' 

l.edige fno.u~tie t.o.v. If:.. • Het ui tgangspu.nt tt =• dezer volledige . 
inductie .. is daa:rbij het moeil:t.jkstefi MP-~ kan uJ;tgaan. van de gemak~ 
kelijk te bewijzen fo~~,e. 

.<;lie 

(lO) 

1<. 11' _, · JL . . p-1( Lr , ~ • , y !_-.1) · · J1 J \ . .tJi f€ / f · I\ h 1,-,,i, 

L u · 0 h t~-}~L.. 11.- ·u}l oL".+fi?, ... bt."JJ, 
· µ:t I. . · f:I r 'I 

ook gesohreven ka.ri worden ·in de. geda.ante 

. ·2-b, ~I·.···. , .,"'t•· r f . ;,-,{¾.·\ ~::+P. '\,)~ '',<}. ·. . • Ii\ h n ~ -L(-1\ . .~ .. ··~ . -~ 
1 ~ '. . . . b ll i - ·. ,/ ' IJ.1 }4 h . 

';h·o. · )':::I . 1 

Hier.in s(}h.rt.j~e 
. . 

. ' 

. I 



(6) 

Door gebruik te maken van de formule · 

~ ,--,(k) " { \: .\ . L_ (-1) IA.. :: o l\l::: 1;2. -•• •• 1 K -11 
JA=-1 .)I- . J . . 

-volgt dan. uit (10) na het verwisselen va..."1 soITu.--natie- en ;integ:ratie-

:Men kan hier nu de eerste m:lddelwa.ardestelling der integraalreken.1.ng 
-toep assen, a.ls men kan aan·tonen, da-!; 

2 . t...:.,}K-}( /"')_1 _ 1 } ., [L , f> n . 
( 12) ctk:: . .u rn r, -y/ .·· · ~ 0 n .::> D .} ~ ,f..t..-~ ~ t ; V ~ o '\/ 

1 f v- 'I ~ I ,, 
b <JJ-~k j 

is. Hiertoe kan men weer volledlge ind:u<.rtie, nu t.o.,v. "' toepsase.11r.: 
Veor k::::.i is het trivia.al. Verder geeft een eenvoudige berekeni:ng, 

o( •. yo<k"" (1..~, Jh-y ), k ~ f,/">''(':;;.')1/u-L' k 
k r1 At-; y < J • (I h J 

h J'1' ~ l-::-11 
-· ... Cli@l. meu ., it~- mag ona:er~, z:;ea,..,.. ·"""'' oonoc,;, ... ...... ., ..... , ........... 

men kan aantonen, dat het rechterlid van (l3) n:i.et-:n.egs:ttef is. Dat · 
nit inderdaad het gev~ is~ voigt utt a.e :formule 

. f' r' . . ~ ... , . . r('.X) ~ 
(14-) J ---··) (r, +11 -+ -···· + r~., -1") cl~ .. -.d'l"t<1-, =----- L 

o o · rl ~ + k +i} r 
I • 

.k -+J-Jtlk .£.JI -

:r, + Ti+- ..... -rl<H' T 

( k geheel ~ q ; x. > o ; -r: ~ o ) als men hierin r . d.oor f verva.ngt 
en !'L tot nul la.at naderen. De fcrmulA'(14) kan gemakkel.ij'k door voJ.­
ledig inducti~ naar k worden· beweze:r.to Overigen,s ka,:,.: :tnE;:n het m.e-t.... · 
negat:tef zijn van het recb;~erlid ~an {J.-3) ook gemakkelijk direet· 
ioor volledig ina.:uctie naar k ( en zonder gebruik te :ms.ken van (14)) 
bewijzen. 

Daarmee heef't men .(9) voor-JI.,,,J bewezen. De stav. van Jt. op 1'+-1 , 

(en daarmee -het algemene be~js van ·(9)) levert nu ge:,n moe:Llijkheid. · 

:neer op,..: als me~ gebrtdk ma.a.kt van. de formule 
' .. . 'I . . . 

·· t1Jrlt-i--b=f. ~)liz) ({);~t]•J , 
•. 

:15) .· .. 

. . ' i 

lie;in si;}il k,·ti ,'fl,•? .··.ge~;~tj ~>k~~· 

'· 



(I) 

de ontwikkeli~ 

( 
I - LJ+ tf1h )" f t°' 

• - SL_ qi,~) 
t ~~~ 

H\ 5<ot s(o) c4=-1J ll'>) C 1,.,1 C (·., 
1s een rij reels getallen, terwijl s"" -= "' ... 1\\-ti J,_ :: S'" ... 1 J,n-, .,..)(h) 

nz. diffarenties zijn, die th9.l1s de ~la.a.ts der afgelai~en innemen. 
enslo-tite is ~t~k .. "\s) een getal, da.t l!gt tussen h,::t maximum en 
:tnimum van :t.,;., voor , ~-; ~{k+,t. -,)h • Deza nctatle ia gekoz90 

m da analogie met (9) beter te doe:n uitk<'men. 
De formul~ (15) blijft (e7e~als (9)) met enkele klair.e wijzi• 

,"ingen ook geldig voor negatieve h ,. 
Het bewijs van (15) verloopt op dezelfde wijze ala d~t van (9). 

n de plal:!ts van de formule VPn Taylor t!'eedt een elema:rltnre ~.de::-i.•" 
iteit, die ala een "discreet" ana:..ogon van de formula '1,ar-. Taylor 

rnoet worden beschouwd en waa:rbij in pleats van maohten va.n h bino ... 
~1aalooefficienten treden. In plaa.ts van (12) treedt de ongelijkheid. 

i' r t-,)14 (k)(Jth ~v+-l<' 
(16) £_ uh+I u k ~o 
i ' i1J,&ll r 'I , 

~ie ook op soortgelijke wijze alA (12) kan word.en .bewesen. Een 
traaier bewijs van (16) is mij C?1la.ngs door ,g.~3.!;m meegedaeld. 

§ 8.., t.wa.ssipgfll!• De formules (9) en (10} hebben toepe.ssingen 
van verschillende a.a.rd, wa.arvan enkele hier zuJ.len worden.vermeld. 

Zij b.v. il~\eeneen voldoend aantal malen differ,nt:1.eerba,e 
funotie op r -, , +-,J en zij 

K1erbij is gebruik gemaa.kt van de ange.li~kheid 

(18) 
J ' ' \' 

:lie gemakkelilk door volledige induotie kan word.en b8"Bn, ··;a.·· OX\ge"':': 

U.jkhedex,. (17) drultlte:a;L~;,,gevee~ uit, dat .t., Mt · een o~·mvexe tu.no-tie 
' ·t .... '. . . ' .. . ' . . 

U'atl., .s. ' . ' .. . . . . . •·· •.. .· .. '. ··· .... •·· 
. · SQb.erpere ea: oot ~-8 ons11l:tjkh~en dan (l1) ,ai3i 1-k:~, · 

• , , - ' ' ' '' ',,_ ,;~ •• ' i " • -.' • ' / ' ', '.·. ' '·,. ' ' ,' ·_:, ,. '" ': '. ._, ' ',,· : ·,r',, ' ' \"·',' '~:;'<;:')r.•i,, ,,· . . " 



{8) 

.~orn:Y: bewees ongelijkhea.en van het type (17) met in plaa.ts .van 
~k+, _,it+k .en ,2-r+kt 1 .e-t+k veel kleinere oonstan:teno 

M~~~ bewees een ongelijkheid van het type (17) ook voor 
afgeleiden van m.et-gehele orde. 

&&~2P-9..~ bewees met behulp van d,eze stelli.ng van Riesz 
Taubersche etellingen ( ook ''eenzijdiget) yoor Cesaro- en Ries2J-scm.,, 

meercaarheid van gehele en gebroken or1e, door de stelling van 
Riesz te combineren met de hierbcven uiteengezette•method.e, die ge­
J.eid heef-t to·t het bewijs van ste11:j_ng 3" 

A~~-ll£>l! e!\ W .L •. Ferra;i;: ga1re:n een fldisoreet" analogon van a.e 
zo juist ver~~ib.;ie stelling van Riesz~ 

Voor. verschillende toepassingen zij.n _echter de rri:Lng.er scherpe 
ongelijkheden (17) voldoende. Voor. ·het bewijs van (17) ·behoe~t men 
overigens ook niet van ( 9) gebru.i..k -t::e me.ken, dooh ke,::.-:. :1EJ.t', volstaan 
inet de wel zeer el.ementaire f o.rmule ( 8) • 

· ' Een andere toepassing van ( 9) j,s 

Stelling,_,!2_. Laten ti- en q geheel ~ 1 · zijn; ~(~) :r.eeel en min~ 
stens tz. -t-2 q ma.al different:teerbaar op[-,, +1] • Stel op di t :tn-
-terval is ·\~L:x)J .~M, 1tt-..2.q)~t) i o : ~an is .. . ·· · 

{{i) -\t'+l . ~ . i ~) i U-t) · 'W1i+i1 -1) M 
Bewi;i..§.. Met -ti en.2q in. plaats van 1r, en k volgt ,u.t ( 9) (da.ar 

(i\(i'l) voor 1-< • 2.q posi tief i~) , a.at 

<19) .. ~r..r,;, ft 19,14") h·l>- 11t1' ~~>. 
wa.ar·M.j h zo gekozen moet worden, dat. hat inter.val[~, !X -+-{ii +21-1)~/ 
geheel binnen [-I 1+r) 1igt. _Hier~an is voldaa.n, a1s men h-s ±. h; 1 .- I 
kiest n° 0 rm·ate .. ··1 "' "'~ D "'f o < "' "- I -~ s ' •rrr.,•'·· ~.·,an,11 p· 'v··· 0 n~ f ~ ' ' - ~ .A,., ~ . "' .. . ~ ::.. "'."~. • j_l.J ~/ '~~' .,-•.•.. ,,... ..... _ . c;,;,·, 

(18) volgt dan uit ( 19) , da.t 
·. ·. · u-l . · . f l<ki itJi+~r-lM t ,_v+l>< . .t ··~, 

i111aaruit· stalling 5 o~ia:dellj.jk -volgt. 
!:,,:)~+! 

Stelling 5 is (met de veel mi.no.ere g.oede c:.msta:n:1·,;: ~10,.e · 

i.n :plaa..ts ·van. f,1, ) bewezen door Ja2.H en J?olz~, wa.ar'b:lj ze behalve' 
:i.e l)oven vermeld.se acherpe, resrute.t~n van .Go:r:-ny nog vi~r and.are 
q.ulpi;rtellingen gebruiken. ltierbfj kt3..U ~O"/epdiell nog wortJ.~h. opgemerkt,' 
:l,a.t men voor het bewiu va.n stelii:ng )> <la fQrtt)ule (9)' n:Le·t eena. in · · 
~:tjn volle omvang nri<iig, h~.~~, doc~. 4aj iµen k:&n 'volataan· met .. een . 

' . ', ' ' ',, '·, ,, ',' . ·' .. ' ' ,·',·,,. '.· . ', ,,· ,,, ' ' . . ','' 
tiind~r sohatj~ f'o~t1, : die, tan ·:word~n 'oewe2'en znnde~, g;~brullt. t.e 
nakelX yeJi d.e/ onaeliilthei,d;,:(1g} '(d~~ net et\hte:r:<ee.n \le~:rJ£tbdigeii . 

:t~~;~e;~~tti~ilit!~~~!t~l~~i:*;~~~rm~l; 



( 9) 

en ui tbreiding van de volgende stalling van WidJ..!F.: 
. Als tzj op het interval [-1.,+1] flfgP.lein.en van iedere orde beait 
n op di t interval is (-1)"" } "'t:>9 ~ o voor '!'\ • O ,1, 2, •••• , da.n 1s 

... t~) een gehele funotie van het exponent:i.trle type (d.w,z. er zijn 
otstanten B en C z6 de.t \[~t.:tJ}ti BC1, . 

Om hun st~:.1:1.ng af te leiden ui t stelling 5 ma..\ten l3c-,t>,'3 en Polya. 
og eens opnieuw gebruik va.n de e~herpe ongelijkheden va.~ G~rny, !n 
1aats hiervan ka.n men eohter ook de veal eenvoudtger on~nlijkh.edAn 
17) gebruiken en men verkrijgt da.ardoor wel ee1l zoer ;;. ~e-::k vereen­
o,idigd bewij s van de stelling van Boas en P·)lyo.. 

Ook van de "dWoretett formula (15) kan me11 ve,.-sohille:nde toepae­
:i.ngen me.ken, o.a.. voor het bev:r:i.js van Ta.uberaohe etell:!.ngen van een 
epa.ald type voor Cesa.ro-sommeerbaarheid, waarop hier aohter :niet 
erder wordt ingegaan. 

Ik wil hier besluiten met de opmerking, dat de bovenst~ande be" 
ohouw1ngen mij pok tot een (zij het ook nog vaag) vermoeden hebben 
ebraoht, dat de vele z.g. Taubersche stelli:ngen, sos.la zi~ tot op 
eden in de litteratuur tijn voorgekomen, niet maerl1,d8ll seer bijz'on- · 
ere geva.llen zijn van veal alg&m.enere en meer fundamentele wa.e.rheden. 
et is niet uitgesloten, d{:l.t de recente cinderzoekingen van c.a. 
eu:rlin en Godement hierop een nieuw lioht zullen doen·vallen. 
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