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Een ·opmerkipg over -vrije aJ..s:ebra' s. 

door w. Peremans. 

Deze opmerking heeft betrekking op de behandeling van-het begrip 
vrije algebra zoals dit wordt ontwikkeld in de tweede druk van de 
"Lattice Theory11 van G, Birkhoff (Foreword on algebra). 

Birkhof:f definieert <~3n abstraote algebra als een verzam<3ling waarop 
een aantal operatore1, ge1€J:t"iniei:'3rd zijnu D,;;ze operatcren zijn eenwaar...: 
dige funoties van eer. elndig aantnl verunderlijken, gedofinieerd op de 
algebra en waarvan de funotiewaarde ook tot de algebra "bel:oort. De 

machtigheid van de verzameling operatoren behoeft niet eindig te zijn. 
Op grond hiervan word.en op de bekende wijze de begrippen subalgebra, 
homomorfie, isomorfie, direct product, supalgebra voortgebracht door · 
een deelverzameling enz~ gedefinieerd. We noemen algebra's met dezelf­
de operatoren gelijksoortig. 

Voor de definitie van het begrip "vrije algebra" gaat Birkhoff uit 
van een willekeurige klasse gelijksoortige algebra•~ en verder van een 
cnrdinaalgetal n, en definieert zijn vrije algebra door de eis, dat zij 
door n elementen moet zijn voortgebracht en dat ie~ere toevoeging aan 
de voortbrengende elementen van de vrije algebra van elementen ui t ee:n 
algebra uit de klasse uitgebreid kan word.en tot een bomomorfie van de 
vrije algebra op een deelalgebra van die algebra u~t de klasse. Op deze 
definitie laa-t hij een eenduidigheids- en een eJci.stentiebewij.s volgen. 
Het eenduidigheidsbewijs is evenwel naar mijn mening onjuist, omdat er 
ten onreohte in veronoersteld wordt, dut de vrije algebra zelf behoort 
tot de klasse vnn algebra's, wnarvan men was uitgegaan, of rilthnns met 

I \ 

een van de algebrats uit die klasse isomorf is. 
Passen we nu Birkhoff's methode clens toe op de groepentheorie on ~el 

op een onhandige, maar geoorloofde maniar. We vatten een groep opals 
een algebra met een binaire operator (vermenigvuldiging). De groep is 
hierdoor als groep vo.lladig bepaald. De klasse is de klasse van alle · 

groepen (Op moeilijkheden, die kunnen ontstaan door het paradoxale kci- . 
rnktl;3r VRn di t laat.ste begrip ga ik evenmin al.a Birkhoff in. Zij zijn .• iti; 
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zondor vee]. moei te te vermijden). We nemen verder n =- 1, noem de voo~ ··· 
brengende a. Nu voldoen de posi tieve maohten van a, dus a, a'"• a1 -~ • ..,• · 
wna.rbij de vermenigvuldiging op de gewo.ne wij ze door. e:x:po.nent~n¢ptal4 
wo.rdt gedefinieerd, nan de eisen van Birkhoff • .Uleraer.st .is het .e·_" 
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algebra met een binaire operntor-{een multiplioatief systeem) en.de· 
afbeelding van a op een element Cf... vo.n eon group is oruniddeJ.lijk u.f 
breiden tot een homomorfe afbeeJ.ding vnn de mnch't;en van a op die, 
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no vriJe nlgebra is evenwel geen gro0p. 
Het is nu ook duidelijk, wnnrom het oenduidigheidsbewijs mislukt. 

H0t bewijs berust op eGn wederzijdse afbeelding van de voortbrengende 

olementon van de twGe vrij e algebrc..' s, die dan tot een tweezijdigc homc·­

rnorfie v1.n de hele nlgobrn's nit te breidGn is, wanrno. hot evident i:.:i 

ct~t de twoezijdige homomorfie een isomorfie is. Deze uitbreiding tot d0 

h.:;lo ~1lgebrri is echtcr nlleen dn.n mogolijk, als de algebra's inderde.nd 

zclf tot de~klasse behoran want alleon dnn wordt de mogelijkhcdd vqn ,;;.;ll 

dergelijke uitbreiding in de definitie van oen vrije nlgebrn gopostu­
laerd. _ 

We kunnen nan-hot zoevs;;.U genoamdc voorbe0ld ook mo.kkelj_;jk demonstre­
ren, dat de eenduidig:ho:i.d n:i.ot vcrvuld iso V!0 nsmen weer de posi tieve. 

mn.chten van a, maar a 6 -twee keer;, schrijf zo 1/ en r/ " Dus 
I 2. 3 3' I; s f . . t . . ld . . ?- , a , a , a , a , a ... ~ v o De 1.ni ie vn.n vermE.3nigvu · :i.ging 

"' 11 "'1 + 11 ( ' t 1 d 1 t 3 ) a a = a voor m + n -.:f. 3 met 3' wora evenzo gere rnn a s me 
n'l a' = a3 

a 1 a2 = aJ' 

Ook dit voorbeeld voldoet nan de vereiston (steeds warden bij dG homo­
morfie a 3 en a~1 op hetzelfde element Cf..-3 n.fgebeeld, maar dn.t hi_ndert niet} 

en is niet isomorf met het vorige. 

Het is duidelijk, dn.t als men een groep opvo.t als een systeem met 
tvwe operatoren, ·n, 1. vermenigvuldiging en inversevorming, de moeilijk­

hodGn n.lle verdwijnen, omdnt dan mnkkelijk in te zien_ val t, de.t ied0re 

oijbehorende vrije algebra zelf ook een groep is en dus tot de klasse 

ochoort en bij beperking tot algebra's, die tot de klnsse b0horen is 
het eendui~igheidsbewijs van Birkhoff natuurlijk wel geldig. 

Het verdwijnen van de moailijkheden burust hierop, dat in dat geval 
de klasse op eon zoer bijzondere wijze goknrnkteris0erd is, n.l. door 

axioma' s die de vorm van gelijkheden b0zi tten ( Mc Kinsey & Tnrski no.a­
men dergelijke syst.emen "equationnlly definable", Ann. of M:-Lth., !2 
( 1944), Appundix V) • In dr:1t geval is het duidolijk, de1.t-d0ze z0lfde go­

lijkhed0n oak voor de vrije nlgebrn moet0n gold(m, en dus d 0 ~t de vriJe 

algebra tot de klasse bchoort. 
Birkhoff gebruikt in zijn boek vorder ook alleen d11t typo van klnss0n 

en maakt terloops ook ~en opmerking over de op deze manier bepaalde 
kl0.ssen~ dit-la?.tste echter pus nn zijn eend.uidighGidsbewijs. 

. mew . 
Men zou kunnen menen, dnt ~en oplossing voor de moeilij khoid zou. kun--

nen verkrijgon door uitdrukkelijk aan de eisen, waaraan de vrije o.lg,ebr·~. · 

:noot voldoen, die toe te voegen, dat de vrije algebra tot de klnsse b8-
hoort. Inderdand is d1.n de eenduidigheid gewanrborgd, manr daarvoor in 

ruil raken we de existentie kwijt. 
Birkhoff levert eon construotief existentiebewij s van het oJ.gemene 

gevn.1, dat correct is, maar geen w20..rborg oplevert, dat de zo geconstru:..,., 
eorde vrije algebra tot de k;J..asse behoort. E;n in.derdaad, als we zijn 
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structie toepassen op het tevoren genoemde geval van groepen met een 
voortbrengende a, dan krijgen we precies bet hier gegeven voorbeeld 
van de positieve machten van a. Nemon we echter als klasse die; be-· 
st'1ande ui t twee groepen G van orde 2 en G' van orde 3, dan is het dui-'... 
delijk, dater zeker geen vrije algebra met een voortbrengende bij da­
ze klasse te vinden is, die tot de klasse behoort. Het existentiebewij~ 
van Birkh::,ff is dnn ook typisch afgestemd op de door vergelijkingen 
gaclefinieerde klassen. Hij gaat n.l. uit VA.n de voortbrengenden en 
vormt daarui t f ormules door herhaalde toepassing van de operatoren •. 
Daarop past hij identificaties toe, als twee formules bij iedere sub­
sti tutie v1.n elementen uit een algebra vnn de klasse steeds gelijke 
elementen van die alg0br11 opleveren. Het is dan eenvoudig aan te torten 
dl"lt het zo verkregen systeem aan de vereisten voldoet. Maar ook als 
men die identificaties niet of slechts ten dele toepast voldoet het! 

De methode volgens welke Birkhoff het begrip vrije algebra invtiert., 
is dus alleen bruikbaar voor d-oor gelijkheden gedefinieerd.e klassen. 


