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Fen symmetrietoets.

inleiding, Wij geven een parametervrije toets voor de hypothese
ﬁ", dat 2 waarden %,,...., %, waarnemingen zijn van 2 onafhankelijk

tgn\ de stochastische grootheden %,, .. ...Zh1), die alle dezelfde
tinue,

p
miizi"schijnlijkheidsverdeling bezitten, die symmetrisch ten opzichte
vxn O ig, Over de vorm van deze waarschijnlijkheidsverdeling maken

Wil verder geen onderstelling.

Deze toets bezit vele toepassingsmogelijkheden op diverse toe-
vassingsgebiedens; voorbeelden zijn de vergelijking van twee imeet-
methoden, die beide op een aantal verschillende objecten worden toc-
zepact; toetsing van de werkzaamheid van een geneesmiddel door metii:
vain een gquantitatieve grootheid vd4r en na de toediening daarvan
bij een aantal patiénten, lijdende aan dezelfde kwaal, enz,

Deze toepassingen berusten op de gemakkelijk te bewijzen stelling,

dat de grootheid

(1) 1t = a--4%

symmetrisch t.o.v. O verdeeld is, indien 4 en f_t{onafhankelijk ver-
deeld zijn volgens dezelfde waarschijnlijkheidsverdeling.

Ter verduidelijking van de methode geven wij een getallenvoorbeeld
waarvan wij de operaties stap voor stap demonstreren,

Voorbeeld: wij onderstellen, dat de volgende 20 waarden £ bi]
een exveriment gevonden zijn (in volgorde van afdalende grootte ge-

rangschikt) s
T4y 633 365 355 345 295 255 113 -13; =255 -32; -38; -40; -46; ~48;
-603 =703 -79; -80; -87.

Statistische grootheden en hun verdeling,

Als eerste statistische grootheid voeren wij in het aantal ~#,
der ¢ , die positieve waarden aannemen (in het voorbeeld: 7z, = & ),
Zoals bekend, bezit %, , onder hypothesex%f, ecen binomiale verdeling

van de vorm:

(2) Plo=n)H]=-27"(7)

L e - o o i ¢ -

1) Het stochastische karakter van een stochastische grootheid geven
wij aan door onderstreping. Niet onderstreepte lettecxrz geven ge-~
tallen of niet-stochastische variabelen aan,
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waarin het achter de verticale streen geplaatste symbool% de
hypothese aangeeft, waaronder (2) geldt.

Vervolgens geven wij de 7z, positieven onder de #; , in volg-

orde van waarneming aan met %, .- .. REYEL de 72, = 72 - 2, nNega-
tieve, eveneens in volgorde van waarneming, met _,_% s e —fzz, s
zodat Xx,,. .. ':fn stochastische grootheden zijn, die, onder de

voorwaarde .z, = éy , en hypothese ﬁ% onderling onafhankelijk
verdeeld zijn volgens dezelfde voorwaardelijke waarschijnlijkheidss

verdeling en die slechts positieve waarden kunnen aannemen,
Deze grootheden rangschikken wij volgens afdalende volgorde
van grootte en wij geven ze in deze volgorde aan met

(3) 7 A
Zij nu
2+ 1
(4) # =[]
dan definiéren wij # resp. ? als het aantal der X, , die
onder 24, ...... % resp. % ., .. . ¢, voorkomen (dus

U+v=mn ),
In ons voorbeeld is dus %2=/0 , u=4L V= 3 ’
Nu geladt:

LEMMA 1 De voorwaardelijke waarschijnlijkheidsverdeling van « ,

onder de voorwaarde s = 7, en onder hypothese J{; , 18 een hyper-
geometrische verdeling, die gegeven wordt foor

(G
(%)

waarin 2 = 2, -4 is en £ door (4) gegeven wordt.

(5) Plu=uln ; H] =

BEWIJS: Zoals boven reeds is opgemerkt, zijn onder de voorwaarde
2y =7, en onder hypothese 57/; , de grootheden Xx,,. . .. ;%"a onder-
ling onafhankelijk verdeeld met dezelfde voorwaardelijke verdeling.

De rijjgrootheden 4, . w; (zie (3)) is een stochastische

N
permutatie van de rij X, . . s Fu, waarbij nu dus alle 2/ permu-
taties gelijke waarschlgnllgkhgd ( 55, ) bezitten. Onder deze

permutaties zijn er echter

(6) vy = nlm (27

i 035 G S W G2 00 Bt et S W LS P W e LS Eisse Gt s

2) Wegens de onderstelling van continuiteit is de kans 2p het op-
treden van gelijken onder deze grootheden gelijk aan O,
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waarbij « de waarde A aanneemt, Hierult volgt het lemma.
Uit (2) en lemma 1 volgt echter direct: L g

STELLING 1: Onder hypothese éy{; zijn & en o onafhankelijk verdeeld
volgens binomiale verdelingen.

(1 Plusu, wawH] = 27" (F)(" %)

Op deze stelling baseren wij de toets vdor:%f « 7ij geven
verder het paar van waarden (% ¢ ) aan als een puntZ = (4 ¢ ) in
een vlak met coordinaten « en # . Het linker-1id van (7) schrijven
wij ter afkorting als P/U/*] .

Kritieke zOne.

De kritieke zdneZ (%) , behorende bij gegeven onbetrouwbaar-—
heidsdrempel « , definiéren wij nu als die verzameling van punten
U = (#.7 ), die aan de volgende eisen voldoen:

(8) 2 P/U|H] £ =
UezZ

(9) Is % ¢Z en 4 € Z  , dan is P[4, ]#] < B[ |H#]

(10) Z 1is de grootste verzameling die aan (8) en (9) voldoet.

In tabel I is de begrenzing van deze xritieke zdne voor
% = 005 resp. 0,/0 aangegeven door een getrolken resp. een ge-
stippelde 1lijn. Voor de duidelijkheid zijn alle mogelijk uiltkomgten
4 in de tabel opgenomen, hoewel men, wegens de sysmetriey kan vol-
staan met ongeveer 1/4 daarvan.

De toets d”{; bestaat dearvit, dat ‘%Z verworpen wordt met on-
betrouvbaarheidsdrempel « , als de gevonden uvitkomst Z %ot Z (o) be-
hoorti Uit stelling 1 volgt, dat dan inderdaad de kans op (ten on-
rechte) verwerpen van 62:, indien deze juist is, = « is.
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Tabel I

Simultane waarschijnlijlkheidsverdeling van £ en 7 ,
onder hypothesg;?% .

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 4

10 100 450 1200 2100 | 2520 | 2100 1200 450 100  1¢
45 450 2025 | 5400 | 9450 11340 9450 | 5400 | 2025 450 45

AP AEAAAN M AmAN AEAANAN AR AT 1

120 1200 | 5400 | 14400 25200 30240 25200 14400 | 5400 | 1200 120

4

6 |210 2100 || 9450 25200 44100 52920 44100 25200  9450;| 2100 21¢
5 |252 | 2520 111340 30240 52920 63504 52920 30240 113401 2520] 252
4 1210 2100 || 9450 25200 44100 52920 44100 25200 9450, 2700  21¢
5 |120 1200 | 5400 14400 25200 30240 25200 14400 | 5400 | 1200 120
2 | 45 450 2025 | 5400 | 9450 11340 _ 9450 | 5400 [ 2025 450 45
1 10 100 450 1200 2100 2520~J 2100 1200 450 100 10
o 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
A 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
20

(Alle waarschijnlijkheden in de tebel zijn met 220 = 1049.10° ver-

menigvuldigd.)

Bruikbaarheid van de toetse.

- . . "1 . )
Definitie: STen toets heet bruvikbaar, of asymptotisch qnderscmeldendJ)
met betrekking tot de klasse B van hypothegen omtrent de simultane

waarschijnlijkheidsverdeling der Z, indien voor iedere o > ¢ n ie-
dere hypothese & van B geldt:
() PLUEZ()]H] =1
nH> 0
waaridvin het aantal grootheden % is.

Voor de formulering van de bruikbaarheidsstelling, die wi] wul-
len bewijzen, zijn nog enige voorafgaande definities nodig:

Zij % cen stochastische grootheid, die positieve en negaticve
waarden aan kan nemen, dan defini&ren wij X, resp. —:g@ als stochag-
tische grootheden, die als waarschijnlijkheidsverderins de voor—
waardelijke waarschijnlijkheidsverdelingen van # Dbausitten onder do
voorwaarden % >0 resp. % <9 . De verdelingsfunctisg van %, en
met £ en G aangevende,defini8ren wij #, en A@ als dic verzameliﬁlan
van waarden X resp.éy waarvoor geldt: ’

3) Lngels :"consistent®; de vertaling van deze term is overgenomen
uit D.van Dantzig, kadercursus llathematische Statisgtick, lMath.

Centrum, Amsterdam, 1947 - 1950,



(12)  F(x) = P2z 2] 24 en —lm Fle-e)s

1Y}
?Jl\

YresPs
(13)  G(p)= Ply, 4] en 2/%; Gy-2)s

/7, en /7, zijn dan, wegens de monotonie van ~ en & (eventueel
ontaarde) afgesloten intervallen, die wij de voorwocardelijle mediaan:-

intervallen van £ , onder de voorwaarden £ > regp. £ <<, noemen. .

'Tij definiéren nu 7, en m, in geval /7, ) /‘7} leeg is, als
die punten .7z, & 7, en 0?2# 6/{};, die ¢e klceinste afgtand bezitten,
en in ceval /7* 7 ﬂ;/’ niet leeg is, als het midden 772 =fm,¢=/’} van
deze doorsnedc, .

Tij bewijzen vervolgens

STELLING 2: De begchreven toets voor W is asymptotisch ondergchel--

er
dend voor =#z- o nct betrellking tot de klasse B van hypothesen,
inhoudende dat
des alle % (¢=4..... .7 ) onderling onafhankelijk verdeeld
zijn volgens dezelfde continue waarschijnlijkheidgverdeling alsg

cen gtochastische grootheid % ;

2¢s voor deze verdeling geldd s
(15) Ple,>0] #3
of
(16) My F

4

of beide

e v i ———

(17) P[@>0_]= &

dan bezit #2 ecen binomiale verdeling mect

(18) bm = En gt =né(1-6)

-7

7ij beschouwen nu de voorwvaardelijle verdeling van & , onder

de voorwaarde 72, = 2, en in de onderstelling dat cen der hypothesen
# ven B Juist is. Geven wij de verdelingsfuncties van £, en (%
weer aan met £ resp. G dan volgt uit de continuiteit der verd cling

van £, dat
is. Verder zi]

7,
-t = C
(20) ’i'l_z
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en 2 zij het midden van het interval der waarden %~ , die voldoen

aan

(21) cFlw) + G(w)= F(/+c)
T * > L o N - " e /
Het bestaan van » volgt daaruit, dat ¢/ + G monotoon met #

stijet van O tot /+Ca o
Indien 77, #7184 ligt 2 in het open interval, dat door #7,
en . vordt begronsd. Dit ziet men b.v. als volzt. is 7;?:&('?77/'7_ (voour

n,’>m, verloopt het bewijs analoog), dan is ¢

x f
* oy 7 < D I
dow Plae>m < Bz >m, )=
as nu @ gm,% , dan was het linker 1id van (21)

¢
f_
_>_C'(/-\'j)+5‘{' > é‘(]'fC}

Derhalve is a/‘<¢7}, « Op analoge wijze bewijst men dat ««> 7,
is.

Z1ij nu
(22) Ve Pl ow< X,< 7 en g= "
als m, >m is;

(23) w2 P jomy < Zp< w) €N ~e= Flwr< g <m,

als mx<mf is, en

(24) #%#=£&=0 , indien #z,= 7, is, dan volgt door substitutie
van (22) en (23) in (21), dat steeds geldt.

(25) £=C7

Neemen wij 2€; TESPe :é de aantallen der Z, resp. (g , dic protex
- . . (. ] ‘.‘('
dan & zijn, dan zijn -%, cn £y onder de voorwaarde % =92, On-

£

derling onafhankelijk wverdeeld volgens binomiale verdelingen et
(26) ‘éé; — (—é#?/),’vz? en Jz(,/;/éx)sx}z/ (‘;‘—/-——/72)
en
/ 2 74 — o et )
(27) ”@qéf=(3“w7)% €n ff(_d,)— s (G- <)

Zij verder #, de ».° stochastische grootheid uit de rij dcw
2 (zie (3)) en? het aantal der % en (%- , die tussen® ecn 7 L. -
gen ( 24 inbegrepen), terwijl 2’ het aantal der x hicronder is,
waarbij 7 en =’ positief worden genomen, indien ¢ >4 is cn
negatief, indien <, 1s, dan is
(28) P = /'._é’x = ’é;
cn

(29) on |-’ 2 0
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Volgens (26) en (27) is

( )jué@':’f“tzf" Chy=rn-Fa =0 ol

30

1 U‘l - 2(—/:').,,' ( )

en volgens (29) voor n s even of groot en oneven

Aj(‘gorz// < 1 (a,@[ = /Zv" ?{7’; L

|

31 5
Nu is

(32) 4= A, m’

— —_
dus, onder de voorwaarde 7% =7 , aangegeven door het symbool 7%

achter de verticale streep:

[ 2(x/n)= (f+7)”/ - Lo

(33) z | J
g (Q/?L) (7{))1« 0’:)2,} ]
Daar ¢ (_41)_5,;’ : g—z(.éy)_s;’mﬁ , dus (f@;/ s f» is, heb-

ben wij:

(38) Taln)E ({1 2 i) f(mom V)= = Oln)

H:Lorul't verkrijzen wij een schatting voor de onvoorwaardelijlc

spreiding van & door tocpassing van de volgendce formule:
‘ s 4)
(35) Oy = T {b(ujn)]+ 4] (un)}
7ij hebben n.l. volzens (18)
(36) T {E(«l2))= T irg)m + Ba] =
: 2
=(frg) ey = meU-0)(iq)
en volgens (34):
(37) gzl €2( “4 /lf’]’/}} g 4’/73 (‘7Z+-Zl, +1/7/7—’_;_L.,_) = ;202(\/1 +c)+7,/c’?)
daar ‘él'gz, = ‘x/‘é‘@ ise

/

Dus volgt, met behulp van (35):

o (0t W T3 G PO G Gl s ed Sy B0 ST M S B8 S L8

4) Hiorin is C,,(u/n)j het spreidingskwadraat, gonomen ovor
dc verdeling van 24, van de stochastische grootheid (i 7 )
die verkregen wordt door in Vcﬁ(gé/n,) de groothecid 2% wecr alg
stochastisch te beschouwcns De formulc wordt als volgt bewezen:

GZWL (6{14 u) 5[“5/(u-~ “>/
Lé[é{(l{—é(u m)) } (q/n,—ﬁw} /:

- ‘é{vl(ﬁc )]+ T bluin)}

i
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2

Ty,

17

7r {9(/.— (Q)\/I/ +,.,/.')Z+ Z/‘ ('/+ 64-]//4;)]2 = ~-//ij — (Q(n)

(38) terwi jk
‘i_@ = ‘5%,4 + i-zn-' = Za(z’ *'77)21, + 5_@”‘ '72‘9(11 ’”J)" %ﬁ/

/

. . . F }
is, waarin wij 6@2 volgens (31) verder wel kunncn verwaarlozen.

Voor 2= 7, — « hebben wij
ba = b —bu = n6(f— 1)
(39) 0_2 = (’% - 0;)2 = .’/zéz = 6()(%)

-~
Beschouwen wij nu de simultane waarschijnlijkheidsverdeling

van &4 en ¢ onder hypothese(%f , dan zijn &« en # onderling onafiicn-
kelijk verdeelg_yolgens binomiale verdelingen met gemiddcldc ;vx
spreidingen vﬁfn .

De grootheden

/
] U — 77 = _L

(4—0) é_(’ = — * éen Q“/-_—s _/é_ 7
Vi Vim

zijn dus asymptotisch normeal (en onafhankelijlk) verdecld met ge-
middelden ¢ en spreidingen 4 , zodat de begrenzing van de kriticke
zdne Z , na reductie met behulp van de door (40) gegeven transfor-
matie, voor 72 — < nadert tot een cirkel, met middelpunt «=2%0
cn straal 4, , ¢ .afhankelijk van « .

Daar

is de bij ccen onbetrouwbaarheidsdrempel & behorcnde waarde
0 = Voitna
Nemen wij dus # voldocnde groot en o '= o +£&  met €>0 y
dan bchoren de gcbieden
(41) e’z o enj¥)2 €y
tot 4 . Uitgedruict in & en v is dit:
(1) (d~tn)Z2 e VE  en |T—{n]z o VE
Indien ##3 of 7 #0 (of beide), is hetzij J(r+y) L
hetzij 4 (5-%) +# ¢ (of beide).
Z1i) beve
(42)  G(3+9)>
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dan is voor voldoende grote n
’ / - /! S
(43) b’ﬂ(‘i‘f‘”"’/) ~ Z/n-/—@a,l/g;
zodat, volgens de ongelijkheid van Bienaymé - Tchebycheff geldtbs

(44) Pl u Forr 0 VZE dopl=

i

P:p_a——én(;’-+oz)<%{;§ (8- r 0 Y=l VE /[ 8.5]

_,42
r= 2
/

Ln{3(6-3)r87)- V5.

iy

waarin<4£ (zie (38)) (ﬁ n) is en de noemer voor voldoende grote

n >an’, met constante 2 >0 , wordt. 7ij hebben dus cen ondcr-
grens afgecleid voor het onderschecidingsvermogen, die voor #~ -’ tot
!/ nadert. Dit kan voor de van (42) verschillcnde mogelijkheden op
analoge wijze worden gedaan. De stelling is hiermce bewezen5 .

Opmerkinsen,

De hier beschreven toets is cr één uit cen groep vai toetscn
voor dezelfde hypothese, die vollediger beschreven wordt in

J.Hemelrijk, A family of parametcriree tests for symmctry with
respect to a given point, I, Proc.Kon.licd.ikeveCte
53 (1950) p.945-955,
Indagationes ilathematicae 12 (1950) p.3- 0—350, IT
verschijnt binnenkort.

Dc toets is daarin gegeven voor een algemenere hypothese dan
de hier als &ﬁ vermelde; de onderstelling vean continulteit is nict
gemaakt, evenmin als de onderstelling, dat alle %, degzelfde verde-
ling bezitten, Allcen de onafhankelijkheidsonderstelling is daar ge-
handhaafd. Om de bewijzen eenvoudig te houden hebben wij hier cen
speciaal geval behandeld. Een uvitvoerige publicatic, waarin ook
verdere bruikbaarheidsstellingen worden gegeven, staat op stapcl.

5) Verder kan men gemakkelijk bewijzen, dat de voorwaarde I# =
of 7#0 niet alleen voldoende, maar ook noodzakelijk is voor
de bruikbaarheid.



