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Ee n s:ymmetrietoets. 

, . }_n_l8~~ding~ Wij geven een :parametervrije toets voor de hyp_othes~ 
:]z: 7 dr-tt _,z waa.rde;1 x.1 l ••.. , t.,n. waarnemingen zijn van n onafhankelijk 
,,,;!":•)0,-:;J.d,2 stochastische grootheden ~,, ..... ~"l-1), die alle dezelf de 
f~,; ~,. ·t' 1'1 tJ.,t,,; 

111,ff:~~'[-jc,hijnlijkheidsverdeling bezi tten, die ~e;trisch ten_ (}})Zichte 

_,~~!..:!:l._(1 is. Over de vor:m van deze waarschijnlijkheidsverdeling r.o.aken 

nij verder geen onderstelling. 

Deze toets bezi t vele toe1Jassingsmogelijlcheden op di verse toe

rasaingsgebieden; voorbeelden zijn de vergelijking van twee meet
m~thoden, die beide op een aantal verschillende objecten worden too

g2paf't; toetsing van de werkzaamheid van een geneesmiddel door :inetin < 

van een quantitatieve grootheid v66r en na de toediening daarvan 

oij een aantal patienten, lijdende aan dezelfde kwaal, enz. 

Tieze toepa+'3Singen berusten op de gemakkelijk te bewij zen stelling, 
dat de grootheid 

( 1 ) 

symmetrisch t. o. v. 0 verdeeld is, indien ~ en -5 onafhankelijk ver
deeld zijn volgens dezelfde waarschijnlijkheidsverdeling. 

Ter verduidelijking van de methode geven wij een getallenvoorbeel(: 
waarvan wij de operaties stap voor stap demonstreren. 

Voorbeeld: wij onderstellen, dat de volgende 20 waarden ~- bij 

een experiment gevonden zijn (in volgorde van afdalende grootte ge
rangschikt): 

74; 63; 36; 35; 34; 29; 25; 11; -13; -25; -32; -38; -4-0; -46; .... 48; 
-60; -70; -79; w80; -87. 

2. St,a-t_i~t,Jsche _grootheden _ en hun ve_E_2.e~il}__g__._ 

Als eerste statistische grootheid voeren WlJ in het aantal .:!.t 

der 1,i , die posi tieve waarden aannemen ( in het voorbeeld~ ,n1 == J> ) • 

Zoals bekend, bezi t ?:!-1 , onder hy_pothese ~ , een binomiale verdeling 

van de vorrn: 

(2) Pf n = n I £J = .t _.,.. (,n_,) 
_, ~ 6 ~ 

._ ________ .,__ ... __ _ 
1) Het stochastische karakter van een stochastische grootheid geven 

wij aan door onderstreping. Niet onderstreepte letters geven ge

tallen of niet-stochastische variabelen aan. 
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waarin het achter de verticale streei) geplaatste symbool ~ de 

hypothese aangeeft, waaronder (2) geldt. 

Vervolgens geven wij de ~ posi tieven onder de J!-i in volg--

orde van waarneming aan met ~,).. . -J~n, en de :2_'2-2 = ,n. - '?J-.1 nega-_, 
ti eve, eveneens in volgorde van waarneming, met ··- //2 ) .... , - y't!-

2 
, 

zodat ~n . ... ,jn stochastische grootheden zijn, -die, gE_der- de 

yoorwaarde ~, : -~1 , en h_ypothes~ ,;r; , onderlil?,_g,,_onafhankelij~ 

_verdeeld zijn volgens de:z;~lfde voorwaardelijke waarschij!1:.h~jkheicls-r 

verdelin_g en die slechts positieve waarden kunnen aannemen, 

Deze grootheden rangschikken wij volgens afdalende volgorde 

van grootte en wij geven ze in deze volgorde aan met 

(3) 

(4) 

?!I;''." .. '~ 
Zij nu 

A; :. [ 12,.1,-,. j J 

2) 

dan definieren wij !f- resp.!:: als het aantal der ~i. , die 

onder 1:!1; • ...... f:!/i_ resp. ~-1-1 • . . . E'.; voorkomen ( d~s 

I!- -r '!! =- '!J-1 ) • 

In ons voorbeeld is dus .·'t. = 10 , u. == ,e 

Nu geldt ~ 

LEMM.A 1 = De voorwaardeliike waarschijnlijkheidsverdelin_g_ van !:! , 
onder de voorwaarde ?:!:, == n1 en. onder hy::pothese ~ , j.s een h_yp~ 

_g_eometl'.'ischeverdeling, die gegeven wordt Jfioor 

( 5) P[y, == u / ,n1 ~] == 
(J) (~;/t-) 

J 
('n) 
~ 

waarin /Jr = ,nj - ,,u is en Ji. door ( 4) g_e_g_even wordt. 

BEWIJS: Zoals boven reeds is opgemerkt, ziJn onder de voorwaarde 

-'!J, = ,n,1 en onder hy1)othese ~ , de grootheden ,!!-1 , , tf onder-,;rn;. 
ling onafhankelijk verdeeld met dezelfde voorwaardelijke-verdeling. 

De rijlgrootheden 1!';', ... \ ~ ( zie ( 3)) is een stochastische 

permutatie van de rij x., , ... , ll- , waarbij nu dus alle n/ permu-
-- ~ 71..z I 

taties gelijke waarschijnlijkheden ( ,n_l ) bezitten. Onder dezc 

permutaties zijn er echter 

( 6 ) Y( u.J = ,n. I,,,., I I !t-)(tn-ll--\ 
f. 'W.:,,. l.,u. /Zr .J 

2) Wegens de onderstelling van continu1tei t is de kanr., ::,p het ori

treden van gelijken onder deze grootheden gelijk aan O. 



- 3 -

waarbij ~ de t,vaarde ,,u,. aanneemt. Hieruit volgt het lemma. 

Uit (2) en lemma 1 volgt echter direct~ 

STELLUI,G:..J,J. Q.n4.§.r h_y.,Potp.™ ds Zill ~ ~ ,J! Q.l'l,g.fp~n.J:;§1_:ijJs . .Y:~t'.sl,.Q.§.ld 

Y9+Ae.l!EJ_f)j.noii1iale__yQ!'deliP:.f~e11.::. 

Op deze stelling baseren vr1ij de toets voor ~ • •·•j_j geven 

verder het paar van ,.vaarden ( t?, 1.r ) aan al,s een punt 2L :=. ( tL-, zr ) in 

een vlak met coordinaten Lt en zr. Het linker-lid van (7) schrijven 

v?ij ter afkorting als Pf ZI. I r!l(,J • 

3. Kritieke z6ne. 

De kri ti eke zone Z (tX) , behorende bij c.,egeven onbetromvbaar

heidsdrempel o:: , definieren v1ij nu als die verzameling van punten 

li = ( a, v- ) , die aan de volgende eisen voldoen i 

(8) L. P/!L/c#(,j ';[ o:. 
ILtZ 

( 9) Is f4 t Z en ~ € Z , dan is Pf~/ J'l;,J < Pf~ /Jt;] 

(10) Z is de grootste verzameling die aan (8) en (9) voldoet •. 

In tabel I is de begrenzing van deze kritj_"eke zone voor 

Ol == ~ 05 resp. 0, 10 aangegeven door een getro\:ken resp. een ge-

stippelde lijn. Voor de duidelijkheid zijn alle mogelijk uitkomwtcn 

l1 in de tabel opgenomen, hoevrel men, vregens de sy~··unetrie, kan vol·" 

staan met onseveer 1/4 daarvan. 

De toets ~ beetaat da2.rui t, dat ,~ verworpen wordt met on-· 

betro1,1~.nbaarheidsdrempel ex I als de gevonden uitkomst ll tot Z (ex:.) be

hoort .. Ui t stelling 1 volgt, dat dan inderdaad de kans op ( ten 011-· 

rechte) verwerpen van c~ , indien deze juist is, ;;;; ex is. 
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45 120 210 252 210 120 45 
450 1200 2100 2520 2100 1200 450 

2025 54.00 : 9450 113 40 9450 : 5400 L 2025 
5400 i1440O-- 25200 3024-0 25200 -14400 -i 5400 , _____ _ 

i-9450- 25200 44100 52920 44100 25200 9450( 

:11340 30240 52920 63504 52920 30240 11340: 
L.Jj~Q_ 25200 44100 52920 44100 25200 94so: 

5400: 14400 25200 30240 25200 14400 ;-5400J 
2025 -54007 9450 _ 11340 9450 C54-oo - 2025 

450 1200 2100 ~20 j 2100 1200 4-50 
45 120 210 252 210 120 4-5 

2 3 4 5 6 7 8 

10 

100 

450 
1200 
2100 

2520 
2100 

1200 

450 
100 

1 n ,., 

9 

-; 

1C 
45 

120 
2'1 C 

252 
210 
12U 

45 
10 

1 

10 

(Alle waarschijnlijkheden in de tabel zijn met 220 == 1049.1 o3 ver-· 
menigvuldigd.) 

4·. Bruikbaarheid van de toets. 
) ' 

Defini tie: :Cen toets beet bruikbaar_, of asymptoj;_i§..9.h~opders.c~1eidend·J) 

met betrekking tot de klasse B van hypothesen omtrent de simultane 

waarschijnlijkhe:Ldsverdeline, der t, indien voor iedere o. .. .> ;::i .n ie· .. 
dere hypo these !II van B geld ti 

( 11) ~ p [ !f. c z r ot.J / c1t J = 1 
·ti. ·• ()() 

waari~n het aantal grootheden ~. is. 

Voor de formulering van de bruikbaarheidsstelling, die wij '.6111-

len bewijzen, zijn nos enige voorafgaande definities nodig: 

Zij £ een stochastische grootheid, die positieve en negatiove 

waarden aan kan nernent dan defini~ren wij 3,:·. resp._ - :f~ als stocl1.as~-
~ :'I "" 

tische grootheden, die als waarschijnlijkheidsverdoi.1::1t, de vocn~--

vmo.rdelijke ·waarschijn?,-ijkheidsverdelingen van {{, b8:~:i_tton onder du 

voorwaarden f > o resp. ~ < o • De verdelingsfunc·l~i"";8 van .:.r en ' 
_z, 1f'1. 

met F en G aangevende, defini~ren wij )1x_ en 1 als c~t,.:: verzaii1Glincc:ct 
,_ 

van waarden ~ resp. j vmarvoor c,eldt ~ 

3) Dngel@ ; 11 consistent 11 ~ de vertGl. ing van deze term is 0·11ergenome11 
ui t D. van Dant zig, kaderoursus Llather:1atischc c;-i.;at:i_f3i;j_ok, Math. 

Ccntrum, Amsterdam, 1947 - 1950. 
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( 12) F ( ::t-) P[ ~t < x_l > J.. =- z en 

resp. 

(13) 

/1-« en 1 zijn dan, 17egens de monotonie van Fen c..; ( evontuecl 

ontaarde) afe;esloten intervallen, die Y.'ij de :v_9_o_r1T..L:91'.c1.eJ).jt,.c .. PL~£l:1:.;1c;2-}: ·, 
;knt0J"y_aJ ... lo11 v2J1 t- , onder de voorwaarden f > o resp. f < 1} , no3m011 .• 

·.ri j clofinieren nu mx on '; in cevaJ. M.l: /) 1'1y. locg is, alu 

die ptmJcen /l7Zx. c 1~ en rm!f c /~, , die ,:d:; tlcinste afstand bezitten, 

Gil in ,:::eval /'~ ,1 1~ niet lecg is, o.ls het midden /n2. "',m.x:- = /-':~ v.::m 
V U 

deze doorsncdc. 
ryij beTTijzcn vervolgens 

?_':P]DLL nm .. _2_ ~ :P..£._'1?.g.§ ch]'_e_v_eJ1. __ t_q_ c __ :ts32-o ]'_ .6t:.. }-... E!. .. _a_sy_pll).:t2_::'cj._s .. c}1 __ 011<1~_;;."2~_c]:J;..0J..:·. 

dend _:J.22£. ,n • cxJ gct_l:?__~j;_r_0J;J,J113..~g_oj:;_Jie~~;i..~~§_s_e __ B _ _y_an .. hYJ\O_tJ1:_fJ_§..o_x1, 

i rlJ1.9 ud._e11~e ...Jl_ at 
1 e. §11-.£. I"· ( t" = 1> ••.• - • n ) .9.,nd13yJ_t.!Y1. -q_n_3:.:eJ1_.::,_nlrnj._ijJ~.-_v.§_r_c1_0_~,2;. 

zJjJ.L.y_oj._g_~113_4ezel_fst~ .. £.OJ1J_:id)..}l~ ..... .Y!.§l.<:1£§_c]1j_j__J1lj._j)ch0i.q,,s..v_ey_ci_eJ..,t_~0.,._~l...?.. 
£._~n_s·l;gchasB_s_che_g_9__oth~ ~ ; 

2e. Y-9...9.L.~4.?-~_v.e_rct_elj.n,r~ ,geld t t 

(15) P['f.i>O]i--f 

of ·-
(16) mix i ~ 

of beide ----------·---.--

J?R[LIJS t Zij 

(17) P[~>OJ:::: f} 

dan bezit "!!'; 

( 18) ~~::: 

een binomiale verdeling met 

&n 0-2 = ,n, f?(!- 6) 
~ 

"7ij beschouvrnn nu de y_oor~de_1J_j_J~. _y~eJ.:d_o_;L~iJ'!.G.-. van-~--' onder 

de voorwaarde ,?!,, == n, en ir.LsLe __ Q.J1-(te.r_s.:tQJJ._ir:~f; -~~:t ~e_(P, ... sl.ex .. J!-X.2.9:~1~:JJ3_op_ 

£ y.,?_g B j_u~st • ..i.?.!. Geven '.7ij de verdelingsfunctios VD.n -3;,z c:i.1 ,J.l'·z 

vreer aan met F' resp. G do.n volct ui t de contiauituit dor vcI·dolinc, 

van :t, dat 

( 1 g) ;= ( m x) = G ( an tr) = i 
(I 

is. Verder zij 

( 20) = C 
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I 

en ur zij het midden van het interval der r1aarden w , die voldoen 

aan 

( 21 ) C f (ur 1) + G (EP ') == ), ( I+ C) 

Het bestaan van')}' volgt daarui t 1 dat c.:F -r G 

stijgt van O tot /-+G • 

I 
monotoon met w 

Indien ni:x_ I=- m,. is, ligt u;- in het open interval, 

en'} ,,ordt begronsl. Dit ziet men b.v. als volgt; is 
,,nz > •m1 verloopt het berrij s analoo&), dan is 

, /-- ...,. I' J '7)[" 7 / o =, I_,) L _x~ > ml < .r ~1- > '/11.2._1 = 2 

r·_ras nu -zv ~ ml I dan y,as het linker lid van ( 21) 

~ C ( I- J°) -r f > i ( 1 -f c) 

dat door r;,;,z.z 

·mx < @. ( voo:i:· 
/'· 

is. 

Derhalve is -ur<d". Op analoge vrijze bewijst men dat ,4',,> m_?., 

Zij nu 

( 22) 

als 

( 23) 

1 = ? [ //4/ < ~ i < •n-J.t:.,_7 en 

-~ >ml is; 

_17 = P [•-mw. < ~z < ur] 

als m;c < I is, en 

( 24) ·') = c = r:J , indien m:;:. = ~ is, clan volgt door substitutie 

van (22) en (23) in (21), dat steeds geldt, 

(25) t.-=- c7 
N•emen wij 1~ resp. ~ ~e aantallen der -:!-1.· resp. cf;· 1 dio grotc2 

dan w zijnt dan zijn ~ en ~ ; onder de voorwaarde - 02; ==--71, 011-

derlinB onafhankelijk verdeefd volgens binomia.le vordelin.:..;on uot 

( 26) 

en 

(27) 

en 

-en 

,,,.,.i (j) ( I 2. \ 
V !Sz = ,-~ -f -- ""J ) 

Zij verder !t{ de a.: stochastische grootheid uit de r:LJ r..._c:c 

'141, ( zie ( 3)) en~ het aantal der _!i. en~- , die tussen zv on J:.1,( J.:. --

gen ( ~ inbegrepen), terwijl ?!f 1 het aantal der ~i hioro:nder iE: 5 

waarbj_j f!Z en '!!,Z- 1 positief warden genomen, indien ,w > '3!,:;__ is 011 

negatief, indien .Ml<¾ is, dan is 
( 28) .m. ~ ,ll. - -f x ~ i; 
on 

(29) I~ 1-1~'/ z o 
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Volgons (26) en (27) is 

( 3 Q) { ~ -m, -= /l - '-& f ;;G - fp ! y :::; IC, - i 'Tl., :- Q u -\ ~ 
(j). _ "T;>( j j' 2(-j I )t I 
,m - u _. "Jl --r <T ~ t, 

en volgen; (29) voor I ti 1is ev~~ ,o:f groot en oneve n 

(31) 
) {i,m,1 / 

< /-i-~ l = /t- _j_n-
~ 

' (jl {_ ? c-2 
/)11,/ .-m. 

Nu is 

( 3 2) tl = --1,~ + 1n I 

dus, onder de voorwaarde -~ -:::: ~ , aangegeven door hot synbool ,-7·~, 

achter de verticale streep~ 

f -g, { ~ / '77-✓) = (-j + 'lJ) n 1 + C_?!f 
( 33) l . -Z 

<7 2 ( !1, /n;) = / (; ( l)+ c:r ~ ,1l 
2 I 

Daar er''( J ~):if n-1 ; c:r 2 ( l,)~ /~ , dus o-~ 1 ~ ;;--n- is, hob-~ 
ben vvij : 

(34) <7 2 ( ~ / n) ~ ( f v;;; -r f. ~) 2= : (n -r/72, + V.:-~~) == d;:. cJ(n) 

Hierui t verkrijgon wij een schatting voor de onv.9or'.7aardclijLc 

spreiding van~ door to0passing van de volgondc formula~ 

( 3 5) 
4) 

7ij hebben n.l. V01GG11S (18) 
2 1 ,.e ( . 1 ) 1 2.. rr , ) 02 , 1 ( 3 6) (f l &- :!- '~, J == (f l I 7 '1 ·:!:h -,.. <b '!!!:- f :::::: 

-;::, ( -f: -r t'/7 )\, ~ = ~n e (1 -- e) < i + 1 l 
on vol gens ( 3 4) : 

( 3 7) ~ { cr2 ( '! / '.'!', )} i f '-t (,n. r :.z, -t ¼7: ?h ) ;= ; ,n ( 1 + cJ + ,/e) 
d aar '-l 1 ;,;- s 1 ,1':.,.i • 

,..., '.!'1 - ~ (fl ·"!h J. S • 

Dus volgt, met behulp van (35) ~ 

4) Hiorin is v 2 [ Z ( H- /th)} het spreidingskwadraat, cono~n over 
de vcrdcling van ~ , van de stochastische groothoid & {_y. /?I-✓) , 

die vorkregon wordt door in '-t( !!: /nJ de groothoid ,n..1 woor ;__ilrJ 

stochastisch te beschouwcn. De f ormulo vmrd t als vol gt bowozon; 

(7: ""- 'f, ( g - i; f!: f == t [t l ( !1- - '& fl-) I ~✓1 21-=:, 

~ ~ ! i { ( ~ - '-J. r ~ 1 ~f) , I qz} + { s.£ ( ~ 1 :t: I - t [:l J ~1 ~ 
-... ~ r (T 4 { ~ I ~I ) } T 0- l ( ia ( £1 ;,~ 1 ) } 
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.2. 

(1 ~ < ,n I 0 ( I ... 0) ( i -f- .,;f -r i ( I + (j + 1/i") } ~ ·-J( = c9 (n-) 

( 38) tcrnijJt 

'ft, !f: = '-t f~. -f- i "?·_n.. 1 = i ( i + .-;7) !h -t ~ !!!: 1 == n f3 ( f -r 1) + '-!,_,p/ 

is, -vmarin wij 't' 0z I volgcns ( 31) vcrdcr wel kunnon vor,'marlozen. 

Voor :!!' = ~' - !!:. hebben wij 

j ~~ = i~, - i, !'l = : tJ ( i - ·7) 
( 3 9) ( a-;. : ( ~I ~ ~ ) 2 = -'z = {p ( '11,) 

Bcschouwen wij nu de sirnul tane i:rraarschijnlijkheidsverdclinc:, 

van{£ en J! onder hypotheso ~ , dan zijn ~ en 2!' onderlinc; onctf:1,.:n· · 

kelijk verdeeld volgens binomiale vordelingen met gomiddoldu -;--,..x 
-r 

spreidingcn 1/,_f.n • 
De grootheden 

( Ll,0) en 

z1Jn dus asymptotisch normaal (en onafhankclijk) verdeeld met ge
middclden a en spreidingen /, zodat de beg~enzing van de kritieke 

z6ne Z, na reductie met behulp van de door (40) gegeven transfor

matie, voor ,n -t 00 nadert tot een cirkel, met middelpunt ,✓ ~ v /= o 
en straal f°" , r .afhankelijk van d • 

Daar 

_I~ ;· _ i (;x_l.,.<LJ _ ~ )(, 2 

_ e cl x d':f == e -
V2ll (I 

v2 2> LJ =7=·"' 

is de bij een onbetrouwbaarheidsdrempel a bohoronde vmardo 
{; d, ::: v- :;.-hd.,~ 

N0men wij dus n voldoondc groat en 

dan behoren de gebieden 

(41) en /~'/ ~ (!_ rx1 

tot Z • Ui tgedrukt in !:!: en '!!: is di t ~ 

li18t t. > 0 1 

( 41 ' ) / !!: - f; n / ~ f ~ 1 V :: en / 1! - f ~ / ::: (! a I i;:_t.-
Ind i en & 1- i of 1 i- cJ ( of bcido), is hetzij .}(2- .,- 7) i-; 

hotzij &(£-_11)-:tt (of beide). 

Zij b.v. 

( 42) 0 ( f_ -T•?J) > ~ 

1 
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dan is voor voldoende grote n 

( 43) 0 n ( "i + ,n,) > -/; m. + f ot., Vi" 
zodat, volgens de ongelijkheid van Bienayme - Tchebychoff geldt: 

(44) 
p { fl, ? ~ ~n + e ~ I . V ;- I d, ··'2} ==. 

= 1·: g. - Bn(i +a-z) < ,n~ -1 ( e- -1:) r &-'?, 1-t'<( 1V; I 8,--;z] 

waarin -~ 2 
( zie (38)) @(n) is en de noemer voor voldoende grote 

n > tJt. n2, met constante cl >O , ,wrdt. '7ij hebben dus oen ondor

grens afgclcid voor het ondcrschoidingsvermogen, die voor ,n.4~1 tot 

t nadert. Di t kan voor de van ( 42) verschillondo mogelijkhed~n op 

analogo wijzc worden gedaan. De stelling is hiermoe bewezen5) • 

5. Qpmerkinraen. 

De hier beschreven toots is er een ui t oen groep va~1 to et sen 

voor dezelfd·e hypothese, die vollediger beschreven wordt in 

J.Hemelrijk, A family of parumetorfree tests for symmetry with 

respect to a given 11oint, I, Proo.Kon. Ned. 11.lc. v. ·.-rut. 
a <1950) p.945 ... 955, 
Indagatitmes Mathematicae jg (1950) p.3/;.0-350, II 

vorschijnt binnenkort. 

Do toets is daarin gegeven voor een algemenere hypothese dan 

de hier als ~ vcrmelde ~ de onderstellin;;;; van continu!teit is nict 

gemaakt, ovenmin als de onderstellinG, dat alle J!,( dezolfde verde
ling bezi tten, Alleen de onafhankelijkheidsonderstelling is daar go-· 

handhaafd. Om de bewijzen eenvoudig te houden hcbben wij hier oen 

speciaal geval behandeld. Een uitvoerige publicatio, waarin ook 

verdere bruikbaarheidsstellingen v10rden geGeven, staat op stapol • 

5) Verder kan men gemakkelijk bewijzen, dat de voorwaardo d 'Ii 
of .✓fl o niet alleen voldoende, maar ook noodzakolijk is voor 

de bruikbaarheid. 


