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REEKSONTWIKKELINGEN 

-
Hat onderwerp kan elementair warden genoemd, omdat het zonder dat de 

naam wordt genoemd alter sprake komt op de lagere school, namelijk bij 

de repeterende breuken. Een oneindig voortlopende 10-delige breuk is 

immers een machtreeks naar machten van 16• Wanneer men de verschillende 

herleidingen enz. die daar plegen te warden uitgevoerd nagaat en zich 

afvraagt, wat valt daar uit mathematisch oogpunt op aan te merken 1 dan 

kan het antwoord zijq: Er is niet gedefinieerd, wat onder een oneindig 

voortlopende 10-delige breuk te verstaan is. Terloops gaf ik daarvan al 

een definitie, daarna kan men de verschillende bewijzen gemakkelijk in 

orde maken. Nog lets meer voor de hand liggend is de definitie: de on

eindig voortlopende tiendelige breuk is de limiet van de getallenrij, 

die men verkrijgt door achtereenvolgens 1,2, .•• decimalen op te sch j

ven. Dat die limiet bestaat, volgt daaruit dat we een monotoon stijgen

de getallenrij hebben, die niet onbepaald stijgt. Het is gemakkelijk in 

te zien, dat deze definitie en de vorige op het zelfde neerkomen. De re

peterende breuken kan men oak als meetkundige reeksen opvatten. 

Hebben we met meer algemene meetkundige reeksen te doen, dus 1+x+x2 + 

+ .... ~ 1~x' dan treedt de convergentievraag op de voorgrond. Deze dringt 

zich vanzelf op, als men, zoals men bij het onderwijs gew~onlijk begint, 

de reeks als gegeven beschouwt en de som vra~gt. Bij reeksontwikkeling 

heeft men met het omgekeerde vraagstuk te doen. Gegeven een functie, ge

vraagd een methodc om de achtereerwolgende termen der ontwikkeling te 

vinden. Voor het geval ~ kan men daartoe de deling uitvoeren. Gaat men 
1-X 

van meer ingewikkelde algebrarsche breuken uit, dan komt men op deze 

wijze tot wederkerige reeksen. 

Ook in andere gevallen zijn machtreeksen de meest voor de hand liggende 

ontwikkelingen. Stelt men zich op het standpunt, zoals in de achttiende 

eeuw gebruikelijk was, dat de mogelijkheid daarvan vanzelf spreekt~ dan 

vindt men onder enige onderstellingen omtrent diffcrentieerbaarheid enz. 

gemakkelijk de coefficienten. Dat voert tot de reeks van Taylor. Wij 

zullen die beschouwen in de vorm van Mac Laurin, ontwikkeling in de om-

·; 
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g~ving van de oorsprong 
2 

f ( X) = f ( 0) + Xf 1 ( Q) + ½r f If ( Q) + - - - - -

Het is duidelijk, dat deze formule geen zin heeft, als de reeks niet 

convergeert. Het kan echter voorkomen, dat de reeks convergeert en toch 
1 

- """"'2" 
niet f(x) voorstelt. Voorbeeld f(x) = e x voor x IO, f(x)=O voor 
n=O. De methode om de geldigheid der ontwikkeling te onderzoeken is wel

bekend. Wij nemen aan, dat f(x) onbeperkt differentieerbaar is en trach

ten in de formule 

X 2 
f(x) = f(O) + xf'(O) + 2T f"(o) + 

voor Rn(x) een geschikte uitdrukking te vinden, nam2lijk zodanig dat we 

kunnen bewijzen lim R (x)=O. De meest bekende vorm is de zogenaamde 
n~co n 

restterm van Lagrange 

(0.( ·if< 1). 

Deze is echter niet voldoende om b.v. de geldigheid der ontwikkeling 

van (1-x)k en ln(1-x) voor O <x ~1 te bewijzen. Men kan dan de restterm 

van Cauchy gebruiken 

De gebruikelijke afleiding van deze formules is tamelijk gekunsteld. 
Ik bewijs als voorbeeld de laatste rij_ 

2 
r(x) = r(y) + (:Ri·Y) f'(y) + (x2y) ( )n-1 n-1 

" ( ) ~-y ( ) ( ) f y + ..• + ( n-1 )! f y +Rn y 

n-1 n-1 
dan is Rn(x)=O en Rn(O)=f(x)-f(O)-xf'(O)- .... - (n-1 )! f(O) en 

R~(y): - ((~:~~~1 fn(y). 

Passen wij nu de middelwaardestelling toe, die krachtens de ingevoerde 
R (x )-R ( 0) 

onderstellingen geldt n x n = Rn 1 (zo/x), dan vinden we 

n-1 n-1 xn ( 1_ ?.J')D-1 9-
f (x )-f( O }-xf' ( 0 )- ••• - (n-1)! f(O)= {n-1 )! fn(& x). 

Een andere afleiding, waarbij de opzet minder voor de hand ligt, maar 
die verder heel vlot verloopt, is de volgende 

X X 

J f'.(x-y)dy = f(x)-f(0)=f'(0)x + l f"(x-y)y dy = ... 
O O X 

x2 " xn-1 (n-1) 1 j n n-1 
+ xf'(O)+ N f (0)- ••. + (n-1)! f (0) + (n-1 )! f (x-y)y dy. 

0 
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In de complexe functietheorie lopen de overeenkomstige bewijzen veel 
eenvoudiger. De daarbij in te voeren voorwaarde van complexe differen

tieerbaarheid in een punt (de oorsprong) is een zware eis, (ze heeft 

de onbeperkte complexe differentieerbaarheid in dat punt tot gevolg). 
Men kan natuurlijk ook daar de reeks bij de nde term afbreken en een 

restterm toevoegen, die men gemakkelijk door een contourintegraal kan 
voorstellen. Dat kan zijn nut hebben om de nauwkeurigheid der benadering 

te schatten, maar voor het bewijs van de mogelijkheid der ontwikkeling 

is het niet nodig. Ook bij het werken met reeksen met reele termen kan 
de restterm ook in de practische toepassingen goede diensten bewijzen 

om de fout te schatten, die men maakt als men bij een willekeurige term 

afbreekt. Soms kan men die eenvoudiger schatten. Een zeer bekende stel

ling is, dat bij alternerende reeksen met in absolute waarde monotoon 
dalende termen de fout steeds kleiner is dan de absolute waarde van de 
eerste verwaarloosde term (niet alleen bij machtreeksen). Dat geldt ook 
bij sommige ontwikkelingen, die tot divergente reeksen voeren. Wij ko

men hiermede op het gebied der asymptotische reeksen. 

De oudst bekende asymptotische reeks is de reeks van Stirling voor 

ln r (x), grondig behandeld door Cauchy, maar lange tijd opgevat als 

een op zich zelf staand curiosum tot in 1886 Poincare zijn theorie der 
asymptotische reeksen gaf naar aanleiding van zijn ontdekking, dat de 

reeksen die de astronomen sinds lang met succes in de storingstheorie 

gebruikten dat karakter hadden. In hetzelfde jaar publiceerde Stieltjes 

zijn verhandeling over deze reeksen, waarbij ze ontstaan als ontwikke
ling van kettingbreuken. Het voorbeeld, dat ik wilybehandelen komt ook 

bij Stieltjes voor. De integra~llogarithme li(y)=J ~. 
O J.D U 

Door de substitutie Y=e-x, u=e-v gaat dit over in 

- li(c-x)= j"" e/ dv. (x )0) 

X 

Door herhaald partieel integreren vinden we 

li ( -x) -x ( 1 1 + 2 ! 3 ! + + 
- e =C x - 2 3 - 7f · · · 

X X X 

waa rbij 
Rn(x) = (-1)n-1 n!J

00 
e~:1 dv, dus 

V V 

De reeks tussen haakjes divergeert maar }Rnj is kleiner dan de eerste 
weggelaten term en bij grote x kan die zeer klein worden. 

In dit voorbeeld zochten we de waarde der beschouwde functie voor zeer 

grate waarden van x. Zo is het in de meeste toepassingen, waarbij we 

dan ~en ontwikkeling krijgen naar machten van 1. Een meer algemeen 
X 

precede om die ontwikkeling te vinden is als volgt. 



Zij lim 
x-4 co 

f(x) ~a , lim x(r(x)-a )=a~, lim x2(r(x)-a 0 -
o X ----100 0 I X--+00 

voort. Zo komen we tot 
a1 

f(x) = a 0 + x 

en zo 

Als deze ontwikkeling slaagt, wat niet altijd het geval is - het kan 

wel zijn dat d~ ,}·ngevoerde limieten niet alle bestaan - kan men stel
a +tn,x 

len R == n n met lim I:: n(x)=O. 
n X X ~ 0(.) 

Daarbij blijkt ook, dat als de ontwikkeling mogelijk is, zij ook on-

dubbelzinnig bepaald is. Het omgekeerde geldt niet. 

Twee verschillende functies f(x) en f(x) kunnen wel dezelfde asympto

tische ontwikkeling hebben. Dat is namelijk het geval, als in de ont

~ikkeling van f(x)- f(x) alle coefficienten O warden, zoals bv. als 
f ( ) ( ) ... x - kx j x - tf x :::e , of e voor K } O. 

De kern van de theorie van Poincar~ ligt ih het bewijs, dat met asympto~ 

tische reeksen op voo~ de hand liggende wijze de hoofdbewerkingen kun

nen warden uitgevoerd. Wat de optelling en aftrekking betreft ligt dat 

voor ~e hand. Oak voor de vermenigvuldiging is het bewijs vrij eenvou-

dig. Daaruit volgt oak de geldigheid der machtsverheffing en dan dat 
men in een polynoom in f(x) de asymptotische ontwikkeling van f(x) kan 

substitueren. Wij kunnen nog een stap verder gaan en de asymptotische 

ontwikkeling van f(x) substitueren in een convergente machtreeks in 

f(x}. Zij 

en 

f(x) ""' a 
0 

a 1 
+ x ...... + n 

X 

f ( f ) = C O +c 1 f + , • • , + C p f p + , , , , 

een reeks, waarvan de convergentiestraal groter is dan I a 0 !. 'f (f) be

paalt dan een zekere functie van x, t (x), waarvan de asymptotische 

ontwikkeling gevonden wordt door in 'f) (f) de asympttotische ontwikke

ling van f te substitueren. Het bewijs verkrijgt men door de zo bepaal-

de coefficienten achtereenvolgens te vergelijken met die welke door het 

bovengeschetste pr'ocede gevonden word en. Men toont die overeenstemming 

ook aan zonder rekening door de opmerking., dat aan de gehele berekening 

niets verandert, als men de letters a zodanige waarden toekent, dat de 

reeks voor f convergcert, Dan vindt men ook voor Cf> een (voor x groat 

genoeg) convergente reeks. Wij kunnen dit nu toepassen om ook de t
voerbaarheid van de deling te bewijzen. 
Wij Willen nu het termsgewijs integreren beschouwen. Zij 

f(x) 
a +£ (x) 

n n met 1 f (x)""'O n -n · 
X X ----1 00 

,-X 
Wij zoeken een asymptotische ontwikkeling voorJ f(x)dx. Beschouw 

X 
0 
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Wij zoeken hiervan de limiet voo1, X ~ r::IJ • Zij /l-n x de grootste waa rde, 

die /t (x)I aanneemt voor waardyn)boven x,fL, nadert dus tot O, als x 
n \ J X t \ x / Jo X d onbepa8 ld toeneemt, en n dx <( ).{.. ~ • Wij vinden dus n / n n 

00 X X X X 

S l 81} 82 a3 an 'nn 
f(x)-8 - - dx = - + --+ ... + ____ ..,.. + L:..:.- met lim 'JJn""O. 

x o x x 2x 2 ( n -1 ) x n -1 x n -1 x --; ct)I 

Om nu te komen totf x f(x)dx schrijven we 
XO 

J x f(x)dx ~J 
X X 

U 0 

Jxoo 
[ f(x)-a 0 -

o 

De eerste integraal hangt niet van x af. Noemen we 

dan 

s: ff ( X) -a O -
8
: } dx-a x -a,\ ln 

0 0 I 

0 

vinden we 

J X 

X 
0 

f(x)dx = C + a X 
0 

X =C, 
0 

X 

W8armee de 3symptotische ontwikkeling is verkregen. Het blljkt, dat ze 

door terrnsgewijs integreren wordt gevonden. 

Met het differentieren is enige voorzichtigheid nodig. Wij weten name

lijk niet, of de afgeleide een asymptotische ontwikkeling toelaat. In-
-x " ( X) derdaad is dat niet ste s het geval, voorbeeld e sine • 1 kunnen 

we beweren: Als de afgeleide f 1 (x) een asymptotische ontwikkeling toe

laat, dan kunnen wij die vinden door de asymptotische ontwikkeling van 

f(x) termsgewijs te differentiercn; immers de atste moet gevonden 

kunnen warden door die van f'(x) termsgewijs tc int reren. 

Wij beschikken nu over de hul delen voor een eerste onderzoek naar 

de oplossingen van differcntiaalvergelijkingen, di een 8Symptotische 

ontwikkeling toelaten. Als we weten, dat die er zijn kunnen we ze met 

de methode der onbepaalde coefficienten vinden. Ik begin met een zeer 

eenvoudig voorbeeld 

dy 
=+ ux 

c1 c2 
Substitueer Y=C + - + -r:s- + ... 

0 X L. 
X 

a 
X 

== 0 ii 
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Wij vinden a a 2!a J!a 
Y= DX + w + b3 x3 + b 4 x 4 

De coefficienten zijn zo bcpaald, dat in de asymptotische ontwikkeling 

van hetgeen het eerste lid wordt, als we daarin de gevonden y substitue

ren, alle coefficienten O zijn. Wij weten evenwel, dat daardoor nog 

niet verzekerd is, dat de functie dan identick O is. Uit onze bewerking 

mogen we dus niet concluderen, dat de gevonden reeks de asymptotische 

ontwikkeling van een oplossing is. Het enige, dat wij kunnen beweren 

is, dat wanneer er een oplossing is, die een asymptotische ontwikkeling 

toelaat, de coefficienten geen andere kunnen zijn dan de hier gevondene. 

In dit eenvoudige geval kunnen we het ontbrekende gemakkelijk aanvul-

len. Wij kunnen de vergelijking namcJijk met J X OX . -bx -bx e lossen en vinden Y=Ce +ae -- dx en 
X X 

keling van de integraal 0 

elementaire middelen op

door asymptotische ontwik-

wat voor C=O met de eerst gevondene overeenkomt. 

Wat We in dit voorbeeld zien gaat in hoofdzaak algemeen door, In de 

theorie der asymptotische reeksen is over de som der reeks geen sprake. 

In een andere gedachtenkring bij het omgaan met divergente reeksen, 

stelt men zich juist voor aan de reeks door een geschikt gekozen defi

nitie een som toe te kennen. Men zal er naar streven een zodanige defi

nitie te geven, dat ze toegepast op een convergente reeks de gewone som 

oplevert. 

De eenvoudigste definitie is die van Cesaro 

Een div0rgente reeks, voor welk0 deze limiet bestaat, noemt Cesaro 

enkelvoudig onbepaald en hij definieert de som van de reeks als S. Een 

eenvoudig voorbeeld is het beroemde twistpunt uit de achttiende eeuw 

1 -1 + 1 - 1 

Andere voorbeelden 1 + cos it"'+ cos 2 '27+ ... -:r ½ 
sinV"'+ sin 2if+ sin 21J-+ ··•::!½ cotg ½-J': 

Het is gemakkelijk te bewijzen, dat deze definitie toegcpast op een 
convergente reeks de gewone som oplevert. Immers als lim sn=s, kan 

~00 
men bij gegeven posi tieve f m zo bepa len, da t voor nn ) m, I s-sn I "- £. 

Noemen we sn-s=E n' dan is s 0 +s 1+ ... +sn=s 0 +s 1+ ... sm+(n-m+1)s+lm+Em+1+ 
••. +fn, dus 

jso+s~+ ... +sn -s) < \so+s1:· .. sm I+! (m~1)sj + n-~+1 E,, 
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waaruit het beweerde blijkt. 
Een intcressante toepassing van deze definitie op sommige divergente 

Fourierreeksen is in 1904 gegeven door Fejer. 

Wann wer r.- = so+s-i+ ... +sn niet l"jk 
~ u - tot een limiet nadert, is het moge 1 
v +~+~ .. v. n 

dat O n tot een limiet nadert, dan kan men deze limiet als de n 
som definieren en zo kan m~n doorgaan. Dat is de methode van Halder. 

Cesaro gaat enigszins anders te werk. Hij bepaalt een gemiddelde na 

eerst aan de termen skg0wichten te hebben toegekend. 
g ( r ) s +g ( r ) s + ; • .itg ( r ) s 

H · · ~ f · · t s 1 . n o n-1 1 o n , 
lJ eie 1n1eer = 1m . ( r) ( r} ( r) 

n ~ 00 gn +gn-1 + • • ;+go 

waarbij g (r)=1, g~(r)=r, ••. gk(r)= r(r+1) •.• (r+k-1) 
0 1 k! 

(r) r(r+1) .. ~r+n--1) • • ,gn =.i: 

n! 
Hieruit volgt g (r)+g (r)+ g (r)=g (r+1) 

o 1 • · • n n · 
Men vindt, dat als bovenstaande limiet voor zekere r bestaat, dan bestaat 

ze ook voor r+1 (en dus voor alle volgende rangnummers). Als r de klein

s te waa rde is, waa rvoor de limiE-t bes ta at, noemt C2sa ro de reeks r-vou-

d ig onbepaald. Later is de spreekwijze Cr sommeerbaar in gebruik genomen. 

Door Pringsheim is in 1916 bewez0n, dat de definities van Holder en van 

Cesaro elkaar volkomen dekken. 
00 
\' r Als de reeks 4-.J un C sommeerbaar is, rlan is 

0 

cO 

~ u xn convergent voor t.- n 
0 

(r) ·····--(r) r 
gn so+gn-1 s1+. •. +go 8 n 

fxl < 1. Immers als 
g (r)+g (r) ~ ~g ~) ~ S, 

n n-1 ·• ...... o 
S ( r) 

wa t we zullen schrijven lim ( n 11 = S., dan zullen de reeks en LS ( l'.' )xn 
,0,o r+ n 

~ ( r+1) n n.........,. gl"l ( 1) 
en L....l g x dezelfde convergc:ntiestraal hebben en "C g r+ xn is 

niet an~ers dan de binomiaalreeks voor (1-x)-(r+'1), deze c~nvergentie
straal is dus 1. Verder is 

L sJr~n = L. snxn. ( 1-x )-r = L unxn ( 1-x )-r-'1, a 1 thans formeel 

d i: n ( ) r+1 L (rl n . us unx = 1-x Sn~., waaruit het beweerde volgt. 

(""'I u xn = li'm Lsn(r)xn li'm sn(r} 
Verder hebben we lim L-.. ------ = --,--~ = s 

x~1 n x--41 I::"g (r+1)xn n~ 00 gn(r+1) 
n 

een uitbreiding van de stelling van Abel. 

C(r) sommeerbare reekscr is tamelijk bepcrkt. Uit 
. u :l 

S kan men afleiden 11~- = O. 
n........+ nr 

De definitie van Borel kan in meer gevallen worden toegepast. Zij luidt 
00 U 

S = J e-x (u 0 +u1x.J.. 2°f x2+ ••. )dx., 

0 
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als het tweede lid betekenis heeft. Borel stclt deze voor als een uit

breiding van de gemiddeldenmethode. Hij stelt eerst 

s = 
a oso +a 1 s1 +a2s2+ .... 

a o +a 1 +a2+ .... 

Hij neemt a =c xn en laat vervolgens x onbepaald toenemen. Hij ver-n n 
langt, dat de reeksen en teller en noemer voor alle x convergeren, we-

gens de noemer moet dus L cnxn een gehele functie voorstellen. Borel 

kiest L c xn=ex, dBs c = ...::!,. (Men krijgt generalisaties door in plaats n ~ n n. 
van ex te kiezen ex). Dus 

. -x( 1 2 ) s = lim e s +s~x+ -2 , s 2x + •.•. 
X-40() 0 I • 

Deze uitdrukking transformeert Borel nu, aannemende, dat de reeks Dun 

van dien aard is, dat de volgende herleidingen geldig zijn. 
. s2 2 · 

ZiJ s 0 +s 1x+ '2[ x + .... =s(x), dan is s(O)=u0 , dus 

S-u0 =e-x s(x) lco = JoO d~ [ e-x s(x) J dx, 
0 0 

,& { e-xs(x)]~ e-x { s' (x)-s(x)J en s' (x)=s 1+s 2x+ ;+ x2+,,,, 

d '( ) I ) 3 2 us s x -s,x =U1+u2x+ 2[ x + .... 

Noemen we dit u 1 (x) dan wordt 
e,~ X ]00 00 X 

S-u0 = i e-x u 1 (x)dx = [ e-x J u1(x)ax. + S e-x(J u1(x)dx)dx, 

\ 0 0 ( 0 X O O U2 2 
Hierin valt de geintegreerde term weg en J~ u1(x)dx=u1x+ '21" x + .•. 

Schrijven we nu VOOJ" u 0 nog Ia"° e -xu0 dx, 0 aan vinden we 

S = J""' e-x(u0 +u1x+ ;f x 2+ .... )dx, 
0 

de gestelr'Je dcfinit; i•?fG2ITilll P B0 ".' 00 l V, ':!rt voor de uitkomst het symbool 
,QO ;s u in. 
o n 

Men kan deze uitkomst oak afleiden uit een algemeen principe door Hardy 

geformuleerd (1903). 

Het bewijs, dat deze definitie to~gepast op een convergente reeks de 

gewone som oplevert is wat moeiJijk8r dan bij de definitie van Cesaro. 
. u 

Gegeven is dus Lu =S, waartiit volgS L ~ xn is voor alle waarden van 
n Joo -x co n nn. 

x convergent. Te bewijzen e 1 -, x dx=s. 
o on. 

Wij hebben 

l 
G oO (G 00 u Un -x n xndx L -x xndx e LnT - :1! 1) 

e 
0 • 0 

\.. 



-9-

omdat een machtreeks unifor• converg~ert in ioder interval, dat geheel 

~~nn2n het convergcntieinterval ligt. Nu is 

-x n 
e x dx==n ! 

cO 

-x n "" e x dx= w 
0 

n" X OX= 

j"\-x xn dx, 
G 
11 le() = "'n -x n 

~ - e x dx = 
L.,,. n ! 
o G 

cO 

s-£ 
0 

U V _, 
n n 

( n n-1 ( ) n-2 ) G +nG +n n-1 G + ••• +n!G+n! = 
2 

-G( G 
e 1+G+ 2T 

waaruit bli,jkt, dat voor iederc positieve:: G,vn met n rmnotoon sti,jgt 

en steeds < 1 is, Hct gaat er nu om, te vind,~n., wat 'l: unvn wordt als 

G onbepaald tocneemt, Wij kunnen,bij willekeurige posi~ieve S,m zo be

palen dat voor n) m I s-s / < ~. W(; hebben dan 
m 

00 z. 
0 

U V = n n 

m 

L 
0 

U V + n n L 
m+1 

-G ~ 
U V =C Y' n n w 

0 

U V , 
n n 

De eerste term nadert tot O, als G onbopaald toc::neemt. Op de laatste 

passen we een herleiding toe overeenkomend met de welbekende transfor

: a tie van AbGl, Voor icdere n > 1:1 is 

n 
23 u v =(s +,,-s )v +,1+(s +')-s ,,,)v +2 + ... +(s -s ,,)v n n m I m m m c m~1 m n n-, n 
m+1 

S ( V -V ) +s V .,., n-1 n n-1 n n 

en daar v L,,, v 2-v +,,, ... ,v -v ,, alle positief zijn, vindGn weals mT1 m+ m , n n- 1 
g de grootste en k de kleinste der groothed~n smJ sm+~·•· ~sn is 

n 
Y"'", u v <gv -k(v +,,+v_ +0 -v +,,+H .+v -v ,,)=(g-k:)vn • 

+,1 n n n m 1 111 L r,1 1 n n- 1 • 
m 

1~ll ]~ g(S+f ,:::n k ) s - E_, ., O<v <1, n dus 

n 
E:: 
m+1 

11 

U V n n 

.c:,VCllZO z: u v } -2 c en daar dit voor ic.:dcrc n gcldt 
n n c,,o 

/L unvnj <2E. 
m+1 G oo 

m+1 

- .• - • ,1 d . i d ·1 -x ,.., r.1 :x·.nr·'·x·--s, J u 
,nJ vinol:n ,- us inc,er~ a ac · o 6 nT . .,! 

7-1 " 
. _, .J.. ,l 

0 0 

hier hebbGn we een • nalogon van het 
00 
I'" 
,. , u =S '-?n bC::schouw 
,Jo n 

c:<) 

5 
0 

n Joo -t 
unx == e 

0 

thcorema van 
cv 
Z u~ xntndt= 

V n, 
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dan is, voor O < x c:.1 )~ positie;f t::n wij hebben 

5 u x n = ( 1 +}) Joo e - ,( 1 + S) 2: u~ -r n d ,.- • 
n , n. 

0 0 0 

, Joo -T ~ Un -/- ndT d .. . , l Gegeven J.s e w - 1 = s. Daar , t:ze integraa. bGstaat is de in-
o n. 

0 

tegraal in de vorigd formule uniform convergent in een interval dat het 

eindpunt ~ =0 b~vat, dus 
C<) 

1 . J n im u 11 x = 
x~ 1 

0 

lim 
J-,o 

d"r=s. 

Hieruit blijkt ook, dat als voor een reeks de Cesarosom en de Borelsom 

beide b2staan, dan zijn ZG gelijk. oo 

Borel noemt een reeks Wdlke de integraal e u(x) betekenis heeft voor . J -x . 

somoeerbaa r. Voor cJL: thE.::orh' is nor; van,Ji&lang het b;c::grip absoluut som-
, ,,.. -x 

meerbc1ar. Daarvoor worclt ver1c:1st, dat j e lu(n) /dx en ook 

Joo oa · 1-0 

e -x lu 1 ( x) 1 dx enJ c -x I u ( ,() ( x )} c1x voor a llc A blctel{enis hcbbc;n. Wij 
0 00 

kunm:m hi~bij nog ~pmerkcn, clat uit he:t bestaan v,:inJ ,::;-xlu'(x)ldx 

da t van J t;-x tu( x) I dx volgt rnaa r r,iet omgc..:keerd. 0 

Als voorBeelden van sommeerbare r~eksen kunnen w~ dezelfde reeksen ne

men voor welke we de Cesarosom berekend hebben 
oo 2 1()0 if -x( x ) -2x dx =_1_, 

1-1 + 1-1 + . , . •1 c.~ 1 - X + 2! - . , . . d X :::: e 2 • 

0 0 

Om een eenvoudig voorbeeld tu hcbben, waarbij de Cesarosom niet bestaat 

we voor x 1 
00 00 

/ 2 3 .\ . -t . X 2 _ J .-t(1+x) . 1-x+x -x + ... GJ e (1-xt+ xt ... )at,,,, ,_;; d0::: 

0 0 

nemen 

De r""eks in dit voorbeeld is voor -1 < x ~1 convergent, voor di,.;; waarclen 

h2eft de integraal van Bore•l dus ook bc:t1.c:l{enis en ook de waE.1rde 11x . 

Wij kunncn oak complaxe waarden van x in onze beschouwing betrekken. 

Onze uitkomst geldt voor Rex )-1. Wij kunn2n dat oak zo uitdrukken. 

Voor de functie, die in de omgeving van de oorSprong wordt gegeven door 
2 de reeks 1-x+x - ... geeft de int raal van Borel voor die reeks de ana-

lytlschc voortzett1ng over hct halfvlak R(; X) ,-1. 

In dit voorbeeld lcvert dat dus niets nieuws, daar de eenvoudige voor

stc::lling ~ de ono lytisch---· voortz•c:tting ovc:r l:H::t gehel<2 vlak gee ft. In 
1,-X 

ingewikkclder gevallen kunnen we op deze wijze voor de bestudering van 

de functie gewichtige bijdragen vurkrijgen. We kunnen nog opmerken,dat 

in ons voorbeeld de zaak vcreenvoudigd werd doordat de beschouwde func

tie maar een singuliur punt heeft. In hut algemcen kan men bewijzen,dat 

als ~een singulicr punt is van een functiu die door een machtreeks in 
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de omgcving van d0 oorsprong (of een will~k~urig punt) Q g~gev0n 1s 

de int2graal van Borel toegepast op di8 reeks een analytische voo 

ting geeft, die niet verder r0ikt dan de rcchte in 1loodrecht op 

Op di8 wijzc vinden we voor een functie met een eindig aantal singu

liere punten de analytische voortzetting over cen gebied begrensd door 
rechte lijnen de sommeerbaarheidsveelhoek. 

In hGt vorige hebben weals toepassing van de somdefinitie de analy
tische voortzetting van cen functi0 gezocht. Men kan ook omgekeerd te 

werk gaan en de analytische voortzetting van de functie gebruiken om 

tot een somdefinitie voor een divergente reeks te komen. Zij Lun een 
divergente reeks, zodanig dat de reeks Lu xn niet de convergentie-n 
straal O heeft. Deze stelt dan in de omgeving van de oorsprong een 

analytische functi~ f(x) voor. Men kan dan de som definieren als de 
waardc van die functie voor X=1. Daarbij komt het er dus op aan de 
analytische voortzetting van die functie te bepalen. Mitt~g- Leffler 
heeft een uitdrukking opgesteld in de vorm van een reeks van polynomen, 

die de functie voorstelt in het gehcle gebied waar ze bestaat behou

dens een aantal coupures, de ster van de functie. 


