STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM

ZW 1957-015

Bewijs van een identiteit voor ;-functies

C.G. Lekkerkerker

1957



The Mathematical Centre at Amsterdam, founded the 1ith of February 1948, is a non-profit
institution aiming ot the promotion of pure mathematics and its applications, and is
sponsored by the Netherlands Government through the Netherlands Organization for
Pure Research (Z.W.0Q.) and the Central National Council for Applied Scientific Research
in the Netherlands (T.N.O.). by the Municipality of Amsterdam and by several industries.



ZW 1957-015

Bewljs van een identiteit voor (-functies,

door

C.G. Lekkerkerker

Z1j «(x) de functie, bepaald door

1 als x50
(1) (x) = {
0 als x< 0.

In het volgende zullen we steeds aannemen dat

(2) ¢(0) = 1,
ofschoon de te bewljzen identiteilt ook geldt als we defini&ren
L(O):O, en vermoedelijk ook als we voor ((0) een willekeurig
reEel getal v kiezen. Door de heer Runnenburg, medewerker van de
afdeling Statistiek, werd ons de volgende vraag gesteld,

Bekend is [1]J dat de grootheid Kn(Q)’ bepaald door

. Oo w
Kn(Q) = Jp-- —Jﬁ L(sq—tq) L(Sq+82—t1—t2)...L(51+...+Sn—t1—...tn).
0 0

.dB(sq)dB(sg)...dB(sn)dA(t,]) ...dA(tn) (qa>0),

waarblj B(s) en A(t) verdelingsfuncties zijn, gelijk is aan de
co&fficiént van z" in de machtreeksontwikkeling van de functie

ico +d ' | W
P(z) = exp E;c.,f Los(r-af (a9 (8] 5 | (55 o),
~ilco +d ’

(e ]
waarblij of(z)= jﬁ e~?t aa(t), s3(z) ='Jﬂ e 2t dB(t). Nu valt op
0 0 '
te merken dat men hieruit de volgende identiteit kan afleiden. Als
n een natuurlijk getal is en als x,l,xg,,..,xn willekeurige reéle

getallen zijn, dan geldt

(3) Z—. (/] L,lguan 112;‘.1’] =

*(1,2,...,n) h

F(1,2,...,0) m=1 v Ao+, 4D =0

l‘ll( '
‘12...n1 Cng+1, ... 04400 n4+no+. ..+ q+1, .. .0

T
n,lnp,?.nm m.
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Daarbij is ter afkorting gesteld

Y dneendy = t(x_ + .+

Jadneesd X . +..
1“2 k 31 32

XJk)
en geeft het onderschrift d“(1,2,...,n) aan dat gesommeerd wordt
over alle n! permutaties ¥(1,2,...,n) van de indices 1,2,...;n,
terwljl verder in het rechterlid gesommeerd wordt over alle geor-
dende partities van n in een willekeurilg aantal natuurlijke getal-
len nq,nz,...,nm. In het geval dat alle xiggo zijn, wordt een di-
rect bewijys van (3) gesuggereerd door de bovenstaande formules,
d.m.v. voortbrengende functies (zie onder). De vraag is nu of men
algemeen een direct en elementair bewijs van de identiteit (3) kan
geven,

In het onderstaande zullen we dit uitvoeren, We maken eerst
twee opmerkingen vooraf,
Opm.1. We beschouwen een willekeurige term in het rechterlid van
(3) en vragen ons af hoe vaak deze term in de gehele som voorkomt.
z1i) die term b.v.

Y4, .0t +1,...,n

l
/1 /‘ +n2 e s 0 ¢ o @ n +n

1 2+...+n

+154..,D0

1 m-

. Bij een

n m!

A0+ By

vast gekozen permutatie ¥“(1,2,...,n) komt deze term in de som,
uitgestrekt over die geordende partities gpq,pg,...,pm} van n,
waarvoor het stelsel getallen gpq,pe,...,pmg een permutatie is
van het stelsel getallen gnq,ng,...,nm , ten hoogste éénmaal
voor. Verder komt deze term inderdaad voor, dan en slechts dan
als de permutatie ¥ (1,2,...,n) verkregen wordt door een wille-
keurige permutatlie van de getallen 1,2,...,n1, een willekeurige
+1,...,n1
gt .4

permutatic van de getallen n o ..., €€n willekeurige

1

+
1 m--
m! mogeli jke volgorden achter elkaar te plaatsen. Dit heeft ten-

permutatie van de getallen n 1,...,n in een van de
gevolge dat de beschouwde term juist nqlngl...nmlm! maal voorkomt.
Dus kan het rechterlid van (3), stel R, geschreven worden als

(4) R = Z(nq—ﬂ)l(ﬂg"‘)l-~-(“m‘1)1 ‘12...n‘n,!
L
n/‘ +n2+- L] +nm_/\

waarblj de som nu uitgestrekt wordt over alle verschillende ter-

+1,¢..,0 o

4
+1,Qoo,n
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nen, die van de aangegeven vorm zljn of daarult ontstaan door een
permutatie van de indices 1,2,...,n0n.

Opm.2. Door alle Xj met ecn klein positief bedrag € te vermeerderen
kunnen we bereiken dat géén der deelsommen XJ +XJ +"'+Xj geligk
aan nul 1is, zonder dat bij deze verandering van 2 de Xj K een der
deelsommen var: teken verandert. Vervolgens kunnen we alle Xj in een
zekere, voldoend kleine omgeving, willekeurig vari&ren, zonder dat
een der deelsommen van teken verandert. We kiezen nu n getallen

9 92,...,@ die onafhankelijk 2zijn over de ring der gehele getal-
1en, en dus ook over het lichaam van de rationale getallen, en mo-

gen dan bij de afleiding van (3) onderstellen dat

X = ﬂ@, )= c s
(5) Xy = vy 0 (321,2,...,0),

waarbig rq,rgj...,rn rationale getallen zijn.
We bewijzen nu (3) door volledige inductie naar n. Voor n=1
1s de ddentiteit kennelijk Jjuist. We nemen nu aan dat hij juist is,
als n cen der waarden 1,2,...,n-1 heeft, en bewijzen hem voor n.
We onderscheiden twee gevallen
I. Alle X zijn 2 0. We hebben, als lz} <1 L

oo
n, 1, 5 qu;
>z = T = z 1 T {~log(1 z)} ET -

oo T
=Z Z Z"‘ o 11’] 1Zn;
n=1 m=" n1+n2+..+nm=n 172 m

vaarbij de som in het laatste 1id, behalve over n, ultgestrekt

2
oo

|

Sl
N:S
(S

3

vordt over alle gecordende partities van n., Gelijkstelling van de
208fficiénten van z in eerste en laatste 1id geeft
Iy

(6) 1= 2 S
m="} m1+n2+...+nm=n 172" m

In het beschouwde geval zijn in (3) de ¢ -waarden alle 1 en zijgn

m!

oeide leden van (3) gelijk aan n! maal de corresponderende leden
van (6). Dus geldt (3).
IT. Niet alle xj zljn 2 0. Is X Rt X <O, dan 1s ook van

de deelsommen XJ +Xj +...+xj , behorende bij een willekeurige term
1 2 k
in het linker-of rechterlid van (3),minstens één <0. Dan geldt dus

(3). We mogen dus onderstellen, dat



I

(7) X tXot. L 4X 20,

Laat nu %x,,X5,...,%  van de vorm (5) zijn en zij b.v. x,.<0. We
vergroten x, , waarbij we de eis dat x. /@, rationaalzig laten

© totdat voor het eerst een®der®declsommen die nega-

vervallen,
tief was de waarde O %rijgt. In die deelsom moet wegens (5) de

term x, voorkomen; om dezelfde reden kunnen niet twee verschillen-
de declSommen die de term XJ bevatten gelijk zijn, en kan bij die
verandering van Xj slechts.gén deelsom O worden. Omdat we over
alle permutaties © sommeren, mogen we hierbij onderstellen dat

jo=1 en dat die deelsom de som X, +X,+...+x, is (k. 21). Omdat vdér

/l

de verandering van x, voldaan is aan (7), is verder k<n,

1
We kunnen algemeen linker-en rechterlid van (3), stel L en R,
splitsen in een som van termen dic ng - als factor bevatten en

een som van termen die niet die factor bevatten. Zij daarbij

L =P R =P'¢ + Q!

Lo .k T 9 12.. .k

In het beschouwde geval neemt L bilj de beschouwde verandering van

X, toe met P en R met P'. We zullen aantonen dat steeds geldt

1
(8) P =pP',

Als dit juist i1s, dan kunnen we door een zeker eindig aantal ver-
anderingen van de beschreven soort uit te voeren, geval II reduce-
ren tot geval I en 1s de identitelt dus bewezen,

In een term in het linkerlid van (3) komt de factor Yo i
dan en slechts dan voor als F‘(ﬂ,E,...,n) uiteenvalt in een permu-
tatie & (1,2,...,k) van de getallen 1,2,...,k en een permutatie
¥ (k+1,...,n) van de getallen k+1,...,n. Wegens de inductieonder-
stelling en de betrekking (4) is

Z: L btqees b2k < Zg” (“j‘“l} Yo n,

1
(1,2, ... %) L

n +1’32+...+1’1 +1,...5K,

1 m--1

waarbij de som rechts ultgestrekt wordt over alle geordende parti-
tics van k en alle permutaties ¥ (1,2,...,k), met dien verstande

dat alleen verschillende termen gerekend worden. Nu is, bij de
nleuwe waarde van X,, X +Xp+...+x, =0, maar géén hierin bevatte deel-
som gelijk aan 0; dus is van de laatste som alleen de term met m=1,

n,=k niet O. Passen we nogmaals de inductieonderstelling toe, en

/]
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wel op LSV R R dan vinden we dus dat, bij de nieuwe waarde
van x,,

P o= (k-1)! =

¢ ¢ R
T(ks1,...,n) FFT KELK2 K+, ...,0

]

(k-1)! EE;{TT(NJ‘q)I} Yk, .o kin, 0 Yk by L0

1 4 moatls e,

waarbl) de laatste som ultgestrekt wordt over alle partities van
n-k en alle permutatics van {k+1,...,n} .

Men gaat gemakkelijk na dat de laatste ultdrukking juist P!
voorstelt. Daarmee is (8) bewezen, en het bewijs van (3) voltooid.

[1) 2zie P. Pollaczck, Sur la répartition des périodes d'occupation
ininterrompue d'un guichet, Comptes Rendus 234, 2042-4 (1952).



