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Het·begrip deelbaarheid in de algebra 

Stelt Reen comrnutatieve ring met een-element o voor en geldt 
voor de elementen a,b enc van R 

a,b = c , 

dan heet a (en evenzo b) een deler van c enc heet een veel­

voud van a (en van b); schrijfwiJze ajc, bjc. Het onderzoek 
naar de delers van een element c komt dus neer op de bepaling 

van de mogelijke schriJfwiJzen van c als produkt van elemen­

ten uit R. 

Is a een element van R, waarvoor een a' (in R) bestaat, zodat 
a•a '=e, dan heeft dus a in R 8en inverse en men noemt a een 

eenheid van R. De eenl1eden van R vormen een mul tiplica tieve 

groep E (van eenheden). In de ring C (van de gehele getal­

len) is E van de orde 2; in de ring C [V2} van de get~llen 

a+b\12 (a~b geheel) is die groep E oneindig. 
Elke deler van een eenheid is een eenheid. Twee elementen a 
en ·b van R heten geassocieerd, als er een eenheid E in Ebe­

staat, zodat a=bE. In dat geval is a een deler van b, been 
deler van a. 

Maken we gebruik van het ideaalbegrip, dan geldt: opdat een 

hoofdideaal (m) in R met R samenvalt, is het nodig en voldoen­
de, dat m een eenheid in R is. 

Als in een integriteitsgebicd (a)=(b), dan ziJn a en b geasso­
cieerd. G.G.D. van 2 elementen a en bin een integriteitsge­
bied: is d een gemeenschappeliJke deler van a en b, zodat elke 
gem. deler d' van a en been ~eler is van d, dan heet d een 

g~g.d. van a en b; notatie d=(a,b). Twee g.g.d. 's van a en b 
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ziJn dus geassocieerd en omgekeerd is met d ook elke geasso­

cieerde d' ccn g.g.d. van a en b. 

In een lntegriteitsgebied R heeft het ons in de ring der ge­

hele getallen bekende begrip r;onderlj_ng ondeelbaar 11 verschil­

lende generalisaties: 

I. a en b hcbben geen gemeenschappelj_Jke delers, als ze geen 

andere gem. deler-s hebben dan eenheclen. 

II. b heet priem met a, als uit albx volgt: a!x, 

III. a en b heten onderling ondeelbaar (onderling priem), als 

in R twee elementen u en v bestaan zodat (de relatie van 

Bezout) ldt: 

ua + vb == e. 

Men kan bewi)zen: Ult III volgt II, ult II volgt I. 

Stelling 1. Als twee clementen a en b van Reen g.g.d, d heb­

ben, dan hebben de elemcntcn a'=a/d en b 1=b/d geen gemeen­

schappeliJke delers, d.w.z, a I en b' voldoen aan I. 

Stelling 2. Is d een zodanige gem. deler van 8 en b, dat 

b'=b/d priem is met a'=a/d, dan is d=(a,b). 

Stelling 3. Als in een integriteitsgebied de eigenschap I ge­

liJkwaardig is met de eigensc ap II, dan is nodig en voldoen­

de opdat d een g.g.d. is van a en b, dat a'=a/d en b'=b/d 

zonder gemecnschappeliJke delers ziJn. 

Een deler van 3, die gt~n eenheid is en evonmin een element, 

d2t geassocieerd is met n, wordt ecn echtc deler van a genoemd. 

Met een cchte dcler d v• n a correspondeert dus een echte ant­

binding a=d·d' van a. Een ontbinding • =a-t van aJ waarin ~ 

een eenheid :Ls, l1eet een trtvi;::1 le ontbinding van a. Als p/0 

ts (in een int:: 6 riteits6ebied R) en p geen cchte ontbinding 

toel• at, dan heet 8 onontbindbJar. Is p onontbindbaar en bo­

vendicn g~~n eenheid, dan heet peen priemelement of irredu-

9ibel element (i). 
Een element p van R, dat /o is, geen eenheid is, wordt 

priemelement in de stricte zin (ii) 

genoemd, ols uit plab en p{a volgt plb. 

Een priemelement in de stricte zin brengt dus een priemideaal 

voort. 
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Stelling 4. Elk priemelement in de stricte zin (ii) is priem­

element (i). 
Stelling 5. In elk integriteitsgebied, waar de eigenschappen 

I en II equivalent ziJn, ziJn ook (i) en (ii) equivalent. 
Een integriteitsgebied R bezit de eenduidige factorontbinding, 

als voldaan is aan de beide voorwaarden: 

1. Er bestaat voor elk element a(/0 en a geen eenheid) ten­
minste ~~n schriJfwijze als produkt van priemelementen. 

2. De schrijfwijze, zeals bedoeld in 1., is tot op eenheden 

na eenduidig. 

Stelling 6. In een intcgriteitsgebied met eenduidige factor­

ontbinding is de eigenschap I equivalent met II. 

Stelling 7. Is, een hoofdideDalring, dan zijn I, II en III 
equivalent, terwiJl in J een eventuele ontbinding van de ele­

menten als produkt van priemelementen tot op eenheden na een­

duidig is. 


