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De ruimte waarin wij leven wordt drie-dimensionaal genoemd, even-
als de hierin voorkomende lichamen. Gewoonlijk wordt dit spraskgebruik
gerechtvaardigd door er op te wijzen, dat we aan deze verschijningen
een lengte, breedte en hoogte kunnen onderscheiden. Om analoge redenen
vezigt men in het spraskgebruik termen eendimensionaal ~ resp. twes-—
dimensionaal -bij de omschrijving van de semi-wiskundige begrippen lijn
en oppervlak.

De opstelling van de Euclidische-meetkunde vindt zijn aanleiding
in de waarneming aan de buitenwereld. Er moet dus eern zekere isomorfie
zijn tussen deze meetkunde en ons ruimtelijk inzicht. Het heeft dus
zin te zoeken naar een wiskundig parallel van het intuitieve begrip
dimensie. En wel moeten we eisen, dat volgens deze definitie van de
Euclidische ruimte E" een dimensie n toekomt.

Men definieert ET als de verzameling van alle vectoren '
= (X, ....,Xn) met de componenten X, als willekeurige rsele ge-
tallen. Deze verzameling wordt een ruimte door de metrisering

1Z - Y| = S/Z (x; - ¥;)°
]

Het zou veor de hand liggen E” een dimensie n.toe.te kennen krachtens
het aantal onafhankelijke parameters in E® (v.g.l. ook het spreekge-
bruik:aantal dimensies = aantal afmetingen) De onderzoekingen van
Cantor hebbern evenwel geleerd, dat E® en B! de zelfde machtigheid
hebben d.weze vocr ieder natuurlijk getal n-kan E" ééneenduvidig be-
schreven worden door een enkele parameter t. (-m<t < + 20 ). Veor
h>i is dan evenwel de functie () (t€éB! enX € En) of zijn
nmkernng niet overal contlnu, zodat nog niet volgt dat E homeomort
is met E'. Wanneer ET en E (mn#:n) homeomorf waren, dan zou een na-
tuurlijke definitie van dimensie (die san E® een-dimensie n toekent)
geen enkele topologische betekenis kunnen hebben. Gelukkig bewees
Branwer in 1911, dat een dexgelijkekhomeomorﬁe onmogelijk iss

Hanrl Poincaré schreef kort voor zijn dood (1512) in Revue de
Me#&@hysique et de Morale: "Je fonderai-la.d&termination du nombre
“‘.Aimansions sur la notion de GOUPUTes«aqss Un contimm a n,dimana
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sions quand on peut le décomposer en plusieurs parties en y pratiguant
une ou plusieurs coupures qui soient elle-mémes des continus & n-1
dimensions; c'esgt une definition par recurrence".

Uit dit citast blijkt, dat Poincaré intuitief het begrip dimensie
zeer diep heeft doorschouwd. Brouwer gaf in 1913 zijn berocemde defini-
tie van "Dimensionsgrad", welke definitie kan worden beschouwd als een
mathematische précisering van de ietwat vage omschrijving van Poin-
caré. Tevens bewees hij, dat E® de "Dimensionsgrad" n heeft. Daar de
"Dimensionsgrad" een topologisch begrip is (invariant voor homeomor-
fe afbeeldingen), bewees Brouwer hiermee ten tweede male, dat E® en
el (m#n) niet homeomorf zijn.

De publicatie van Brouwer bleef lange tijd onopgemerkt. In 1922
stelden Menger en Urysohn (onafkankelijk van Brouwer en van elkander)
de volgende recurrente definitie vaen dimensie op, die zeer analoog is
met de definitie van Brouwer.

Def. 1« 1« De lege verzameling heeft de dimensie -1,

2. Een metrische ruimte X heeft een dimensie £ n als elk
punt P van X willekeurig-.-kleine omgevingen heefi, waarvan de rand
gen dimensie < n-1 heeft. ‘

3. We zes<en, dat X de dimemsie n heeft, als n het kleinste
gehele getal voorstelt, waarvoor dim. X € n. Bestaat een zedanig ge-

heel getal niet, dan zeggen we, dat X de dimensie co heefts

Defs 2. Een metrische ruimte X heeft in een punt x , een dimeneie n,
als n het kleinste gehele getal is, waarvoor nog willekeurig.kleine
omgevingen van X, bestaan met een rand van dimensie 4 n-1. Bestaat
z0'n geheel getal niet, dan zeggen we ’da*b X in x, een cneindige dimen-
gie heeft.

Met behulp van Def. 2 kunnen we Def. 1 ook als volgt formuleren:

Def. 3+ De dimensie van een ruimte X-is £ n als X in ieder punt X, van
een X dimensie <« n heeft. Onder dim. X verstaan we het kleinste g9~ ‘
hele getal -met deze eigenschap. Restaat zo'n geheel niet, dan sohr13~
ven we dime X =00 '

De artikels van Menger en Uryschn ontketenden een lawine van pu-
:blicaties (Brouwer, Menger, Urysohn, Hurewicz, Nobeling enz.), die
bijdroegen tot de theoris van het begrip dimensie. Het kristalliseepr-
proces duurde niet veel langer dan een tiental jaren. Toen kon de to-
polegie roemen op een heerlijk juweel, flonkerend in zijn 'ballaa
mai‘b gedroomde facetten: de dimensietheorie-



§ 1. Begrippen.

De in de dimensietheorie beschouwde ruimte X wordt steeds metrisch
verondersteld (motivering volgt), Onder een open deelverzameling
U C X verstaan we dan een zodanige verzameling, dat blj elk punt

X, € U een positief getal £  bestaat, zodat:

X e X en |x-x)|<E& impliceren X € X

In het bijzonder is X zelf een open verzameling. On-der een omgeving
U van een punt X, zullen we elke open verzameling U verstaan waar-
%racr . XEU.

{:F t.0.v. X een open vergameling is.

| 2ij Y een metrische ruimte en X C Y. We kunnen Y weer als metrische
?ulmte opvatten door voor twee punten P en P, van X degelfde afstand
ke kiezen, als zij in de metriek van Y oorspromkelijk hadden. Een ver-
gameling Umet UCX CY kan dan open zijn t.0.ve X, .terwijl.U als
deelverzameling van Y beschouwd niet open is (Kies b.v. U=X). We noe-
mendaarom de begrippen "open" en "afgesloten" relatieve begrippen.

E Een deelverzameling F C X heet afgesloten als het complement
i
§

Voor onze metrische ruimte zijn de begrippen: limiet van een af-
telbare puntenrij, accumulatiepunt van een deelverzameling A van X,
khreot duidelijke

% Onder de a.fsluiting'l van A t.0.ve X verstaan we de vereniging van
£ en al zijn i1 X gelegen accumulatiepunten. De eigenschap A = A is
a2quivalent met het afgesloten zijn van A.-

Onder de rand R(A) van A te.e.v. X verstaan we de verzameling van
e.lle punten PE€X, zo dat in iledere omgeving van P (hoe klein ook)
nog altijd punten van A &n punten buiten A liggen.

En wel geldt zoals we gemakkelijk nagaan

R(A) = & « (X=A) + (X=A)eA

Evene.ls de begrippen "open!" en-"afgesloten" zijn de begrippen "afslui-

?‘ting" en%relatleve" begrippen. Deze opmerking is van belaxag bij toe-

passing van de dimensiedefinitie van Menger-Urysohn. Zij b.v. X een

deelverzameling van EX en X, een punt van X. Een omgeving-V van X,

;.o.v. X kan dan altijd o;pgevat worden als de doorsnede V=X.U van. X .

Eet eenzekere emgeving U van X, te.0.v. E%. De rand.R(V) van V $404V,
is dan de deorsnede van X met de rand R(U) ven U t.é@.v. ER, :

Yoorbeeld. zij I de deelverzameling van E" bestasmde uit alle punten
waarvoor de bepalende coordinaten irrationsal zijn. Zij X, een punt
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van I « Kies als omgeving V van X, t.0.v. Im de doorsnede van }22 met
een Open, assenparallele rechthoekig blok U in ™ » Waarvoor-de
hoekpwrten rationale coerdinaten hebben. De rand van V t+0sVe I is
de doorsnede van R(U) teosvs E® met I ,dus leegs Daar het blok Op de
;aangegeven wijze altijd.nog willeke r-:Lg klein gekozen kan worden
;volg‘b. dime I =0 (dim. Ip>-! dear I_ niet leeg) «

Behalve metrisch zald e ruimte X ook steeds separabel verondersteld
worden- Dit houdt in het - bestaan vamn een aftalbare deelverzameling A
ven X, dieg s ont ligt in X dsWoeze & = X«

E Reeds bij de formulering van de dimensiedefinitie bezigden we

%het metrisch zijn van X ("willekeurig kleine omgevingen®"). Deze me-
;'i:.rlek is evenwel niet essentieel in die zin, dat ook voor algemsen
g"wopologische ruimte (waarin apriori een omgevingsbegrip wordt gedefi-
'»"-»aex'd) s een definitie van dimensie gegeven kan worden, die voor me-
rigche rulm'tes met Defe 1 samenvalte

> a 14 De dlmens:.e van de lege verzameling i3 =1.

2. We zeggen, dat voor een topologischa ruimte X geldt dim.
' n, als bij elk punt x : en elke omgeving U van 3, (dus
A, e ), een omgeving V van I, bestaat met V €U zo dat dim.
) < n-1 als R(V) de rand van V voorstelte

' De reden vande beperking tot metrische separabele ruimtes ligt in
he "fféi’b‘, dat alleen voor deze ruimhes eigenlijk nog sprake is van
ee ;“dj.menSietheorie- Bij de bwijzen van practisch elke stelling uit
'aihuidige dimensietheorie (waarbij we het bewijs rekenen vanaf de
rimaire gegex-rens © metriek en separabiliteit) maskt men een essen-
el gebruik van de extra-gegevens. ‘ S '

Fen afbeelding van een ruimte X in een ruimte Y heet continu als
rigineelverzemeling van elke open verzameling :in Y een open
ameling in X is. Twee ruimtes heten homeomorf, als tussen X en Y
‘eeneenduldlge afbeelding bestaat, die naar beide richt:mgen con=-
‘is. De afbeelding noemt men dan een tcpologische afbeelding of
me:l:‘:f'i& Alle voor topologische afbeeldingen mvarlante begrippen-
noemt men topologische begrlppen {"open", "afgesloten" “rand" enz-) e
In het ‘blgzonder geldt:" Het begrip dimensie is een toPOTOg:Lsch be~
ggr ", zoals we gemakkell;;k nagaana B ‘ '

[
|




§ 24 Stellingene.

. Uit de definitie van dimensie volgt onmiddeldjk:

Def. 5. Een niet lege ruimte X heeft de dimensie O(resP.nQals elk
punt p van X willekeurig kleine omgevingen U.heeft met lege rand
(resp. met dimensie < mn-1). Hieruit volgt o.a. dat eem niet lege
deelverzameling van een verzemeling met dimensieo(resp. & n) weer
een dimensie O (resp. £ n) heeft.

-

Zij X een hoogstens aftelbare ruimte. Een punt p van X heeft .
ot de hoogsfens aftelbaar vele punten X, van X een hoogstens aftel-
baar santal afstanden |p - x|+ Dus kan ? >0 willekeurig klein
gekozen worden, en toch verschillende van alle getallen |p - xll
Een bolvormige open omgeving van p met straal§3 heeft dan in X een
lege rand. Hieruit volgt
Stelllngl Jedere niet lege, hoogstens aftelbare ruimte X heeft de
dimensie nul. -

In het bijzonder is de verzameling R van alle punxen in EP met ra—n
tlonale coerdinaten een nuldlmen31onale verzameling. Analoog met
Stelling 1. volgt, dat elke niet lege deelverzameling van E' , die
geen intervallen bevat de dlmen31e nul heeft bevs het dicontinuum C
*van .Cantor.

Qef. « Als A, B en C drie paarsgewijs disjuncte deelverzamellngen
van een ruimte X zijn, dan heten A en B gescheiden door C, als X~Co
Kan worden geschreven als

ahad ‘ X-C = A + B ,
met ACA ,BC¥.,a.8 =0

terwijl.ﬂ en B' t:0eve X~C als relatief~ruimte belde open (en dus
oak belde afgesloten) verzamellngen zijne

- Wij zeggen, dat A en B in X gescheiden 11§gen, als A en B ge-
SGhelden Worden door de lege verzameling.

Deflnltle 5 is aequivalent met ey
Befa 6+ Dim. X < n als ieder punt p van elke p niet bevattende af-

‘h

gﬁsloten verzamellng B kan worden geschelden door een afgesloten ver-
zamellng C van dlman31e4< n~1. ' ' ’

Bewijse Nadig —  We vatten de Open verzameling X~-B op als een omm
gezgng van pe Elke metrische ruimte 13 regulier (en zelfs normaal) :
Dus bestaa'b een open omgeving V van B met v G X-:B. Wegens d:Lm. X< n

.
S Tl S o o N S . S

«J Een top ruimte heet regulier (resp. normaal) als big ieder punt
' p van X (resp. afgesloten verzameling A) en elke a@g§v1ng Uyanp
reSp»A) een omgevmng V van p (resp«ﬁ& bestaat met QTUu ~',,,,‘*
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is erweer eeh omgeving W van p met ¥ (CV waarvoor R(V) een dimensie
n-1 heeft. Uit W CV .volgt W €7V C X - B, zodat B € X = W

Omdat -alle buiten W resp. (: 1=7) gelegen accumulatiepunten van W

(resp. X-W) in R(V) liggen, zijn de verzamelingen W en X-W afgesloten

te0eve X-R(W). En wel geldt pe Wen B T X - W, zodat de afgesloten

R W) met dim. R(W) ﬁ‘n~1 de verlangde separatie leverts

01éuw nche —y ONG s
Merkx op, dat bli het bewijs van de asequivalenties van Def. 5 en

Def. 6 de normaliteit van X is gebruikt.

, De twee volgende stellingen uit de dimensietheorie zijn bijzonder )
}balangrijk;

i
¥

gjz‘W*nq‘?a Een ruimte X, die opgevat kan worden als de aftelbare som
wan algesloten deelverzamelingen met cen dimensie g. n, heeft zelf
ka een dimensie é ne

ﬁmg;l_gg_i Nodig en voldoende opdat X een dimensie £ n heeft, is dat
ﬁlk tweetal disjuncte afgesloten verzamelingen A en B kan worden-ge-
scheiden door een afgesloten verzameling met een dimensie £ n-1.

'~ Bij het bewijs, moet men beide.stellingen splitsen in een stelling
?%&tr&kking hebhenda op n = 0 resp, op algemene n. We zullen ter onder-
scheid spreken.ven stelling 2, (resp. st. 3,‘3 ) en stelling 2,
‘!“BBP- 8te. 31’1) .

De bewljsvoering verloopt dan volgens het volgende schema:

[ VM }s

O
A
|
o
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Stelling 2 en stelling 4 worden direct uit de definitie van dimen-
sie afgeleids Hierbij werd resps de volledige /) normaliteit en de
separabiliteit vanm de ruimte X gebruikt, hetgeen aangegeven is door
de letters S en V.N. Behalve voor de stellingen 4,5,20 y 3o geldt
het bewijs:niet meerals de ruimte niet separabel of niet volledig
normaal iss

De stellingen.3n en 6 worden gelijktijdig verkregen uit de stel-
lingen 4,5 en 3, + Dit hangt samen met een samengesteld inductiebe-
wijs. We zullen nu de stellingen 4 t/m 8 nader noemene.

Stelling 4. Fen deelverzameling X' van een ruimte X heeft een dimensie
< n dan en alleen dan, wanneer leder punt van X' in X een willekeurig
kleine omgeving.-heeft, waarvan de rand X! een doorsnede heeft met een
dimensie £ n-1.
Stelling B« Als A en B twee declverzamelingen van een ruimte X zijn,
dan geldt . oo .
dime (A+B) £ 1 + dime A + dim. B

- *

Stelling 6. Zij n eindig. Een ruimte X heeft dan en alleen dan een
dimensie £ n , als X de som is van een deelverzameling met een di-
menzie < n-1 en een deelverzameling met een dimensie £ O.

Stelling 7. Zij A een muldimensionale deelverzameling van X..Laten 01
en 02 twee disjuncte afgesloten deelverzamelingen van X zijne. Dan be~-.

Staat er een afgesloten verzameling B, die 01 en 02 scheidt zo dat
A B = 00

Stelling 8« Zij A een deelverzameling van X met een dimensieé Ne .
Laten 01 en C, twee disjuncte afgesloten deelverzamelingen van X zijne
Dan bestaat er een afgesloten verzameling B, die C, en 02 scheidt,

2o dat dim. A B < n-t. |

Als voorbeeld geven we nu het bewijs-van stelling 8+ Laat dus aan de
gegevens van stelling 8 voldaan zijne

1+ Z2ij vooreerst m=0. Dan is ofwel dime. A= -1 en is de stelling tri-
7iaal, dan wel dim. A= O in welk geval de bewering op stelling 7 is
berug te brengen.

2+ Zij n> 0. Dan is A volgens stelling 6 de som van een verzameling
% met dimensie € 0 en gen verzameling D met dimengie £ n-1. Volgens
stelling 7 bestaat een afgesloten verzameling B die 01 en 02 scheidt
20 dat EB = O« Hieruit wolgt A B =D B CD zodat dime A B £ n-1.

fen ziet gemakkelijk in ,dat gtelling 2 een bijzonder geval is van
3telling 8.

..‘hﬂﬁ.-“—ww——“-‘

') Ben ruimte X hee‘b volledig normaal wa.nneer elke deelverzameling
als relatlef-rulmte beschouwd) normaal ise
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5 « ToepasBgingen.

e
#

1. Zij R de verzameling van alle punten-in E® met precies n-ra-
ﬁiomm caordinawm ¥oor elke greep 11...1 uit de getallen 1,«¢¢n
»,n elke keuze Tyeees¥, Van rationale getallen, is de doorsnede Cy
wvan het hypervlak Vk

:rgﬁ'mfv e =

bm ]

met de ruimte Rn isomorf met I, o (de puntverzameling bestaande uit
alle punten van EP ™ met uitaluitend irrationale coordianten) en
heeft dus een dimensie nul (zie § 2). Tevens.is Cy een afgesloten
deelverzameling van. R als doorsnede van (de t+0eve. o afgesloten ver—
zameling) Vk met P . Daar er slechts aftelbaar vele verzamelingen Ck
mogelijk zijn, volgt uit Theorema 3, , dat R de dimensie nul heeft.

' 2+ Eenvoudig is-te zien,-dat dim. E® <: n.In § 4 zullen we aantonen
dat dim. E°> n. Dus dim. EP =

3» 2ij o4 m £ n. Onder Mg verstaan we de verzameling van alle
punten in E® met hoogstens m rationale coordimnaten..Onder Lﬁ de ver-

zameling van alle punten met minstens m coordinaten. Dan geldt

o] m
Mﬁ = R + R +-.--+Rn

Ly = R} + Rm"*«;—mmn

Jeder der R"g heeft de dimensie nul.,
Uit stelling 5 volgt dan

3 m . . m, . _
dime. Mn <m d:.;p Lngn m

‘Nus is ER = Mﬂ + I.% en dim E® > n. Weer wegens stelling 5 moet nood—
- zakelijk gelden

*

dim. M;';e:m - ”’dim-.L’gmn -fn- ‘
Bijzonder-interessant ies de n-dimensionale verzameling anﬂ .
Het is eem z.g. universeel n-dimensionale ruimte d.w.z« elke ruimte
X met dim- X £ n is homeomorf met een deelverzameling van M‘Q: PR
-LE,[‘WD’ dgm Hg"ﬂrﬂ«

b+ aim. 2" 2 n

Met S™ duiden we altljd de rand van een Euclidisehe bol in En aan., Dm
- geldt .

Stelling 9. Voor X €5, en ostyj bestaat er geen aantinue
func*i;ie f(“h X ) met fumtiewaardan in S en mat de randvoorwaaman



9.
£f(o,% ) =X £(/,X )= constant.

Aangchouwelijk betekent dit, dat we nooit een vlies van een mas-
gieve bol kunnen verwijderen zonder het to scheuren. We gullen cdezz
stelling niet bewijzen. Uit stell:.ng 9 volgt direct de aanschouwelijk
bATSE Sprekende

Stelling 10, Zij Kn een afgesloten bolvormige omgeving in E® met
rand Sn~1' Dan bestaat er geen continue afbeelding van Kn in S
waarbij alle punten van S _, invariant zijn.

Buwiise. Stel, dat de beschreven afbeelding F wel bestaat. Dan zou
de functie |

n-1

£(t,x) =P ( (-L)x)

n
met OC € Sn—1 en f(t,2¢ )€ S, .4 aan de stelling C} verboden rand-
voorwaarden voldoens

Stelling 11. (Het dekpunttbeorema van Brouwer)« Een afbeelding §
van een afgesloten belvormige omgeving K (in E ) in zichzelf heeft
altijd een dekpunt d.we.z. een punt Waarvoor 7£(}’) .

N.B. Onder een afbeelding zullen we altijd een con-t;lnue afbeelding
verstaan. .

Bawijge Stel de bewering is onjuist..Voor elk punt (€ Kn geldt dan
(X)X , 2ij S,.¢ de rand van K . Verbimdt elk punt X met £(x)
en verleng dit: segment aan de kant van X .« Het snijpunt met Sn 1
noemen we g(x) e« Dan zou g(x) de in stelling '%erboden eigenschap heb-
ben. v

-

Stelling 12..21j I, de kubus in E  van alle punten (X »-“%Xy) met

X, A< e Z1} Ci de zijde )(Q;z p C de tegenoverliggendee Als
B ( L=t lyiv v m ) een afgesloten veraamellng is, die C en C scheidt,
Aan U“/

S’ B B, O

L » l
Bevvlgs.Bi gcheidt C; en Ci betekent:

‘ f
: ; i
i
Ui » Ul = O’

terwijl Uiv en_Ul-" open zijn in I, - B; en dus ook in In frn - By is
open in I ). Voeg aan X €I, een vector (X) +toe met als
absolute waarde van de i-de. exponent de afstand van 3N tot B

sls xe Ui, w@zo  als xe B ,u (ko




10.

fBevestjg de vector 4~ (X) aanket v O7 als begiapunt« Noem het
‘eindpunt f£{x). Dan ig £(x) ecn efuro’ding van I, in zichzelf, dis aan
elle voorwarpden van stelling 11 vnidget. | j; 1s homsosorf met een
afgesuc en bolvormige omgeving in HIF~TUan veigens het dekpunttheorcma
38 voor zekerg ping £X) =X 1.va s A~y )=¢ ofwel r & BC- (Cntyen 1
wdet D, En;ﬁ .

. *

b

+ - /
ng 12 Zij X e=n ruimte mes Jimensie < n-1, Laten Ci, Gi
) )n,}nparan diginnetre agesioten verzamelingen zijne Dan
/
seath voor L o= /L U een pfreloton v erzam2ling Bi die Ci en Ci

1

4,_1

[us
i
~

[& S

)

|72

h ]
>

chg1tt, zo dat By,... B, = O,
¢alise Shelling 2 leer: he begtaan vem een afgesloten verzameling

E, ate Cy en C, echeilt en wazrvasr dims» B, = n-Z. Uit etelling 8
voigt dan het bestaan van esm afgreloien vaerzameling Bz, die 02 en

02’ scheldt, en waarvcor dim. Iﬂ =< n-3. Doorgaand vinden we tenslotte

een afgezloten verzameliné.yn, in Cr en G gcheidt en waarvoor

- L

dime B,-o»e“ ~Z -

ihﬁ

L - Ll . e s 9 . n
le&Zn B, ootann = Oa
Stellirg 14. dim. E > . . . .
Eewiisg We tonen ae"x dat dims I, > n « Zij nu dim. I,,::—’n-‘l- Me$
de s%ellingen 12 en 13 verkriigen w» onmiddellijk een contradictiss

» .

§ 5. Andere definities en dimensies.

- .

A. Lesbesgue (Math:Ann.) formuieorde in 1911 het volgeunde lemma, dat
hii evenwel niet correct bewees.

Lemma. Blj een verdeling vanuIQin eindig vele voldoend kleine deel-
verzameiingen G, , die elk opgevat xvnnen worden als de som van eindig
vele afgesloten kubussen, ig er minstens één punt van l:,, dat tot
(ry41} verschillende Ci behoort. In 1913 werd dit lemma door Brouwer
bewezen en later nog deor vele snderen. Het-bleek, dat C; niet uld
kutussen behceft te kunnen wordem opgebouwd. Het lemme blijft juist

als G1 afgesloten zonder meer isge

Men kan In verdelen in willekeurig kleine afgesloten verzamelingen
Cy+ zo dat.ieder punt van I, hoogstens tot n+1 verschillende C; be-
hoort-(n«l. een verdeling analoog met het verband van een gemetszlie
mawr)s Blijkbaar heeft I, de volgende eigsnschep * Ppe
Q”w We zeggen ,dat esn compaote rainte X de eigenschan ? heert, als



zeldt:

as Bij elkaoldoend fijne ¢rordekking van X met afgesloten verzameling

Y., G is er minstens één punt'vaﬁ X, dat tot minstens n+? verschil-
pzam elingen C, behoort

s Br zlijin ncg wille § arig fijus pvecdekiiggen van X met eindig vele

o
2

afgusloten verzamﬁlxng¢ ¢ z¢ det r+42 vergchillende Gi een lege

i;‘
1oorarnsde hebbens

Zeals men gemakkelijk ziet is deze eigenschap P ven een compacte
ruimee ¥ een tepologiseh begrip. Honmecnorie afoeeldéngen van In en T
( m$n) zijn dus onmogeliile

Menger en Urysohn (Pund. Math. VIII) bewezen, dat veor een compacte
deelverzameling X van een Euclidische ruimbe e1genschap231aequ1vaient
5.5 met de elgenschap dime X, = Do
Dit geldt dus voor alle eindig-dimensionale compacte verzamelingen,
die n.l., homeomorf zijn met een {evemeens compacte) deelverzameling
van zekere Buclidisghe ruimte. Voor deze verzemelimgen druki de eigen-
schap Pn een direct aznszhouwelijke eigemschap uit. Dit in tegenstelling
met de recurrent Acdefinleerde dimensie.

Be Heeds in 1909 introduceerde Frechet het begrip dimensietype naar
aonielding van de definitie van de kardinaalgetallen.

Def- Men zegt van cen ruimbte X, dat zijn dimersietype == is dan dat
van ecr ruimte ¥, als X nomeomor® i5 met cen dselverzameling van Y
Als bevendien dimensietypé-I < dimensistype =X, dan heten X en ¥
van hetzelfde dimensietype-

Natuurlijk blijft de mogelijkheid open; dat noch X topologisch in
¥, noch Y topologiseh in X kan worden ingebed. De ﬁimensietypc heten
dan onvergelijkbaar. :

Yoorbeeld. Beschsuw een viervlak in-E> en verbindt een punt P binnen
hes viervlak met de vier hoekpuntens Laat X bestaan uit deze vier ver-
vindende segmenten en de ribben van het viervlako'Zij Y=E“ . Dan zijn
do dimensletypesvan X en Y onvergelijkbaar. '

C+ Hausdorff heeft met bshulp van de z.g. p-dimensionale maat een
dimensiebegrip ingevoerd,; dat naar hem een dimensie van Havsderff wordt
genoend o ; :

Zij X een metrische ruimte en p een reeel getal >0 s Z13 >0
en besnhouw nu alle verdellngev \ - ‘

X-“A/""Alvacav 3

van ¥ 1? afﬁplbaa_ vele verzamnllngen Ay meb diameter c/% J'<7£

‘[\,
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Zij nu

my (X = it g[ﬁ"b/%ﬂ/b

Als £ monotoon et nul nadert, dan stijgt m j: (x) monotopn near een
{al dan niet oneindige)limiet mp(X) Dus -m,, (X) = 11m Hbc(x)ﬁ Men
noemt mp(x) de p-dimensionale maat van X. Men ziet gemakkellgk in,
dat veor p<q geldt m_ (X)2m (X)« In het hiazonder- -als mp(X)<<«ap'
ﬁan ism (X) O; als m (X):»O dan is mp(K) .

Qgg. Onder de dimensie van Hausdorff van de metrische ruimte X ver-

staat men het supremum van de verzameling der refle getallen [y Wasr-

¥20rvoor mp(X);> 0
‘ 1

Voorbeeld} De verzameling C van Cantof, bestaande uit alle reele getal-

len van de veorm
m

EFT

~ My
AN

net a

a E: _dimensie = L2&-2 _ 0,63.
n=0 of 2, heeft een H dlmen51e = 15573 0,63

flen maakt dit plausibel door er op te w1jzen, dat men C kan insluiten
-n 2 intervallen, ieder der lengse 3 %, Voor deze verdeling is

Z[)T 2t s ()

®0r n -, o  treedt een limiet 0 < m<ez op alleen als p—%%%’%.

oor metrische separabele ruimtes heeft‘SzPﬂlgjn bewezen:
a: H-dim. X = dim. X
b. inf. H-dim. (X') = dim. X

ls we 11nkaXde verxamellng van alle met X homeomorfe {en dus metrische)
FEEa 1*ton ey rlopen.,
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§6. Belangrijke stellingen uit de dimensietheories

;*elling 15, Nodig en voldoende cpdat een deelverzameling A ?an Iﬁl
een n-dimensionale verzameling is, is dat A een niet leé@wverzamel ng
vevat, die open is in E .

jQﬁi-»On der een overdekking van een ruimte X verstaan we een alzdle
stel cpen verzamelingen

e e o »

u, woocU/._LmG't X= g, + o0t Un e

Het grootste getal n waarvoor nog n+i verzamelingen uit de over-
dekking-bestaan met een niet lege doorsnede heet de orde van de over-
dekkinge '

. Een everdekking /> heet een verfijfing van de ovérdekklngndg
iedereverzamellﬁ - van de overde&kﬁngﬁbevat‘ls in een of andere
’*a@eling van de overdekking & o

deelverzameling van L 2nsi o

Zij: o een overdekking van X er g een afbeelding van X in een
mve ¥» We noemen g een X ~afbeelding als bij ieder pmnt f Je& ¥
omgev1ng U van ye bYestaat, waarvan het origineel.voor de afbeelding
eel bevat is in een verzemeling uit de overdekking. i

Ben ruimte X heeft dan en alleen dan een dimensie << n
overdekking O van X een X -afbeelding bestaat van X op
n polytoop van dimensie = ne !
Daarbij verstaan we onder een polytoop zekere verzamelingen in een
lidische ruimte, die zijn epgebouwd wit eindig vele dusjuncte open
lexen (punten, open intervallen enz.) zo dat met ieder simplex

alle zijvlakken bevat zijn. ‘
- Teder open simplex met n+1 hoekpunten is homeomerf rot E en heeft
dus de dimensie n. Onder de dimensie van het pﬁithOP verstean we de

gr ﬁts%e onder de d‘mnnales van de samensgiellende c=1mplez:ﬁnc

Gl

De? ij A een-deelverzameling van X en 7%x0 een afbeelding van}A in

M,r.

;P&M fElmte Y « Een afbeeldlng P(x) van X in flwaarVOOr gedlt
(1} //[[x : a/f/)'x‘éﬂj

hept een uitbreiding van de afbeelding £ over X. '1  S

’
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‘sel] ing 19, Een ruimte X heeft een dimensie < n dan en alleen dan ,
als voor elke afgecloten verzameling C en elke afbeelding van C in Sn
‘er een uitbreiding van £ cver X bestaat. ‘

1A

Y T T S
e TR

pmﬁ“& X en Y zijn twee ruimtess We zeggen, dat een afbeelding f van
in Y homotoep is mah een afheelding g van X in Y, als er een ccntinue
3, anetis bestaat met ervgumenten ¥ & X 2 O :3-,'/-‘ 5/ en functie-

.]V;‘gg A en ﬂn Y’ wasrveos ge ak:

,7//}:,0):7{:/.1:) %/ *: /x/

£ d ‘ '

§§N},ﬂ1}}ym€p~; Laten f en g twee afbeeld.:‘tngen zijn van X in Sy 7ij

,gf*g,\-f,"‘ ey Gat voor de verzameling T van punten ¥ wasrvoor f(x),v# g« =
dl.»«ﬂ‘?"e = n-1 heeft.Dan ziin T en g uorm"boolo- '

We noemen een afbeelding f van-X in Y homotoop nul, als f homo-
'hoop 13 mes de constante afbeeldinge. Uit de vorige stelling volgt
Qnmlddalln.gk ' . ‘ '

. .«

Stelling 2. 71j X een ruimte met dim X<n. Dan zijn alle afbeeldingen
ven X in 8  homotcop met pula V | -

Steldng 22«. (Invamanten’theoréma van Brouwer) . Als A en B ‘!:wee homeo- ‘
morfe deelverzamelingsn van ‘E‘. zijn, dan cor re%ondeert met een inwendig
;pxmu van A een punwendig pun“b van B in de homeomo”fz e

. ) B . i . i

’L:L +era ‘*uuv- I

% . . . -
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