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P~..ru!heorie door J. Kemperman .. 

Voorlra.cht .Actualiteiten op Za.terdag 30 Oot. 

De ruimte waarin wij leven ,vordt drie-dimensionaal genoemd, even
aJ.a de hierin voorkomende lichaman. Ge-v\oonlijk wordt di t spra.akgebru:i.k 
gerechtva.ardigd door er op ts wijzen, dat we 8.lm daze verschijningen 
een lengte, breedte en hoogte kunnen onderscheiden. Om analoge redenen 
bezigt men in het spraakge'bruik ter:men eendimensionaal - resp. twee
dimensionaal•bij de omschrijving van de semi-wiskundige begrippen lijn 
en oppervlak• 

De opstel1ing van de Euclidische-meetkunde vindt zijn e.anleidi:ng 
in de waarneming aan de buitenwereld• Er moet dus eea zekere isomorfiA 
sijn tuasen deze meetkunde en ons ruimtelijk inzicht. Hat. heeft dus 
zin te zGeken na.ar een wiskundig parallel van het intuitieva begri:P 
dimenaie. En wel m.oeten we eiaen, a.at volgens deze .defini tie van de 
Euelidische ruimte En een dimena1.e n toekomt. 

Men definieert En a.ls de verzameling van alle veotoren 
:X = (Xr • • •• ,X11) met de componenten Xi a.ls willekeurige retle ge ... 

tallen. Deze verzameling wordt een ruimte door de metriseri:ng 

Ix - y, = ! L (X1 - Y1l.2 

Het zou veor de hand liggen E11 een dimensie n-t-ie • te kennen kra.ohtens 
het a.a.ntal onafhankelijke param.eters in En ,v.g.1. ook het spreakge
bruik: aantal di:o::.inaies ;;:.·· aa.ntal. afmet:L:ngen). De onderzoekingen van 
Cantor beb\>eJJ. evenwel. gelee:rd, dat En en E•· de zelfde ma.chtigheid 
hebben d.w. Z • vocr ieder na.tuurlijk getal n, kan E11 eeneendu.idig be-
sohreven worden door een enkele · parameter t. (---<i < • .oo ) .. Ytor 
. 'h• l is dan evenwel de f1,IDotie :xt,t) ( t EE' en X e in) of .zijn 
bmkeri.:ng lrlet overal aontinu, zoda.t •noS niet volgt dat Jnn homeo~orf 
is met E'. Wa.nneer Em en En (m 'F n) homeomorf waxen, dan zou een na
tuurlijke definitie van dimf'nsie (die a.an En een,dimensie n toeksnt) 
lfen enl{ele topologisohe betekenia kunnen hebben•. Gelukk:tg ~wees 
Bro11wer in 1911, da.t een dexgelijke homeom.or:fta onm.ogelijk ifh 

'i~i Poinoare schreef ltort voor zijn dood (1$12) in lt~ de 
i:f.t~bys:iqu~ et de Morale: nJe fonderai • 1$•.alter.min•tiou du Yli0'1!1~e 

~-; · ~:tona ·.tmr la. notion de . .qoupure •• ~~. • Un·.· oontill};t• ~ ~·~-..,. 
,, ;.'•'·'· ·-•.,' ' ' ' ' .. ,· _,.-, ', ': .,"',,, ': .·, t·,, ·,,,·.·,s; 
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sions quand on peut le decomposer en plusieurs parties en 1 pratiquant 
une ou plusieu.rs ooupurea qui soient elle-m@mes des continual n-1 
dimensions1 c•est une definition par recurrence"• 

U'it dit oitaat blijkt, 4at Poinoare intu.itief het begrip dimensie 
zeer diep heeft doorachouwd• Brouwer gaf in 1913 zijn beroemde defini• 
tie van "Dimeneionagre.d", welke defini tie kan worden beeohouwd ala -een 
mathematisehe preoisering van de ietwat vage omschrijving van Poin• 
care. Teve:ns bewees hij, da.t En de "Dimensionagrad" n heeft. Daar de 
''Dimensionsgrad" een topologiaoh begrip is (invariant voor homeomor
fe af'beeldingen), bewees Brouw~r hiermee ten tweede male, dat JfJ en 
En (mtn) niet homeomorf zijn~ 

De publioatie van Brouwer bleef la.ne;e tijd onopgemerkt, In 1922 
stelden Menger en Urysohn ( ona:t'k.ankelijk van Brouwer en van elka:nder) 
de volgende reourrente dafinitie van dimensie op, die zeer a:naloog is 
met de definitie van Brouwer, • • • 
~!f• ~• 1. De lege verzameling heeft de dimensie -1• 

2. Een metri sche ruimte X hee:f't een dimensie ~ n als elk -punt p van X willekeurig•kleine omgevingen heeft, waarvan de rand 
een dimensie f n-1 beeft. 

3. We zeteen, dat X de diue•sie n heeft, ala n het kleinete 
gehele getal voo:rstelt, waarvoor dim• X f th Bestaat een ZQda.w.g ge
heel getal niet, dan zaggen we, dat X de dimenaie era heeft, . . ' . 

Def• 2• ~n metrische ruimte X heeft in een punt x" een di~nt,ie. n. 
ala n het kleinste gahele getal ,is, waarvoor nog Willekeurig,kle1r:re 
omgevingen van x0 be stae.n met een rand van dimenaie .,6 n-1 • Beata.at 
zo•n gehe~l getal niet, den zeggen we dat X in x0 een oneindige dime.n
sie heeft • 

. Me"t behulp van Def. 2 kunnen we Def. l ook als volgt formuleren 1 . . 
~.f • l • De dimensie van een ruimte X •is ~ n als I in iader punt x0 Tan 
een X dimensie ~n heeft. Onder dim. X verstaan we het.kleinste g~• 
hele getal-met d~e sigensohap. Bestaa.t zo'n geheel niet, dau a ohrij-
ve:n we dim. X =Oo • 

De artikels van '.MelJ8er en Urysohn ontketenden een la.wine van pU• 

,bl.ioaties (Brouwer, Menger, Urysohn, Hurewioz, NcS'9eling ens,), die 
bijdroegen tot de theor:la van het begrip dimensie• Htt kristallise•r
prooes duurde niet veal langer da.n een tiental jaren, Toen lton de to
P~:loei,e roemen op een heerlijk ~uweel, flonkerexi.d in zijn talloa, 
~O:l.i g&dxioo:mde f aoetten: de dimensiejpeorj,e • · · · 



De in de dimensietheorie bescJ1.ouwde ruimte X wordt steeds metriach 
verondersteld (motivering volgt), Onder een o:een deelverzameling 
U (! X verstaan we dan een zodanige verzameling, dat bij elk punt 

:Xui E U een posi tief getal €.. bestaat t zodat; 

impliceren l; EX 

Xn het bijzonder is X zelf een open verzameling. On.,..dar een omgevins 
~i van een punt .::( 0 , zullen we elke open verza.1leling U verstaan waar-
,oor )CE u. 
' 0 rt 
~ Ee5 deelverzameling F (tX heet ~fgesloten a.ls het complement 
~•F t.o.v. X een open verzameling ia. , 
; 

t Zij Y een metrische ruimte en X {! Y. We kunnen Y weer als matriaohe 
! 

ruimte opva.tten door voor twee :punten f; en p2 van X deself'de af sta.nd 
~e kiezen, als zij in de metriek van Y oorsp7oskalijk had.den. Een var-
~: 

,ameling U met U a X (! Y kan dan open zijn t.o.v. X,. tgrwijl. U ala 
leelverza.meling van Y beschouwd niet open is (Kies b.v. U•X) • We :aoe-
111endaa.rom de begrippen no:pen° en •1afgesloten" :re.:atieve bagrippen. 

Voor onze metrische ru.imte zijn de begrippen: limiat van een a.f'-

~el bare puntenr:tj, accumulatiepunt van een deelverzameling A. van X, 
~ireot duidelijk• 
~. 

. . . 
~ Onder de afsl.uit:t4S T. van A t.o.v. X verr.ta.an we de vereniging van 
f· en al zijn L1 X gelegen aocumulatiepunten. De eigenschap A= .A. is 
p.equivalent met hat afgeslote;i:i ~ijn van A• · 
~1 
~ Onder de ra:nd. R(A) van A t.0 .. v. X verstaan we de verza.meli.ng van 
~lle punt en f EX, zo dat in iedere omgeving van f (hoe klein ook) 
~og a.ltijd :punten van A en puuten bu:i.ten A liggen. 
Jn wel geldt zoa.ls we gemakkelijk nagaa.n 

R(A} ,= A • (X-A) + (X-A) .A 

i 
~enels d, begrippen °open° en• "af'gesloten11 zijn de 'begrippen "afslui-
~ing" 11 ~~fnrela.tieve" begrippen. Deze opmerking is van beiaag, bij toe-
( 

paas1ngvan de dimensiedefinitie van Menger-Urysohn• Zij b.v. X een 
~eelverzameling van t' en ·:x een punt va.n x. Een omgeving•V van~" 
~ ••• v. X kan dan a.l tijd opge.;at worde:a a.ls de doorsnede V=X•U va.n•:X:• . 

~. et een:zekere 1.nngeving u van :X°' t.o.v. En• De rand •\tV) YEW V t.o•"• 
k: is dan de doorsnede van .X met de rand R(U) van U t•~•V• En. 

' 
V9orbeeld •. Zij Im de deelverzameling van ~ bestaa:»de v.1t all~ .J~ten 
VfurYoor de bepalende ooordi:oaten irratione.al t.ijn. Z:i..j. ;:4 ••a 

' ', , ' ' '.'• ' ' ,,'-, ",-1,:--," .> ·.:".-·';i-• 
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van Im• Kies als omgeving V van :,c,.. t.o,v. I de doorsnede van I met 
V m 2 

een open, assenparallele rechthoek:lzg blok U in Em, waarvoor-de 

hoekpunten rationale coGrdi:naten hebben, De rand van V t•O•V• I is 
de doorsnede ""Tan R(U) · t,o.,y. Em met I ,dus leeg. Daar het blok ~p de 

. m 
aangegeven•wijze altij'd,nog willeke rig klein gekoz$n tan worden 

Volgt: dim. Im =.. 0 (dim. Im)-/ daar Im niet leeg). 

Behe.lve metri sch zal d e ruimte X ook steeds separabel verondersteld 

lworde~~ Di t houdt in het • bestaan va:ra een aftalbare deelverzameling A 
ipran X, 'i:1.icht ligt in X d.w,.z. A = x. 

Reeds bij de formulering van de dimensiedefinitie bezigden we 
~het metrisoh zijn va.n X ( 0 willekeurig kleine omgevingen11 ). Deze me

~triek is evenwel niet essentieel in die zin, dat ook voor algemeen 
j·topologische ruimte ( waarin a.priori een omgevingsbegrip wordt gedefi

;'lie~:rd) , een defini tie van dimensie gegeven kan worden, die voor me

~4,,S'ch$ ruimtes met Def. 1 sarnenvalt~ ~.if< ,~ . . . . ' 
if!!" ·40 1. De dimensie van de lege verzameling 1.3 -1, 
ft: :~~.:r.: ,,,,,. 

;;;:{ 2 • We zeggen. dat voor een topologisctG ruimte X geldt dim• 

~jf in, ala bij elk punt x O en elke omgeving U van ·x0 (d1,1s 

1,iJ~~ E: <.,,\ ) , een omgeving V van ')(0 bestaat met Y a:: U zo dat dim• 
!')51 

1;(.V} 5. n-1 als R(V) de rand van V voorstel t• 
,, '. ·-· 

j:>l)e r.eden van® beperking tot metrische se:parabele ruimtes ligt in 
ifi,e/t. teit, dat allee:a voo'I! deze ru.imtes eigenlijk nog sprake is van 
;;:/;."'., \ '' ' ' " 

'J~n dimensietheorie. Bij de bwij zen van practisch elke stalling ui t 
-~ huidige dimensietheorie (waarbij we het bewijs rekenen vanaf de 
N • imaire gege;ens : metriek en sepa:rabili tei.t) maakt men ee~ essen-

ySel gebruik v·an de eictra-gegevens • 

}'};'' ;Jen afbeelding van een ruimte X in een ruimte Y heet oontinu a.ls 
~-:V.~:/.'.i\:·:: i'.:' ' 

~~)prigineelverzameling van elke open verzameling in Y een open 
'.J:,;,ir~8ll'leling in X is. Twee ruimtes heten homeomorf t a.ls t1.1ssen X en Y 

, een(ienduidige afbeelding bestaat, die naar bej_de richt:i.ng;en oon

is. De afbeelding noemt men dan een t.opologische a.fbeelding o:f 
morfi& Alle voor topologische afbeeldingen invariante begrip:pen

mt men topologische begrippen (flopen", "a:fgesloten", "rand" enz;...) • 
:In het bijzonder geldt: 0 Bet begrj-~ dimensie is een topologisch bE!- . 

ig;riptl, .zoals we gemakkelijk :pagaano · 



§ 2 • ~]JJ,11gen. 

Uit de definitie van dimensie volgt o:nmiddelijk: 

Def. 2.• Een niet lege ruimte X heeft d.e dimensie o(resp .n) als elk 
I 

punt i> van X willekeurig kl~ine omgevingen U-h€eft met lege rand 
(resp. met dimensie :;. n-1). Hieruit volgt o.a. dat ee21 niet lege 
deelverzameling van ~en verzameling met dimensieo(resp. ~ n) weer 

een dimensie O ( resp. ~ n) heeft. 

Zij X een hoogstens a:ftelbare ruimte. Een punt p van X heeft. 
tot de hoogstens aftelbaar vel~ punten :Xi; van X een hoogstens aftel-

baar aantal afstanden Ip - xit • Dus kan f >o willekeurig klein 
gekozen worden, en toch verschillencl,e van alle getalle~ !P - xit • 
Een bolvormige open omgeving van p met straalf heeft dan in X een 
lege rand• Hieruit volgt 

StellingL Ie<i.ere niet lege { hoogstens aftelbare ruimte X heeft de 
dimensie nul. 

In het bij zonder is de verzameling Rn van a.lle :punten in En m~t ra
tionale co0rdinaten een nUldimensionale verzameling., Analoog met 
Stelling 1. volgt, dat elke niet lege deelverzameling van E', die 
geen intervallen bevat de dimensie nul hee:ft b.v. het dicontinuum C 
van.Cantor. . . . 
Def. 6. Als A, B en C drie pa.arsgewijs disjuncte deelverza:melingen. 

van een ruimte X zijn, da.n hete:n A en B gescheiden door C I als x-c. 
Kan worden geschreven als 

I { 
X-0 = A + B 

met A er A , B er Fi' • , A1 • B1 = 0 

te.rwijl Ji!. en J31 t~o.v. X-C als relatief•ruimte beide open (en dus 
oak beide af gesloten) verzarnelingen zijn. 

Wij zeggen, dat A en B in X gescheid&n liggen, ala A en B ge
scheiden warden door de lege verzameling., 

•Defini tie 5 is a.equivalent met 
Def. 6. Dim. X -t:· n als ieder punt p van elke p niet bevattende af
\$esloten ·verzameling B ka.n worden gescheiden door ee:n afgesloten ver~ 
zameli11g C van dimensie •~· n-1. 
Bewijs. Nodig • We vatten de op'en ve;t"zameling X-B op als een om• 
geving van p • Elke metrische· ruimte .is regulier · ( Eiln zel:fs normaal) 9. 

tr .. ·.• .. · .·· -
Dus be staat een open omgsving V :van p met V er X-B • Wegens dim. X < n 

. ' -== • • 

-"JJ-i;~-top . ruimte. heet re~lier (resp • normaal) als bij iedex- punt 
p .van·x .. (resp. • afgesloten yerzameli.i.l~ A) .. en elke om~ving U Y§fl p. 
Cresp.A) een omgevi;µg'.V v~ p freru,o.A) bestaat. met .V <r:Ui.. 

' ' : ,, . .','' :' .· .. _;:_·,_;~-: , .. -', ,•._: __ .; -._,,;,.,_ :','.,,•,· ',' ' ' ',, ', :, 
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is er'M:3er aen omgeving W van p met W C: V waarvoor R(W) een dimensie 
n-1 heo:rt. Uit fJ crV •Yo1st W C:V C! X - :B, todat B C::X -W• 

Omdat, a;.le bui ten W res:p.. {:{-~7) gelQgen accumulatiepunten van W 

(re~. X-W) iR R(Yl) liggen, zijn de verza.,nelingen VI en X-,/ afgesloten 
t.o.v. X-R(W). En wel geldt PE W en B er X - w, zoda.t di afgesloten 

R(W) met dim• R(W) ~ n-1 de vurlangde separatia levert. 
v o 1 J <, ~ ,. d" • o r1 .. 1 ., , _, 

:V.•.::rk op, dat hij het bewij s Yan de a~quivalenties van Def• 5 en 

,1.lof. 6 de normali tei t van X is gebruikt • 

' ' 

De twee volgende stell:lnr,en 1:dt de dimensietheorie zijn bijzonder 

:r~·:::.:D.tn..~2.~ Een ruimte X, die opgovat kan warden a.ls de a:ftelbare aom 
Yan a.::'gesloten deelverzameli:ngen met een dimensie ~ n, heeft zelf -ee:n dimensie ~ n• . ::::. 

~- Nodig en voldoende opdat X een dimeneie i n hee:ft, is dat 
1i.'lk twee·tal disjunote a.tgesloten verzamelingen A en B kan worden•ge
·aobeiden door een afgesloten verzameling met een dimensie "- n-1. ' = 

,,. Bij bet bewij a, moet men beide. stellingen spli tsan in een stalling 

~~trekking hebbenda op n = 0 resp• op algemene ll• We zullen ter onder-
•fiheid apreken•Va."1 stell:i.ng 2 (resp. st. 3 ) en stalling 2 . a ~ n 
(resp. st. 3n) • 

De bewijsvoering verloopt dan volgens het volgende schema: 

v.N. 
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Stelling 2 en stelling 4 wordel!l direct uit de definitie van dimen
sie afgeleid• Hierbij werd resp, de volledige 1) norma.liteit en de 

separabiliteit vaE. de ruimte X gebruikt, hetgeen a.angegeven is door 
de letters Sen v.N. Behalve voor de stellingen 4,5,20 , 30 geldt 
};):et bewij s • niet meer als de ruimte niet separabel of niet volledig 
normaal is, 

De stellingen•3n en 6 worden gelijktijdig verkregen ui-t de stel
lingGin 4, 5 en 3 0 • Di t hangt samen met een samengesteld inductiebe~ 

wijs. We zullen nu de stellingen 4 t/m 8 nader noemen. 
• 

$it~lling 4• Een deelverzameling X' van een ruimte. X hee:ft een dimensie 
~ n dan en alleen dan, wanneer ieder :punt van X' in X een willekeurig 

kleine omgeving. heeft, waarvan de rand X t een doorsnede heeft met een 

dimensie .::: n-1 • 
-;, 

~telling 5• Als A en B twee deelverzamelingen van een ruimte X zijn, 
dan geldt • 

dim. (A+B) ~ 1 + dim. A + dim• B• 

Sjielling §. • Zij n etndig. Een ruimte X heeft dan en alleen dan een 
dimensie ':= n , als, X de som is van een deel verzameling mlit een di

menzie ~ :,;i-1 en een deel verz.ameling met een dimensie ~ 0 • . 

Stelling 7. Zij A een lluldimensionale deelverzameling van X• -La.ten c1 
en c2 twee disjuncte a:f gesloten deelverzamelingen van X zijn. Dan be-_. 
staat er een afgesloten verzameling B, die c1 en c2 scheidt zo dat 
AB = a. 

'• 

~telling 8. Zij A een deelverzameling van X met een dimensie L n. • -Laten c1 en c2 twee disjuncte afgesloten deelverzamelingen v~n X zijn. 
Dan bestaat er een afgesloten verzame:1.ing B, die c1 en c2 Scheidt, 
zo dat dim• A B L n-1 • --
~ls voorbeeld geven we nu het bewij s •Van st.elling a. Laat dus aan de 
ge~evens van stelling.8 voldaan zijn. 

1 • Zij vooreerst :rn=O, Dan is o:fwel dim• A= -1 en i$ de stelling tri
.riaal, dan wel dim. A= O in welk geval. de hewering op stelling 7 is 
tierug te.brengen. 

2 .. Zij n) o. Dan is A volgena stelling 6 de som van een v@rzameling 

D met dimensie ~ O en ~en vepzameling D met dime.n$ie ~ n-1 • Volgena 

~telling 7 bestaat een afgeslaten ve.rza.meling B die a1 en o2 eoh~idt · 
!';O da.t E B = 0 • Hieruit ;ir.rolgt A B = D B C: D zodat dim• A B i n-1 • 

fen z:tet gema.kkel.ijk in ,da.t steiling 2n een hij zonder g~al. is van 
:l'telling s. 
~.._------~...:.---~ 

1) Een ruimte X heet volledig normaal wa.niieer elke deelv.erzamel:tng 
a.Ls relatief-ruimte b~se};lo~wd) normaal is• 



a. 

1 1. Zij R~ de ve~zameling van alle punt•~•in En met preoies n•ra
ltionsJ.e ooordine.t••• Voor elke greep 11 ••• 1m uit de getallen 1, ••• ,n 
~n elke keuse r 1., •• rm van rationale getallen, is de doorsnede Ck 
rvan bet hypervlak V k 
' r 
I 

1-et de rtrlrnte R~ isomor:f' met In-m (de puntverzameling bestaande uit 
,alle punten van En-m met ui talui tend 1:rrationale ooordianten) en 
heeft dus een dimensie nul (zie § 2), Tevens,is Qk een afgealoten 
deelverze.meling van•R: ale doorsnede van (de t,o.v. En afgeeloten ver
zameling) Vk met R~• Da.ar er sleohta aftelbaar vele verzamelingen ck. 
moJelijk zijn, volgt uit Theorema.30 , da, R: de dimenaie nul heeft. 

' 2, Eenvoudig is•te zien, •dat dim, En ( n-In § 4 zullen we aantonen 
n n ~ 4at dim, E > n, Dus dim, E = n. 

:::: 

·. 3 • Zij o ~ m t :ri. Onder ~ verataan we de verze.meling van alle 
Junten in En met hoogstens m rationale ooordinaten,,Onder L: de ver
sa.,ieling van alle pun.ten .met minetens m coordi:naten, Dan geldt . ' .. 

• • • 

Ieder der R! heeft de dimensie nul• 

Uit stelltng 5 volgt dan 

dim.. ia: 'i m dirp L~ i n•m 

, Nus is En = 11: + L~ en dim ~ ~ th Weer wegens stelling .5 mori noOd
• zakelijk gelden . . 

dim. ~ = m 

:BijzoJlder-iateressant is de n-dimensionale verzueling Mf,,~ • 
Het is eea Z•I• universeel n-dimensionale ruimte d,w,z. elke rtdmte . . . n 
I met dim .. X ,S: n is homeomor:f met een deelverzameling van M~t'H 
t.e.rw1\J d,.,... ~ •.,, • 

J :t•H 
' 

J 4- Jl• 

Met sn · duiden we al tijd de rand van een Euolidisohe bol in :rr1 "821• ·l)axl 
geldt.. • 

. §Je;tJ,i;gs S• Voor X e 5 1 en o~t.4:.1 bestaat e:r seen continue 
hnotie f( t ,~ ) ·. met twtotiewas.rden in. Sn en met de r~voorwaardez:t 



f(o.,:x) =X. f( / ;:x.. ) = constant. 

Aanschouwelijk betekent dit, dat we nooit een vlies van een mas
sieve bol k:tmnen "t~erwijderen zonder het tu scheuren. We zullen cezs 
stellj.ng niet bewi.jzen .. Uit stelling 9 volgt direct de aamrnhouwelijk 
zeel!' s:preke32.de 

gt.21J.ipg_l.Q• Zij Kn een afgesloten bolvormige omgeving in En met 

rand Sn-i' Dan besta.at er geen continue afbeeldi:n~ van Kn in Sn_1 
wa,arbij .tlle punten van S 1 invariant z5.jn .. n-
Jt_g,:r.:_ij,~• Stel, dat de beschreven afoeela.tng F wel bestaato Dan zou 
dB functie 

f( t, r ) :.::: F ( (I., t ) .X.) 

IYJ 
met JC t: sn_1 en f'~ t, JC. ) E. Sn-i aan de stelling ~ verboden rand-
voorwaarden voldoen. 

§.te:~_l~ng_j.J~ • ( Het dekpunttheorema van Brouwer) " Een afbeelding t 
van een afgesloten bGlvorrnige omgeving Kn (in En) in ziohzelf hee:ft 
altijd een dekpunt d.w .. z; een punt waarvoort-(x):.:: X • 

N-B• Ond~r een afbeelding zullen we altijd een continue afheelding 
versta.an .. 

~.!11!• Stel de bewering is onjuist • • Voor elk punt :t' E Kn geldt dan 
f(x)"=f,X , Zij Sn--i de rand van Kn•·Verbi:iadt elk punt X met f(x) 
en verleng · dit. segment aari de kant van x • Het snijpunt met Sn_1 
noemen we g( x) • Dan zou g(~) de in stellint ~erbode11 eigenscha:p heh
ben • 

.§t~1:;Jj.ng .. 12, .. • Zij Im de kubus in En van a.lle punten (,Xi .. , • ~ ',).<.J'l'I) met 

IX i:l :f I .. Zij Ci de zijde X;,.,:;; ! , o{ de tegenoverliggende • Als 

Bi ( L.::1,,.,., I() ) een afgesloten verz;ameling is; die Oi en o1 .echeidt,, 

Jan C\~lJt,. 
J B ., ,,.,., B ±O 

.1 M ( 

I 
I}e~'.:!:,JS•Bi scheidt c1 en c1 betekent: 

f 

In - Bi = ui + ui 

C. C u. . c: ' u. I 
1 l 1 1 1 .. 

I 

ui. U1 = o, 

terwijl ui e.l?l .. U.:,1 open zijn in In - B:i. en d'US ook in In rrn - Bi is 

op<3n in. I ) • Voeg a.an .• :x: € ;r:n een vector . &< x} . toe met als 
a'bsolute wa.ar"e van de·. i-de, exppnent. de a:fstand. van. :,t t@t B1 

a,1. ·~.· .. · .:x "··.· .. ·· ··kl 1.··· .. .,(,.) i.C~Jr,(' . a.1 s .· :)( e- e, ,. 4;, 
\ \ 



de vector ,t.t,., (x.) 

f ( x) .. Dan ie f( x) 

van. st 

J ,. 

•. :i. ::.:: /, ....... > ''L )n-µ1,,1~"l1 d:!.f:'lj,mc·h: P: 

b?s·J:,::.n.t voor ~- ,..., 1, ..... 1 1 i F:-: .. 1: r.~ 

10. 

J.: a begi_.1punt • Noem het 

ziohzelf, 

sri.n ve'fl. eian afgesloten verzameling 
'B 1 ,:i..'..e c1 en o2 eche:id:i:i en ~~,~.r,:·v•.::.1:-:- c:l.rh B1 ~ n-~-• Uit £itelling 8 

v-:: d.El.:t:1 het bestaa:n irn,n e~:a :~':,l0te» vi~rza.meling B2• d:ie o2 an 

C'"' 1 soheid t, en wasrvcor di:n. r,, ::: n--3. Doorg:aa.nd vinden we tens1otte 

r:n afgE)Sloten verzamelir..g Bn' d:Le C:n en a; soheidt en wa.u•'fo<"1· 
• JI • " • 

, . . 
... ,. •• 13 :::: Oji 

ti . . 
fil€a.lli..EB.1A. • d:!.m. En >-: !h 

111£?.U~ ~ tonE,.r.. ae.'!'l, dat d:i.m, Ih. >- n • Zij n-:J. dim• I,., !:$'n-1. Met 
de stellingen 12 tin J.3 ve:rk~~.jgen w;.) onmi,:Uf:'].lijk een contradictie~ 

A~ Iiesbe'sgue (Math~Ann.) :f•,::::ro:.-:J t>3r.de in 19.ll hat vclgende lemma, dat 
;1 e·:t• nwel :niet correct btWTee s. 

,·---··,·•··,-,;_..;" :Bij ee:n verdeling van I 11 in eindig vele voldoend klelne deel
V'i'~rzameJ.ingen C i , die elk opgcva..t k:t~nnen worden ala de som van eindig 

afgesloten ku.bussent is er m:tr.ist~ns een punt van L 1 , dat tot 
( ; verschillende C. behoort-> !n 1913 W':)rd di t lemma. door Brouwer 

1 
bewezen en later nog df:or vela e.ude:ren. Hat ,bleek, dat c1 niet ui:b 

k'ubusaen behoeft te kunnen word.en opgebouwd" Het lemma blifft juist 
ala c1 a.fgeelotel'l zonder meer :!.s, 

,Men kan In verdelen in w:illekeurig klaine afgesloten verzamelingen 
o1, ~o dat,ieder punt van In hoogstC>ns tot n+1 versohillende o1 be
hoort•{n.1, aen verdeling a.~aloog met het verband van een gemet~:Jlt!fi 
muu:r}, B.lljkba.$1"' heeft In de v::>lge11a~ c"i~~nr:10J:1ap · P:tl• 

l;l~~ .. We zeggan 1 d~t e$n oomp.sote rfat.mte eige.vsohB~J ~n hea:tt, ala 



;eldt: 

a~ Bij elke voldoend fijne cy')rdekldng van X met afgesloten verza.meling 
"f, .. ~ C is er mi:nstens een 'rl, tint vsr; -x~ J.!l't t:0t mi:nstens n-!--1 verschil-

1 I • \J ,t' . 

L e~id.i:; ; 8:J:'Za:meling~n G.: b0hoc.~t" ... 
·c,; Br z:1.Jn neg ;.viJ.lekeu..r-3.g fijJl{-1 r.vG:cdek:::::t~.gen ··te .. u X met e:t:ndig -;r0l12-

~.f g"H(Lo·L;en verz?..;n,elingen 0i, zc. c12,+; :r+2 ·,_r~::::·6cb:tllende Gi een legc-: 
ioa:~·aned.e he'bbe.n-, 

z~a::1.s men B;e:::nakkel:tjk z:i.et '1.s d<ilze ed.gennoha:p P n van een oompacte 

tulmi;c: X een tepologisoh bc;,g:rtp.} ~::I1):,1,:;;cri10:r•f0 e.f°'::'ee.: .. d!11gen van In en Im 
( m :f=. n) zijn du.s onrnogelijka 

Mfmger en lTryeohn (F-i:m<l" Math• VIII) bewezen., dat v,or een compacte 
:!.eelverzameling ~ va,..'1 eeE Eu.clicl.'.1.~~-1:e rui:r.rte eigenschap P11 aequivalent 

!i.s met de eige:ps~hap djJ.n• Xn i:: n.• 
Di t gel<it dus voor alle. eindig-dimer.i.slanale compacte verza.melinge::i, 
die n.1. homeomorf zijn mdt een ( 9veneens compacte) deelversa,meling 
va.n zekere EuclidisGhe ruimte. Voor deze ve:rzarneli:agen drukt de eigen

sohap P n een direct aans~honwel i j 1m e:tgeE.schap uit • Di t in tegenstelling 
met de recurrent ~cdefinieerde d.:J.m,;;;nsie. 

~ ~ ' . 

B., Reeds in 1909 introduoeerde F:rechet het begri:p dimensietype naar 
aan+eiding van de d.efini tie va.n de kardinaalgetallen• 

Q .. ~-~ Men zegt van oen rui!:'!te Xr dat zijn dimersietype ~ is dan d.a.t 
van er,~, . .... ~,.; mte· -o;,, 

c,;,._ ... ......... . .).. ' 

Als bovendien dixo"inaiety-pe -1 < d.imensietype -x. dan heten X en Y 
van hetzelfde dimensietype .. 

Natuurlijk blijft de mog{)lijkhoid. open$' a.at noch X topologisoh in. 
Y, noch Y topologiseh in X ks,n worcl.en ingebed. De dimensietypc. heten 

dan onver~elijkbaa.x-" • 

YQ.£.!~~.1• Beschauw een viervlak in•EJ en verbindt een punt P binnen 
• 

he·~ viervla.k, met de vi.er hoekpunten .. La3:t X 'bestaan, ui t dez& vier ver-
b:'.tndende segmenten en de ribben van. het 7iervlak~· Zij Y=E2 (' Dan. z:tjn 

do dimensiet:~esven X en y onvergeJ.ijl::ba.are 

0< Hausdorff heeft met 'b,ehulp Yan. de z~g~ r-d:Lro.ensj;ona.le maat een 
d:lmE,11si$begr:tp ingevoe:1.~a. 1 dat na.a.r hem ee1l dimensie van Hatu~dt7rf.f wordt 
ge1101;;1ma.,,· 

Zij X een, metri sche rui:mte en .ri een . reeel getaJ > 0 <:> Zij t.. > D 

en b¢schouw nu a.11~ yerdelin~~~. 
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Z;i.j nu 

!.. 
.A.ls f,, monotoon tet nul na.dert, dan stijgt m /- (X) monoto?n n.Rar ee:ri 

(a.1 dan m.et one:lndige)lj_miet m.__(X) • Dus-m (X) = lim mn'" (X) Q Men 
p , P i • c z 

noemi; mp (X) de p-dimensionale maat van X• Men ziet gemakkelijk i.:n, 

dat veor p<g_ geldt mp (X)2mq(X)• In het bijzonder:•als ~(X)<~ 
r.R'.an is ·mq_(X) = O; als m (X) > o dan is m....(X) = co • . q p 

Qef • Onde:r; de d:i.mensie van Hausdorff van de· metrische ruimte X ver
staat men het suprem'l:lm van de verzameling der rekhe get all en /v, wa.ar
v0orvoor m (X) > 0 • 

• P l 

[.2.9..rbeeld. De verzameling C van Cantor, bestaande uit alle reele geta.1-
Len van de v0rm 

net an= 0 of 2, heeft een H-dimensie = ~~•j = 0,63, 

~en maakt dit plausibel door er op te wijzen, dat racn·C kan insluite:n 
n ·, n 

~n 2 inter;-allen, ieder der lengite 3 - • V~or deze verdeling is 

rJ )11'7 . n. - nl (' !::_ )· n l L 1 / It _f ::oe 2 ·• 3 :=. J/1' 

' ' 
~or n ~ o0 treedt een limiet O < M < oo op alleen ala p f ~?!~2 _g_ 

og 3• 

·oor metrische separabele ruimtes heeft Szp:tlre.jll bewezen: 

a<> H-dim. X ~ dim. X 

b. inf. H-dim. (X') = dim• X 
I 

ls we 'linkaX de •versameling van alle met X homeomor:fe ( en dus metrieehe) 
nt: ... : k :.:~ L~ ton r; o •. rlopen. 



f?_.:~~.1.11.:.~~ 12 • . Nodig en vold~end~ op~at een deelve:'zame_li~{fe}· 'van E~ _ 
00n n-r:L:.mens::i.onale verzam.Bling 1s, 1s d.at A een m.et leg~'(\/erzame11ng 

1JeYa:t r die open is in En• 

J)P.f" On der eer.t overdekk5.ng van een ru.imte X verstaan we een ~~,~,c.~.f! 
._.,.-c.,.,._:<tt• 

stel ope:u.ver;g;:ameltnge:n . ,,, " . 
tJ I , " • • U;'l..i met X= U 1 + • • • + U .JL, • 

Het groot ste getal n waarvoor nog n+1 verzamelingen ui t de over
dekking, bestaan met een niet lege cloorsnede heet de ordevan de over
dekking. 

Een overdekk:1.ng /.!) heet een verfj_j!Hng van de ova:rdekking <.'.\."' 

verzameling, van de ov€.~rd~kki,ngpbevat ~is in een. of andere 

:eling van de overdekking O( ~ 

, l.6. Een ruimte X heeft de..n en alleen dan een tUmensie ~ J-1.

lke overdekkin.g een verfijni .. ng heeft van de orde n~ 
f , • • 

dim• X en. Dan is X homeomorf met 
~elverza.meli:n.g, van 

''.fZtj i ex een overdekking van X en g e8n afbeelding -van X in een 
noemen g een , ;x: -·a.:f·oeelding aJ. is bij ieder :pT!llt j Jc{'; Y 

U van Jo bestaat, waa:rv-a.n het origineel •vcior de e.fbeelding 

is :tn een v-e~-:-zamelti.ng uit de: overdeh-:kingtt 

Een ruimte X hee:ft dan en alleen dan een dimensie <= n 
o-rerdekking fX van X een o( -afbeelding bestaat va....vi X op 
Yan dimensie < n. • 

Daarbij verstaan we ender tten polytOop zekere,verzamelingen in een 
· idische ruimte, die z:i.jn ~pgebouwd ~i·IJ eindig vele dusjunote open. 

lexen (punten, open interva.llen enz •} zo da-t r;1at ied.e-r s;i.mplex 
alle zijvlakken bevat zijno 
Ieder open eimplex met 11+1 hoekpunten Js homeom*rf re.et En en hee:ft 

• 
du~.:; tle dimensie n4' Onder de dime:nsie van het p'"Jlyi.;f.>QP verstaan. we 
g:~G9tste onder de dlrnensies van de same:usi:;ellende si:mple.xeno 

~ti~:; Zij .A ~en•deelverz~ell:ng. Y~"l X en Jex.) een afbeelciiur; yan A 
:cuimte Y · • Een afbeeldi.l:lg P(x} va.n X in f w.aaiv0:or gedlt 



~ t 
• 

~Ste11 .. ing .1~. Een ruimte X heeft eEi:n di1'lena1e s: n 4an en alleen dan , 
(als voor elke afge.sloten verzameling C en elke afbeelding van C in Sn 
~er een uitbreiding van fever X beetaat. 
~ ~ f 

~1.!. X en Y zijn twee rulnltes. We .zeggen, da.t een afbeelding f van 
i:i :Lu Y homotoep is reet een ai'1'eelding g ·va...'11 X j_n Y, a.ls er een continue 
I x· A', fi:\mctis besta.at met e.!."g~e.:n.ten :c t: • J..J.-1... C) ~ '5 I en :funotie-,, ... ' 

' twr:;_.n.::7dN1 i.n Y, waar,r~oJ:- geld t: 

. f /4. t)~ ;,txJ 
• • 

);!ll!.~&.. ... ?9..:. La.ten :f en g . twee ef.'b<::1e).dingen zijn van X in Sn• Zij · 
~jE-'ge?.,:; .. \! a.at voor de verza.m~ling r- van 1m.n-t.en ~ waa.rvoor f(x)f g(.~~ 

)~en d1.i: .. ensie S n-1 heeft.Dan zj,jn :f en g homotoop. 
\ ', 

\>, We noemen een .a.fbeeldil.'lg f ve..n.;X in Y homotoop nul, ats f homo-

~~QQp . is met de cor.stan-ye afbeeldjn_g. Ui t d.e vorige stelling volgt 
9nmiddallijk . · 
'f' '. . • • . . 

§,$ .. ~J.l'lJ:?.8 2A:, • Zij X een rm.mt~ met d~·In.• X <=n. Dan . zij;i .al.le e.fbeeld1ngen · 

foran X i.n Sn_homotco:p .. ~et nul• 

§.E-2-,.li~~• (Invariantentb.eor~ma van .:Brouwer). Als A en l3 twee homeo
m•rf e deel verzamelingen va;o. En z:i j nr da..."l cort>espondeert met een inwendig 
1nmt van A een Jllnwendig pun,t v.a.n B in de h::nneomorf:t :.;. 

H• Foincare 
L • E.,,..J • Brouwer 
\ • l! 

X, Me·nger. 
tt:rysohn 

K• Menger 
Szpilre.jn 
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